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요 약： 본 논문에서는 1차전단변형이론의 횡방향 전단응력과 전단변형률을 개선한 간단한 수정방법을 제시하였다.고차전단변형이론,

층별이론과 같은 기존의 많은 제정된 방법들과 비교해서 본 방법은 매우 간단하게 C0연속성만이 요구되는 유한요소에 적용할 수 있으며,그

방정식 구성도 매우 간단하다.본 방법의 기본 개념은 고차전단변형이론에 의한 수식으로 부터 두께방향에 따른 횡방향 전단응력과 전단변형

률의 분포를 수정하는 것이다.그러므로 1차전단변형이론처럼 전단보정계수는 더 이상 요구되지 않는다.제안한 수식의 타당성을 검증하기 위

하여 수치해석을 수행하였으며,본 수정방법에 의한 해는 고차전단변형이론을 고려한 결과와 잘 일치하였다.

ABSTRACT：Inthisstudy,asimplifiedmethodofimprovingnotonlytransverseshearstressbutalsoshearstrainbasedon

thefirst-ordersheardeformationtheorywasdeveloped.Unlikemanyestablishedmethods,suchasthehigher-ordershear

deformationandlayerwisetheories,thismethodcaneasilyapplytofiniteelementsasonly continuityisnecessaryand

theformulationofequationsisverysimple.Thebasicconceptinthismethod,however,mustbecorrected:thedistribution

ofthetransverseshearstressesandshearstrainsthroughthethicknessfrom theformulationbasedonthehigher-order

sheardeformationtheory.Therefore,theshearcorrectionfactorsarenolongerrequired,basedonthefirst-ordershear

deformationtheory.Numericalanalyseswereconductedtoverifythevalidityoftheproposedformulations.Thesolutions

based on thesimplified method werein very good agreementwith theresultsconsideringthehigher-ordershear

deformationtheory.

핵 심 용 어 : 횡방향 전단응력,변형률,전단보정계수,고차전단변형,1차전단변형.

KEYWORDS:transverseshearstressesandstrains,shearcorrectionfactor,higher-ordersheardeformation,first-ordersheardeformation

                                                                                                                        

1.서 론

섬유보강 복합재료는 높은 비강도,비강성으로 인해 항공우

주산업뿐만 아니라 조선,자동차,기계 등 여러 분야에서 적

용되고 있다.특히 선진국에서는 섬유보강 복합재료를 교량,

건물,관로 등의 건설분야에 응용하려는 연구가 10여년 전부

터 활발히 진행되어 왔으며,국내에서는 완전 복합신소재 교

량을 법정도로에 최초로 건설하였다(지효선 등,2002).이러

한 섬유보강 복합재료는 이방성 재료를 임의의 섬유 보강각도
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로 배치⋅적층시켜 제작한다.그러므로,복합적층 구조는 보

다 정확한 해석을 통해 거동특성을 파악해야 하며,그에 따른

많은 연구가 계속 진행되어 왔다.3)

우선,고전적판이론은전단변형효과를무시하였기때문에얇

은 판에 대해서만 정확한 결과를 얻을 수 있었다.그 후

Reissener(1945)가 전단응력이 두께방향으로 일정하게 분포한

다는 가정하에 전단변형효과를 고려하였으며,Mindlin(1951)

은 전단응력이 포물선 분포를 나타내므로 전단보정계수를 도입하

여Reissener의이론을수정하였다.Whitney(1969)는전단보

본 논문에 대한 토의를 2012년 2월 29일까지 학회로 보내주시면 토의 회답을
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정계수를 5/6로 제시,현재까지 적용되고 있는 1차전단변형이론

의 토대를 마련하였으며,구조물의 거동해석에 있어서 기대이상

의 정확도를 보여 오늘날까지 유한요소에서 적용되고 있다.그

러나 복합적층 구조물의 국부해석에 있어서 정확한 응력예측이

요구되나,1차전단변형이론은 판/쉘의 두께방향에 따라 전단변

형률과 전단응력을 정확하게 표현할 수 없다는 단점이 있다.

즉,면내변형률과 면내응력을 제외한 횡방향 전단변형이 두께방

향으로 일정하게 분포한다는 가정으로 인해 판이나 쉘의 상․하

면에서 전단변형이 0이 되는 조건을 만족하지 못한다.전단보정

계수는 단지 원통형 휨모드(cylindricalbending)를 갖는 등방

성이나 크로스-플라이로 적층된 판에서만 합리적인 값을 나타내

며,일반적인 비등방성 판이나 쉘에서는 적용의 한계가 있다.

이러한 단점을극복하기 위한 두가지 접근방법이 있다.

첫 번째 방법은 전단왜곡함수(shearwarpingfunction)을

추가함으로써 개선한 것이며(Pai,1995),두 번째 방법은 반

복계산을 통해 알맞은 전단보정계수를 찾아내는 방법이다

(Noor등,1990).최근에는 변위장의 요소를 두께방향에 관

한 Talyor전개식으로 확장,고차항이 포함된 전단변형이론이

제시되었다.Reddy(1984)는 단순화된 고차전단변형이론을,

Kant(2000,2001,2001)는 일반화된 Hook의 법칙을 이용

하여 종방향 수직 변형률/응력의 효과와 종방향 뒤틀림을 고

려한 적층판의 유한요소 지배방정식을 유도,3차원 탄성해석

을 수행하였다.천경식 등(2003)은 앞서 언급된 다양한 고차

전단변형이론을 토대로 8절점 유한요소를 개발하여 그 결과를

비교,분석하였다.또한 두께방향에 따라 면내변위를 구간별

포물선 분포로 나타내는 Layerwise이론(Reddy등,1990)

이 최근에 개발되었으며,전단변형의 보다 정확한 거동을 나

타낼 수 있었다.이 때,Layerwise거동을 표현할 수 있는

함수로 지그재그 함수(zig-zagfunciton)가 있으며,천경식

등 (2003)은 삼각함수를 이용한 적층보의 지그재그 모델을

제시하였다.하지만 고차전단변형과 Layerwise이론 및 다른

여타방법들은 상당히 많은 자유도를 포함하고 있으며 전개식

이 복잡하다.

따라서,간단하면서도 적용이 용이한 1차전단변형이론의 개

선방향을 찾는 것이 우선이라 할 수 있다.이에 Rolfes와

Rohwer(1997)는 전단보정계수 5/6이 필요하지 않고,판의

상․하면에서의 경계조건을 만족하는 개선된 전단강성행렬을

제시하였다.그러나,판의 거동을 원통형 휨모드(cylindrical

bending)로 국한하고 있으며,전단강성행렬 유도시 면내하중

에 의한 영향을 무시하고 면외하중만을 고려하였다.Auricchio

와 Sacco(2003)는 3차원 평형방정식과 부분 혼합된 수식화

(partialmixedformulation)에 근거하여 합리식을 도출하였

으나 그 식이 상당히 복잡하고,추후 비선형 해석시 또 다른

추가적인 수식화를 요구하는 등의 불편함이 있다.

따라서,본 연구에서는 간단하면서도 효율적인 1차전단변형이

론의 개선방안을 제시하고자 한다.개선안은 판의 상․하면에서

전단변형률 및 응력에 대한 경계조건을 만족하고,전단보정계수

를 사용하지 않으며,자유도는 기존의 FSDT(first-order

sheardeformationtheory)와 동일할 뿐만 아니라,어떠한

가정이나 혼합정식화를 통한 복잡한 수식전개가 필요하지 않고

매우간단하다.

2.기본이론

일정한 두께 h를 갖는 적층구조 Ω 는 다음과 같다.여기

서,평면 z= 0은 변형전 평판의 중립면을 의미한다.

Ω = {(x1,x2,z)∈R3/z∈ (- h2,
h
2)

,(x1,x2)∈A⊂R
2
}

(1)

x

z

ya
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그림 1.적층구조에서 전체 및 국부 좌표계

적층은 NL개의 층수로 이루어지며,L번째 층은 두께방향

으로 z= zL-1과 z=zL사이에 놓여있다.적층판 상․하

면의 위치는 z0= -h/2,zNL= h/2이다.

1차전단변형이론의 변형률과 응력장은 다음의 기본적인 가

정에 따라 전개한다.

1)중립면에 수직인 응력(σ
z
)은 0이다.

2)변형전 두께방향 중립면에 수직인 평면은 변형후에도 평

면을 유지하지만 중립면과 수직일 필요는 없다

(γ
xz≠0,γ

yz≠0).

3)판의 수직방향 변형률(ε
z
)은 매우 작으므로 무시한다.
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1차전단변형이론의 변위장은 식(2a),(2b),(2c)와 같으며,

u,v와 ,는 각각 중립면에서의 면내변위와 y축과 x

축에 대한 회전각을,w는 횡방향 변위를 의미한다.

          (2a)

          (2b)

        (2c)

3.개선방안

본 연구에서 제시하고자 하는 1차전단변형이론의 수정방법

은 Reddy(1984)의 고차전단변형이론으로부터 유도한다.고

차전단변형이론의 변위장은 식(3a),(3b),(3c)와 같다.

           
  

 (3a)

           
  

 (3b)

        (3c)

여기서,고차변위 ,, 그리고 는 판/쉘 상․하면

에서의 전단응력(  ,  )이 0이 되는 경계조건에

의해 결정한다.

   ± 
    ,    ± 

    (4)

직교이방성 판이나 직교이방성 층을 임의의 보강각도로 적

층시킨 판/쉘의 경우도 식(4)의 경계조건을 만족하여야 하고,

전단변형률에 관해서도 마찬가지로 식(6a),(6b)와 같이 0이

되어야 한다.

 





 




(5a)

 





 




(5b)

 ± 
    (6a)

 ± 
    (6b)

즉,

   ,   (7a)

   

 


   (7b)

   

 


   (7c)

식(3)에 제시된 변위장에 식(7a),(7b),(7c)를 대입하여

정리하면 식(8a),(8b),(8c)와 같이 새로운 변위장을 유도

할 수 있다.식(9a),(9b),(9c),(9d),(9e)는 그에 따른

변형률이다.

      


   

  (8a)

      


   

  (8b)

   (8c)

  
   

  
 (9a)

  
   

  
 (9b)

  
   

  
 (9c)

  
  

 (9d)

  
  

 (9e)

여기서,


  


,
  


,
  


 




  


,

   

 


 

  


  


,

   

 


 

  


  


 


(10)


   


 


 


 

  

    


,

   

   

 

    


,

   

   

 

면내 변형률은 식(9a),(9b),(9c),(9d),(9e)에 나타낸

고차전단변형이론에 의한 변형률에서 ,와 에서 
항을

제외한 나머지 항으로도 충분하다.즉,
,

와 
을 무시

하고 다음과 같이 식(9a),(9b),(9c),(9d),(9e)를 간단히

정리할 수 있다.

  


 


 (11a)

  


 


 (11b)

  

 

   


 

   (11c)
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    

   

  (11d)

    

   

  (11e)

식(11a),(11b),(11c),(11d),(11e)에서 전단변형률

와 를 제외한 나머지는 1차전단변형이론에 의한 변형률

과 동일하다.식(11d),(11e)에서 보듯이 1차 전단변형률

(,)에    항을 추가함으로

써 실제와 유사한 포물선 분포를 나타낼 수 있으며,이는 전

단응력이 판의 상․하면에서 0이 되어야하는 경계조건을 만족

시킨다.여기서,식(11d),(11e)에 나타낸 포물선 함수식을

다음과 같이 전단변형에 관한 형상함수로 정의한다(Yunquin

등,1996).

     ,  
  (12)

실제적으로 발생하는 전단변형률 는 1차 전단변형이론에

의한 전단변형률 과 전단형상함수()의 관계식으로 다

음과 같이 표현할 수 있다.

   (13a)

    (13b)

식(13a),(13b),(14a)에 의한 전단에너지 와 두께방향

으로 균일한 전단변형률(이하 ‘공칭전단변형률’)에 의한 전단

에너지  의 등식으로부터 공칭전단변형률과 1차전단변형률

의 관계식()을 유도하면 식(14b)와 같다.

  






     








 

   

 




    








  (14a)








 






 
  

 (14b)

식(14b)를 식(13a),(13b)에 대입하여 정리하면 식(15a),

(15b),(16a),(16b)와 같이 전단변형률과 전단응력을 함수

의 형태로 표현할 수 있다.여기서,는 강성의 역으로 표현

되는 컴플라이언스(compliance)로써 전단응력과 전단변형률

에 관한 형상함수(,)의 관계로 유도되며,G
(L)는 L

번째 층의 전단계수를 의미한다.

      
  (15a)

      
  (15b)

  



  


    

  (16a)

  



  


    

  (16b)

여기서,

 














 




 

 





 




a/h Theory w*

4

ELS(Pagano) 1.9360

HSDT(Reddy) 1.8940(0.963)

FSDT(Whitney) 1.7100(0.883)

8QUAD72(천경식 등,2003a;

2003b)
1.9023(0.983)

SC-FSDT 1.8324(0.947)

10

ELS(Pagano) 0.7370

HSDT(Reddy) 0.7150(0.970)

FSDT(Whitney) 0.6630(0.899)

8QUAD72(천경식 등,2003a;

2003b)
0.7204(0.997)

SC-FSDT 0.7004(0.950)

20

ELS(Pagano) 0.5130

HSDT(Reddy) 0.5060(0.986)

FSDT(Whitney) 0.4910(0.957)

8QUAD72(천경식 등,2003a;

2003b)
0.5078(0.990)

SC-FSDT 0.5027(0.980)

100

ELS(Pagano) 0.4350

HSDT(Reddy) 0.4340(0.998)

FSDT(Whitney) 0.4340(0.998)

8QUAD72(천경식 등,2003a;

2003b)
0.4343(0.998)

SC-FSDT 0.4350(1.000)

표 1.사인하중을 받는 단순 지지된 정사각형 적층판()

의 중앙점에서 무차원화된 최대처짐
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a/h
HSDT

(Reddy)

FSDT

(Whitney)

8QUAD72

(천경식 등,2003a;2003b)
SC-FSDT

4 2.9091 2.6597(0.914) 2.9096(1.000) 2.8398(0.976)

10 1.0900 1.0220(0.938) 1.0981(1.007) 1.0649(0.977)

20 0.7760 0.7573(0.976) 0.7785(1.003) 0.7684(0.990)

50 0.6838 0.6807(0.995) 0.6842(1.001) 0.6820(0.997)

표 2.등분포하중을 받는 단순 지지된 정사각형 적층판()의 중앙점에서 무차원화된 최대처짐

a/h Theory σ
x* σ

y* σ
yz* σ

xz* σ
xy*

4

ELS(Pagano) 0.720 0.663 0.292 0.219 0.0476

HSDT(Reddy) 0.681 0.647 0.244 0.211 0.0451

FSDT(Whitney) 0.406 0.576 0.196 0.140 0.0308

SC-FSDT 0.370 0.562 0.240 0.193 0.0334

10

ELS(Pagano) 0.559 0.401 0.196 0.301 0.0275

HSDT(Reddy) 0.551 0.394 0.163 0.211 0.0251

FSDT(Whitney) 0.499 0.361 0.130 0.167 0.0241

SC-FSDT 0.488 0.356 0.148 0.244 0.0250

100

ELS(Pagano) 0.539 0.276 0.141 0.337 0.0216

HSDT(Reddy) 0.539 0.275 0.129 0.308 0.0216

FSDT(Whitney) 0.538 0.270 0.101 0.178 0.0213

SC-FSDT 0.538 0.268 0.109 0.266 0.0213

표 3.사인하중을 받는 단순 지지된 정사각형 적층판()의 중앙점에서 무차원화된 최대응력

4.결과분석

본 절에서는 앞서 제시한 단순 수정된 1차전단변형이론의

타당성을 규명하고자 Pagano(1972)의 정해 및 여러 이론들

과 비교․분석하였다.

해석모델은 다음에 제시된 직교이방성 성질을 갖는 4변 단순

지지된 비등방성 적층판이며,하중조건은 Navier에 의한 해석

해(AnalycialSolution)와의 비교를 위해 사인하중과 등분포하

중으로 제한한다.참고적으로 본 연구에서 제시된 해석결과는

유한요소에 의한값으로 요소분할수는 ×로설정하였다.

  

     ,   (17)

  

하중 및 처짐,응력에 대한 무차원 계수는 다음과 같다.

  ⋅
 ⋅

  (18)

   
 (19a)

   
 (19b)

   
 (19c)

   
 (19d)

    (19e)

    (19f)

동일한 두께를 갖는 4개층을  으로 적층시킨

단순지지된 정사각형판( )에 사인(sine)하중을 재하시

켜 해석을 수행하였으며,그에 따른 중앙점의 무차원 처짐을

표 1에 나타내었다.표 1에서 ELS는 3차원 탄성이론에 의해

Pagano가 제시한 해이며,FSDT는 전단보정계수 5/6를 갖

는 1차전단변형이론으로 Whitney가 제시하였다.HSDT는

Reddy에 의해 제시된 단순화된 고차전단변형이론으로 7개의

자유도를 갖고 있다.8QUAD72는 천경식 등(2003)이 고차

전단변형이론을 토대로 작성한 8절점 유한요소의 해석치이다.

표에서 (⋅)안에 수치는 ELS에 대한 비율을 의미한다.

본 연구에서 제시한 수정된 1차전단변형이론 SC-FSDT는 전

단보정계수를 갖는 FSDT와 비교하여 상당히 개선되었음을 알

수 있다.특히,SC-FSDT와 FSDT를 폭-두께비에 따라 ELS

와 비교한 결과,그 오차가 a/h= 4에서 5.3%,11.7%,

a/h= 10에서 5%,10.1%,a/h=20에서 2%,4.5%를

나타내고있어 성능이 향상되었음을알 수 있다.



천경식․지효선

480 한국강구조학회 논문집 제23권 4호(통권 113호)2011년 8월

표 2는 등분포하중을 받는 단순지지된 적층판의 처짐분포를

나타낸 것이다.적층조건은  이며,나머지 제약조

건은 표 1과 동일하게 설정하였다.ELS는 사인하중에 대해서

만 그 정해가 제시되어 있는바,Navier방법으로 해석적으로

접근한 HSDT를 비교 기준으로 설정하였다.표에서 보듯이

SC-FSDT는 HSDT와 비교하여 최대 2.4%의 오차를 보인

반면,FSDT는 그 오차가 최대 8.6%를 보이고 있다.FSDT

와 SC-FSDT의 거동차이는 전단응력에서 더 확실해진다.

표3과 그림2,3은 사인하중을받는 적층판의 무차원응력분

포를 비교하여 나타낸 것이다.SC-FSDT는 판의 상․하면에서

전단응력이 0이 되는 경계조건을 만족하고 있을 뿐만 아니라 전

체적으로 HSDT와 매우 유사한 분포경향을 나타내고 있어

FSDT에 비교하여상당한 개선효과를 보이는것을 알 수있다.

  








  (20a)

  









  (20b)

그림 2,3에서 층간 연속적 응력분포를 갖는 FSDT_3D는

FSDT의 해석결과를 평형방정식(식(20a).(20b)참조)에 적용

하여 별도로 산출한 것이다.그러나 이를 유한요소에서 적용시

응력에 대한 편미분을 필요로 하여 고차의 형상함수를 추가해야

하는등의문제가있다.즉,SC-FSDT는HSDT및FSDT_3D

와 달리 고차의 변위장이나 별도의 후처리 과정이 필요없으며,

유한요소에적용하기에도매우용이한장점을가지고있다.

0.0 0.1 0.3 0.4 0.6

Nondimensionalized transverse shear stress sxz

-0.5

-0.3

-0.1

0.1

0.3

0.5

z/
h
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FSDT (Whitney)

HSDT (Reddy)

FSDT_3D

그림 2.   에서 대칭 적층판()두께의

무차원화된 횡 전단응력( )
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Nondimensionalized transverse shear stress syz
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z
/h
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HSDT (Reddy)

FSDT_3D

그림 3.   에서 대칭 적층판()두께의

무차원화된 횡 전단응력( )

5.결 론

본 연구는 1차전단변형이론의 간단한 수정방안을 제시하였

다.기존의 1차전단변형이론과 동일한 변위장과 자유도를 가지

면서,전단변형률과 전단응력이 판/쉘의 상․하면에서 0이 되

는 경계조건을 만족하도록 전단변형에 대한 형상분포함수를 추

가적으로 설정하였다.그 수정방법은 고차전단변형이론으로부

터 유도되었지만 매우 간단히   연속성을 갖는 유한요소에

적용할 수 있을 뿐만 아니라,기존 1차전단변형이론(FSDT)에

비해 상당한 개선효과를 보였으며,고차전단변형이론과 유사한

전단응력분포가 나타내었다.따라서 본 연구에서 제시한 이론

및 해석결과를 근거로 복합적층구조의 유한요소해석시 보다 정

확한 결과를 도출할 수 있을 것으로 기대해본다.

기 호 설 명

x,y,z:전체좌표계

u1,u2,u3:x,y,z축에서의 변위

u,v,w :중립면에서의 변위

ψ
x,ψ

y
:y축과 x축에 대한 회전각

ε
i
:면내 및 전단변형률

σ
i
:면내 및 전단응력

ϖ :전단변형에 관한 분포형상함수

Us:유효전단변형 에너지

Us
:평균전단변형 에너지
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E1,E2 :한 층(layer)의 1축과 2축 탄성계수

G12,G23,G13:한 층(layer)의 전단탄성계수

ν
12
:포아송비
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