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요 약

당한 정수 ≥에 하여 2-valued 자기상 계를 갖는 주기가  인 균형 이진 수열(balanced 

binary sequences)은 역확산 통신 시스템(spread-spectrum communication system)에서 많이 응용되고 있

다. 본 논문에서는 르장드르 수열에 의해 구성되는 새로운 3-valued 비선형 이진 수열을 제안한다. 이 수열은 

유한체 에서 트 이스를 이용해 생성하는 가장 우수한 수열인 -수열, GMW 수열, Kasami 수열, No 수열

을 모두 포함한다. 제안된 수열은 Klapper에 의해 제안된 이차형식 수열보다 더 낮은 상호상 계를 갖는다.

ABSTRACT

Balanced binary sequences of period   ≥  having the two-valued autocorrelation function have many applications in 

spread-spectrum communications system.  In this paper we propose new nonlinear binary sequences which are constructed from 

Legendre sequences with the same cross-correlation as the sequences proposed by Cho. These sequences include the -sequences, 

GMW sequences, Kasami sequences and No sequences which are  described in terms of the trace function over a finite field. 

Also the proposed sequences have more low cross-correlation distribution than the quadratic form sequences proposed by Klapper.
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Ⅰ. 서 론

고속 통신을 하여 의 무선통신은 차 고주

 역을 이용하는 방향으로 나아가고 있으며 고주

 역의 특성상 셀의 크기는  작아져 마이크로

셀룰러 환경이 되고 있다. 이러한 환경에 합한 시스

템으로 부호 분할 다원 속(CDMA) 시스템에서 링

크 상에서 지연 수를 칩 내로 제한한  동기 부호 

분할 다원 속(Quasi Synchronous CDMA : 

QS-CDMA) 시스템이 제안되었다. 이러한  동기 부

호 분할 다원 속 시스템이 효율 인 성능을 내기 

해서는 낮은 상 계를 갖는 수열 군을 사용하는 

것이 필수 이다[1,2]. 

당한 정수 에 하여 자기상 계(auto- 

correlation)값으로   는   을 갖는 주기가 

 인 균형 이진수열(balanced binary sequ-

ences)[3]은 역확산 통신 시스템(spread- spectrum 

communication system)에서 많이 응용되고 있다[4]. 
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이러한 수열로 잘 알려진 수열군은 -수열, GMW 

수열, Mersenne 소수를 이용한 Legendre 수열, 

Kasami 수열, No 수열, 이차형식 수열 등이 있다. 이 

밖에도 트 이스를 이용한 여러 수열들이 연구되었다

[5-10]. 한 다양한 방법에 의해 생성되는 수열들이 

소개되고, 분석되었다[11～14].  본 논문에서는 Cho 

등에 의해 제안된 이진수열[15]과 같은 상호상 계

를 가지며  Legendre 수열에 의해 구성되는 새로운 

3-valued 비선형 이진 수열을 제안한다. 이 수열은 유

한체 에서 트 이스를 이용해 생성하는 가장 우수

한 수열인 -수열, GMW 수열, Kasami 수열, No 수

열을 모두 포함한다. 제안된 수열은 Klapper에 의해 

제안된 이차형식 수열보다 더 낮은 상호상 계를 

가지며 이는 최 의 상호상 계를 갖는 이진수열이

다. 

Ⅱ. 배경지식  기존 연구

주어진 크기의 의사불규칙(pseudorandom) 수열 군

에 한 바람직한 몇 가지 성질은 낮은 자기상 계

값, 낮은 상호상 계(cross- correlation) 값, 큰 선

형복잡도(linear span), 균형성질(balanced property), 

많은 서로 다른 수열군의 존재성, 구 의 용이성 등이

다. 

지 까지 발견된 주기가  이고 이상 인 자기

상  특성을 갖는 의사불규칙 수열들  표 인 것

이 -수열, GMW 수열, Kasami 수열, Gold 수열, 

Bent 수열, No 수열, Legendre 수열 등이 있다. 한 

낮은 상호상 계 값은 부호 분할 다원 속의 능력

을 가지기 해 요하다. Welch[16]에 의해 유도된 

최  상 계 값에 한 하한은 의사불규칙 수열군

의 상 계 성질을 평가하는 데 자주 이용된다.  

-수열, GMW 수열, 작은 집합의 Kasami 수열, Bent 

수열, No 수열, Legendre 수열 등은 이러한 하한의 

에서 최 인 상 계 값을 갖는 수열 군들이다.  

2.1 트 이스함수와 상호상 계

트 이스(Trace)함수는 유한체로부터 부분체로의 

선형매핑인데, 이 함수는 의사불규칙 수열의 설계와 

분석을 한 요한 수학  도구이다. 트 이스함수에 

한 정의와 그것들의 성질을 보면 부분의 이진 의

사불규칙  수열들은 트 이스 함수의 형태로 표 될 

수 있다. 

 를  개의 원소를 가진 유한체라 하고, 

    라 하자. 1보다 큰 정수 와 

에 하여  라 하자. 한 
 

 
라 하

자. 차수가 인 원시다항식  의 원시근을 

∈ 라 하자. 이 의 약수이므로 

  ⊂   이다. 임의의 자연수 에 하여 

      라 하자. 본 논문에서 수열의 생

성을 해 사용되는 트 이스 함수 

    →   는 식(1)과 같이 정의된다. 

   



 (1)

를 들어 이고 이라 하자. 이 때, 

     라 하고, 를  을 만족

하는 의 원시원소라 하자. 를 의 한 

원시원소라 하면  를 만족하고 와 는 

 
 

   를 만족한다. 이 때, 

 
   ∈  를 구하면  표 1과 같다. 

표 1. 의 원소에 한 트 이스

Table 1. Trace of elements in 
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트 이스함수     →   는 다음 

성질을 만족한다[17].

         ∀  ∈     
       ∀ ∈  ∈ 

     는 사함수이다. 

        ∀ ∈    

            ∀ ∈ 
             ∀ ∈ 
   임의의 고정된 ∈ 에 하여 방정식

    를 만족하는 해 ∈ 가    

개 존재한다.  

성질  는 표 1에서 확인할 수 있다. 즉 에 

응되는 원소는    로 개이고 나머지 원

소    에 해서도 개 씩 존재한다. 표 1에서 

원소 에 응하는 원소   
   가 생략되었다.  

 

주기가  인 주어진 두 수열  와  의 

상호 상 계  는 식 (2)와 같이 정의된다. 

   


 


   

(2)

를 들어    이고 , 

   이라 하면   일 때, 

   이고, 

   이다.

한   일 때,  는    이다. 

따라서       이다.

2.2 기존 연구 분석

본 논문에서 언 되고 있는 최 의 상 계를 갖

는 수열들을 살펴보자.

 -수열  와 GMW 수열  은 다음 식 

(3), (4)와 같다[5,6].

      (3)

        (4)

여기서 는  의 한 원시원소이고, 

≤    ,     을 만족한다.  -

수열의 상호상 계는    의 원소  하

나이다. 상호상 계가  인 경우는   와 

 가 같은 수열일 때이다. 비선형 수열로  -

수열과 상호상 계가 같은 수열은 GMW 수열이 유

일하다. Welch bound에 의하면  일 때, 상호 

상 계가      의 원소  하나

가 되는 수열을 의 상 계를 갖는 수열이라 한다. 

다음에 소개 되는 수열들은 모두 최 의 상 계를 

갖는 비선형 수열들이다. 

 이라 하고 
 

 
    이라 하자. 

그러면 Kasami 수열   와 No 수열   는 식 

(5)와 (6)과 같다[8,9]. 

     
    

  (5)

            (6)

여기서 는  의 한 원시원소이고, 

 ∈ 이다. 그리고 정수 에 하여 

≤   이고     이다. 그림 1

은 -수열과 GMW 수열,  Kasami 수열, No 수열 

사이의 계를 나타내고 있다. 

그림 1. 의사불규칙 수열 사이의 계
Fig. 1 Relations between pseudo-random sequences
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임의의 소수 에 하여 주기가 인 Legendre 수

열  는 식 (7)과 같이 정의된다[7]. 

     가  에대하여이차잉여
  

(7)

식 (7)의  가 이상 인 자기상 계 값을 갖기 

한 필요충분조건은 ≡  이다. 특히 

 인 소수(Mersenne 소수, Mersenne prime)

가 주기인 Legendre 수열은 유한체상에서 정의되는 

트 이스함수를 이용하여 식 (8)과 같이 표 한다[7]. 

   



 



  


 (8)

여기서 는       의 원시원

소이다. 이상 인 자기상  특성을 갖는 짧은 주기 

 의 의사불규칙 수열로부터 이상 인 자기상  

특성을 갖는 긴 주기  의 의사 불규칙 수열을 

만들 수 있다. 이를 트 이스 함수를 이용하여 나타내

면 식 (9)와 같다. 

   



 



    


 (9)

여기서 는  의 한 원시원소이고, 

    이다.  

Ⅲ. 3-valued 비선형 이진 수열

본 논문에서는 상호 상 계 값으로 3개를 갖는 

Legendre 수열을 트 이스로 표 한 비선형 이진 수

열을 제안한다. 

<정리 1[18]> 지수집합 에 하여 주기가  

인 이진 수열  가 

  ∈
    (10)

이고 이상 인 자기상  성질을 가진다고 하자. 정

수  ≤ ≤  에 하여     이

라 하면, 주기가  인 비선형 수열  가 

  ∈       (11)

과 같이 정의될 때,  도 이상 인 자기상 계

를 갖는다.                                   □

과 이 양의 정수이고  이라 하자. 가 

 의 원시원소이고, 는  의 원시원소라 

하자. 두 원소     사이의 계는   를 만족한

다고 하자. 여기서 
 

 
  이다. 가 식 

(10)에서 정의된 집합이라 하자. 비선형 수열 가 다

음과 같이 정의된다고 하자. 

   ≤ ≤ ≤ ≤   (12)

여기에서  는 식 (13)을 만족한다.  

  ∈     
 

    (13)

여기서 ∈  이고, ∈  이다. 식 

(13)에서     
 

    라 

두면  는   를 이용하여 다음과 같이 나타

낼 수 있다. 

  ∈
       (14)

식 (9)을 이용하여 식 (14)의 지수집합을 식 (15)와 

같이 구체화 시킨다. 

  



 



    


 (15)

여기서  는       의 원시원

소이며  를 만족한다. 
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주기가  인 주어진 수열  를 

 ×  배열로 나타내기 하여 를  

  ≤      ≤    로 

두면      
    를 만족한다.  따라서 식

(15)는 다음과 같이 나타낼 수 있다.  

   




 


  


   


 (16)

고정된    에 하여 이동 양 에 하여 

   는 

     
 


  

 

  
 



   (17)

이고, 여기서  는 다음과 같다. 

    
 



   


(18)

식 (2)에서 정의된 두 수열  과  사이

의 상호상 계를  는 식 (19)를 만족한다. 

   


 


    

 
 




 

 


∈  

     

(19)

식 (19)에서  


 

 


∈  

     

은 이상 인 자기상  성질을 가지므로  

   이면 0-수열로  이고,  ≠이

면 이상 인 자기상  성질에 의하여 이 된다. 따

라서 체 수열에 한  는 다음을 만족한다. 

      
  

(20)

여기서          ≤    이

다. 

  ≤   라 하면 는 0을 제외한 

모든    원소  하나이다. 

        

 

     


 

(21)

이라 하면 식 (18)은   


이라 할 수 있다. 

    이므로    


 일 필요충

분조건은      이다. 그리고    을 만족

하는 해의 개수는    이다. 그러므로 식 (20)에서 

       이다.   

Ⅳ. 결 론

본 논문에서는 Cho 등에 의해 제안된 이진수열과 

같은 상호상 계를 가지며  Legendre 수열에 의해 

구성되는 새로운 3-valued 비선형 이진수열을 제안하

다. 이 수열은 유한체 에서 트 이스를 이용해 생

성하는 가장 우수한 수열인 -수열, GMW 수열, 

Kasami 수열, No 수열을 모두 포함하며, Klapper에 

의해 제안된 이차형식 수열보다 더 낮은 상호상

계를 갖는다.  본 논문에서 제안한 비선형 이진수열은 

지 까지 제안되었던 우수한 수열들을 모두 포함하는 

일반화된 형태이며 상 계 3가지의 값만을 가지므

로 최 의 상호상 계를 갖는다.  
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※ 주 심분야 : 셀룰라 오토마타론, 정보보호

조성진(Sung-Jin Cho)

1979년 2월 강원 학교 수학교

육과 졸업 (이학사)

1981년 2월 고려 학교 학원 

수학과 졸업(이학석사)

1988년 2월 고려 학교 학원 수학과 졸업(이학박사)

1988년∼ 재 : 부경 학교 수리과학부 교수

※ 주 심분야 : 셀룰라 오토마타론, 정보보호


