
GDFE를 위한 QR분해 프로세서 설계

 199

GDFE를 위한 QR분해 프로세서 설계

조경주*

Design of QR Decomposition Processor for GDFE

Kyung-ju Cho*

요 약

본 논문에서는 Givens 회전을 이용하여 GDFE(Generalized Decision Feedback Equalizer)에 사용되는 효율

적인 QR분해 프로세서를 제안한다. Givens 회전은 위상추출와 sine/cosine 값 생성 및 각회전를 이용하여 수

행할 수 있다. 효율적으로 Givens 회전 연산을 수행하기 위해 2단계 기법을 적용하여 위상추출기, sine/cosine 

값 생성 및 각회전기를 설계하였으며, 회로들에 포함되는 곱셈기는 고정길이 modified-Booth 곱셈기를 적용하

였다. 시뮬레이션을 통하여 제안한 QR분해 프로세서가 GDFE에 적용 가능함을 보인다.

ABSTRACT

This paper presents a QR decomposition processor by exploiting Givens rotation for the GDFE (Generalized Decision Feedback 

Equalizer). A Givens rotation consists of phase extraction, sine/cosine generation and angle rotation parts. Combining two-stage 

method (coarse and fine stage) and the fixed-width modified-Booth multiplier, we design an efficient QR decomposition processor. 

By simulations, it is shown that the proposed QR decomposition processor can be a feasible solution for GDFE.
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Ⅰ. 서 론

MIMO(Multi-Input Multi-Output) 통신의 응용에

서 DFE(Decision Feedback Equalizer)는 간섭채널에

서 신호의 검출을 용이하기 위해 GDFE(Generalized 

Decision Feedback Equalizer)의 구조를 사용한다. 

GDFE의 구조에서 채널행렬의 QR분해가 수행되어야 

하는데 Givens 회전을 이용하여 직교행렬과 상삼각행

렬(upper triangular matrix)로 분해할 수 있다[1]. 

Givens 회전을 수행하기 위해서는 회전각을 구한 

후 그 회전각만큼 채널행렬을 회전시켜야 한다. 따라

서 위상추출(phase extraction)과 각회전(angle rota-

tion) 연산이 필요하다. 위상추출과 각회전은 CORDIC 

(coordinate rotation digital computer) 알고리즘을 사

용하여 수행 할 수 있다. 그러나 CORDIC에서는 입력

의 워드길이에 따라서 latency가 선형적으로 증가하고 

병렬처리과 파이프라인의 적용이 어렵다[2].

각이 ≈이면  tan  ≈, sin≈인 

삼각함수의 특성을 이용하여 2단계 기법(coarse 

stage, fine stage)에 의한 효율적인 좌표변환과 각회

전 알고리즘이 제안되었다[3]-[4]. 

본 논문에서는 2단계 기법을 응용하여 QR분해에 

필요한 위상추출기와 각회전기를 설계하고, 시스템에

서 사용되는 곱셈기에 고정길이 modified Booth 곱셈
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기를 적용하여 QR분해 프로세서를 더욱 최적화 시키

는 방법을 제안한다.

본 논문은 Ⅱ장에서 Givens 회전, 위상추출기와 각

회전기의 설계방법을 소개하고, Ⅲ장에서 고정길이 

modified Booth 곱셈기 설계방법을 설명한다. Ⅳ장에서 

효율적인 QR분해 프로세서의 구조를 제안하고, 고정길

이 곱셈기와 일반곱셈기를 적용하였을 때의 시뮬레이

션 결과를 보이고, Ⅴ장에서 간단히 결론을 맺는다.

Ⅱ. QR분해 회로

2.1. Givens 회전

QR분해의 유도를 위해 Givens 회전행렬을 알아보

자. Givens 회전행렬은 직교행렬이며 식 (1)과 같다.

G 











 ⋯  ⋯  ⋯ 
⋮⋱ ⋮ ⋮ ⋮
 ⋯ cos ⋯sin⋯ 
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
 ⋯sin⋯cos⋯ 
⋮ ⋮ ⋮ ⋱⋮
 ⋯  ⋯  ⋯ 

(1)

여기서  와  원소는 cos이고, 이를 제외한 대

각선의 원소들은 1이다. 또한,  와  는 각각 

sin와 sin이며, 이를 제외한 대각선에 있지 않은 

항들은 모두 0이다.

어떤 벡터가 G 와 곱해지면  좌표로 정

의된 평면은 반시계 방향으로 만큼 회전한다. 예를 

들어, 좌표가  일 때,  tan   만큼 

반시계 방향으로 회전시키면 번째 좌표인 가 0이 

된다. 따라서 채널행렬 H에 G 를 곱하면 번째 

열의 번째 행의 원소가 0이 된다. H의 모든 하삼각

(upper triangular) 원소들에 위의 방법을 적용시키면 

QR분해를 얻을 수 있다. ×  행렬 H는 다음과 같이 

분해되며, ×는 0이 아닌 원소들을 나타낸다.

H










×××
×××
×××

GT   










×××
 ××
×××

GT  











×××
 ××
 ××

GT   










×××
 ××
  ×

(2)

H가 ×행렬이면 H의 모든 하삼각원소들을 0으로 

만들기 위해 번의 Givens 회전이 필요하다.

G   ⋯GGHR (3)

R은 상삼각행렬이다. 따라서 Q는 식 (4)와 같다.

QGG ⋯G   (4)

2.2. 위상추출기

  평면에서 한 좌표 의 각 는 식 (5)와 

같이 계산된다.

  tan ≤  ≤  (5) 

직관적으로 식 (5)를 고속으로 구현하기 위해 의 

역수를 Lookup table(LUT) 구하고, ×를 계산

한 후 이 값을 사용하여 arctangent LUT을 참조할 

수 있다. 그러나 의 정밀도에 따라 두 LUT의 크기

가 지수적으로 커지므로 높은 정밀도를 요구하는 시

스템에서는 비실용적이다.

식 (5)의 계산에서 하드웨어 비용을 줄이면서 정밀

도를 높이기 위해 와 가 ≤ , ≤ ≤

를 만족하도록 변경하고 식 (6)에 의해 각을 구한 후 

후처리를 통해 본래의 위상()을 구할 수 있다. 

 tan ≤ ≤  (6)

2단계 기법에서는 를 과 의 합으로 정의하고  

을 계산하는 단계(coarse stage)와 를 계산하는 

단계(fine stage)로 구분하여 를 계산한다[3].

Coarse stage에서  를 의 fractional 비트의 

상위 ⌈⌉비트로 정의하고,  을 사용

하여  을 계산하는 reciprocal LUT의 인덱스로 

사용한다. Reciprocal LUT의 값은 의 조건에 따라 

부호비트가 항상 0이므로 ⌈⌉  비트의 

fractional 비트이면 된다.

 Reciprocal LUT의 출력은  를 계산하기 위

해 와 곱해지는데 arctangent LUT의 크기를 줄이

기 위해  의 값이 ⌈⌉가 되도록  

 ⌈⌉  비트에서 반올림 한다. 따라서 이 
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그림 1. 위상추출기의 구조(W=12)  
Fig. 1 Structure of phase extractor with W=12.

값이   tan   을 구하는 인덱스로 사용된다. 

Fine stage에서는  을 계산하는데 삼각함

수의 정리를 이용하면 식 (7)과 같이 나타낼 수 있다.

tan  tan tan× tan
tan tan

(7)

식 (7)에 tan와 tan   을 대입

하고 분자와 분모에 을 곱하면 식 (8)과 같다. 

tan × 
 × 




(8)

따라서 는 coarse stage에 사용된  을 이용

하여 결정할 수 있다.

 
⌈  ⌉라면   tan   ≈

이므로 의 근사값은  으로 계산한다. 근

사화 오차를 좀 더 줄이기 위해 Newton-Raphson 

iteration 방법을 적용하면 는 식 (9)와 같다.

 ≈ × 
  × 

  (9)

그림 1은 앞서 설명한 방법에 대한 입력 워드길이

가 12비트인 위상추출기의 세부 회로도이다. 

2.3. Sine/cosine 생성 및 각회전기

입력벡터  을 각 의 반시계방향으로 회전

하면 식 (10)과 같은 출력벡터 가 생성된다.










 

 


cossinsin cos









 (10)

각 에 대한 회전을 coarse rotation stage()와 

fine rotation stage()로 나누어 표현할 수 있다.

 (11)

과 은 각각 의 fractional 비트에 대해 상위 

⌈⌉비트와 이들을 제외한 나머지 비트이다.

Coarse stage는 식 (12)과 같이 입력벡터  

을 중심에서 각 만큼 회전시킨다.














 


cossinsin cos









 (12)

Fine stage에서는  를 만큼 다시 회전시킨다.














 


cos sinsin cos









 (13)

만약 회전각이  
⌈  ⌉을 만족하면 

Taylor 전개에 의해 fine stage에서 sine과 cosine값

은 sin ≈ , cos ≈ 로 근사화할 수 있다.

따라서 최종 회전은 식 (14)과 같이 표현된다.
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그림 2. 각회전기의 구조(W=12)  
Fig. 2 Structure of angle rotator with W=12.










 cos


 


  

 
   






 


  tantan 










 (14)

식 (14)에서 tan  대신 ⌈⌉번째 비트에

서 upward rounding되는 tan을 사용하고, fine 

stage에서   이므로 각 샘플마다   비

트의 tan을 LUT에 저장하는 대신, ⌈⌉비

트인 tan을 저장하고  을 계산하면 coarse 

stage에서 곱셈기 사이즈는 그림 2와 같이 1/3로 줄

어든다(M1, M2의 참조). 그림 2는 입력이 12비트인 

각회전기의 세부 회로도이다. 

Fine stage의 출력은 scale factor, cos이 곱해진

다. cos 을 cos의 fractional 비트에서 상위

⌈⌉⌉비트로 정의하면 scale factor는 

식 (15)와 같이 표현할 수 있다.

cos  cos ∆cos  cos cos 
∆cos  (15)

여기서 ∆cos은 cos의 양자화 오차를 의미한다.

Magnitude adjustment를 fine stage에 적용하면 식 

(16)와 같이 을 얻을 수 있으며, 같은 방법으로

도 계산할 수 있다[4].

 ≈ 
 (16)

이 알고리즘에서 LUT의 양자화오차를 제외한 최

대 오차범위는 ×이다. 

Ⅲ. 고정길이 modified Booth 곱셈기

곱셈기의 입력과 계수가 각각 비트일 경우 일반

적인 곱셈기 출력은  비트로 출력의 비트수가 늘

어나지만 고정길이 곱셈기는 비트만 출력하는 하는 

곱셈기로 하드웨어를 약 40% 정도 줄일 수 있다.

하드웨어 복잡도를 감소시키면서 양자화 오차를 효

율적으로 보상하기 위해 modified Booth 인코더의 출

력정보를 이용하여 오차보상 바이어스를 생성하는 방

법이 제안되었다[5]. 이 방법은 버려지는 비트들이 양

자화 오차에 영향을 주는 정도에 따라 두 그룹(major 

group, minor group)으로 나누고, 각 그룹에 서로 다

른 오차보상방법을 적용하였다.

예를 들면, 그림 3과 같은 12×7 곱셈기의 고정길이 

곱셈기 설계에서 LP의 계산에 필요한 덧셈연산은 생

략되고, 그림 4에서와 같은 바이어스가 MP의 덧셈에 

더해진다. 그림 4에서 
′′은 원래의 modified Booth 계

수에서 얻어진 새로운 modified Booth 계수이다.
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그림 3. 12×7 곱셈기에 대한 부분곱
Fig. 3 Partial products for 12×7 multiplier.
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그림 4. 보상바이어스 : (a) 바이어스 생성회로, (b) 
근사캐리생성회로

Fig. 4 Compensation bias : (a) bias generation circuit, 
(b) approximate carry generation circuit.

Ⅳ. QR분해 회로 설계

QR분해의 기본연산은 식 (17)과 같다.










 

 


cossinsin cos









 

×



 (17)

그림 5는 제안한 QR분해기의 코어(core)의 구조를 

나타낸다. 위상추출기의 입력을 변환을 고려하여 표 1

과 같이 입력  , 과 출력   , 에 대해 

interchange와 negate 동작이 필요하다.
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그림 5. QR분해 코어의 기본구조(W=12)
Fig. 5 Elementary QR decomposition core architecture.

표 1. Negate 와 interchange 조건
Table 1. Negate and interchange condition
(  ⊕  )

Octant cw Negate Interchange

 , 

Interchange

 , 

7  0 0 0 1 1

6  0 1 1 0 1

0  1 0 0 0 0

1  1 1 1 1 0

QR분해의 기본회로는 위상추출기와 각회전기, 

interchange & negate 연산으로 구성된다. 위상추출

기는 표 1에서 보이는 것과 같이 위상과 제어신호

(cw)를 생성한다. 각회전기는 위상추출기에서 얻어진 

위상을 이용하여 회전하며, interchange 및 negate에

서 입력을 포맷하고, 각회전의 출력을 후처리하여 제

대로 된 출력이 되도록 한다.

입력은 12비트이고 범위는 ≤ ≤로 1비

트 정수부와 11비트 fractional을 가진다. 위상추출기

의 출력은 11비트 unsigned 수이고, 의 범위는 

≤≤로 11비트의 소수부를 가진다. 각회전기의 

출력 범위는 ≤ ≤
  이므로 13비트이

며, 2비트의 정수부와 11비트의 소수부를 가진다.

QR분해 회로를 효율적으로 구현하기 위하여 위상

추출기와 각회전기의 곱셈기에 고정길이 modified 

Booth 곱셈기를 적용한다. 표 2는 그림 1과 그림 2에 

사용된 곱셈기의 크기를 요약이다.

QR분해 기본 코어에 일반 곱셈기와 고정길이 곱셈

기를 사용한 경우의 오차성능을 비교하기 위해 1000

개의 임의의 벡터를 생성하고 입력으로 사용하였다.

그림 6과 7은 각각 일반 곱셈기와 고정길이 곱셈기

로 얻어진 위상추출기과 각회전기의 오차를 비교한 

것이다. 고정길이 곱셈기를 적용한 코어의 절대평균오

차는 ×  , × 인 반면 일반 곱셈기를 적

용한 코어의 ×  , × 으로 고정길이 곱

셈기를 적용한 코어가 일반 곱셈기를 적용한 코어보

다 정확함을 알 수 있다. 일반 곱셈기는 곱셈출력을 

구한 후 필요한 비트로 양자화 하였다.

일반적으로 ×행렬의 곱셈은 번의 곱셈이 필

요하지만, QR분해에서 Givens 회전의 특징을 이용하

면 최대 4L번의 곱셈으로 줄일 수 있다. Sharing 기법
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을 이용하면 ×  행렬에 대해 그림 8와 같은 QR분해 

회로를 설계할 수 있다. 행렬의 입력을 선택하기 위한 

간단한 선택신호(sw = 00, 01, 11)가 필요하다.

표 2. QR분해 코어에 사용된 곱셈기 크기.
Table 2. Multiplier size of QR decomposition.

 

 곱셈

기

크기

(정수부 .소수부)

출력 워드길이

(정수부 .소수부)

위상

추출기

M1 12×7 (2.10×1.6) No use

M2 & M3 12×7 (2.10×2.5) 16(3.13)

M4 & M5 12×7 (2.10×1.6) 11(2.9)

M6 11×11(2.9×1.10) 11(2.9)

각

회전기

M1 & M2 12×6(1.11×2.4) 13(2.12)

M3 & M4 10×8(2.8×1.7) 11(2.9)

M5 & M6 6×4(2.4×1.3) 6(2.4)

M7 & M8 13×10(2.11×1.9) 13(2.11)

M9 4×4(1.3×1.3) 4(1.3)
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그림 6. 위상오차 비교: (a) 곱셈기 (b) 고정길이 곱셈기
Fig. 6 Comparison of phase error: (a) by truncated 

multipliers, (b) by fixed-width multiplier.
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그림 7. 각회전기 오차비교 : (a) 곱셈기 (b) 고정길이 
곱셈기

Fig. 7 Comparison of angle rotation error: (a) by 
truncated multipliers, (b) by fixed-width multiplier.
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그림 8. 3×3 QR분해 회로.
Fig. 8 QR decomposition architecture by sharing. 

Ⅴ. 결 론

본 논문에서는 GDFE에 사용되는 QR분해 연산을 

위해 CORDIC 알고리즘을 사용하는 대신 Givens 회

전을 이용하여 QR분해 프로세서를 설계하였다. 

Givens 회전기의 위상추출과 각회전 연산을 위해 2단

계 기법을 사용하였다. 또한, 위상추출기와 각회전기

에 사용되는 곱셈기에 고정길이 곱셈기를 적용하였으

며, 일반 곱셈기와 고정길이 곱셈기를 적용하였을 때

의 오차성능 비교에서 고정길이 곱셈기를 사용하는 

방법이 오차가 작고 하드웨어 비용을 줄일 수 있음을 

보였다. 또한 sharing기법을 이용해 효율적인 QR분해 

프로세서의 구조를 제안하였다.
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