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Games는 같은 원시다항식을 갖는 -수열과 GMW 수열의 상호상 계 함수를 계산하는 방법을 제안하
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과는 다르다.

ABSTRACT

Games gave the calculation method for the crosscorrelation function of a Kasami sequence and a No sequence that 

have been generated by the same primitive polynomial. In this paper, we calculate the crosscorrelation function of a 
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Ⅰ. 서 론

매우 긴 주기의 난수열을 발생시켜서 평문과 더함

으로써 암호문을 생성하는 비 키 암호인 스트림 암

호는 많은 양의 데이터를 빠르게 암호화 할 수 있는 

장 이 있다. 생성된 수열이 난수와 구별이 불가능 하

여야 안 하므로 부분은 LFSR을 결합하거나 여러 

종류의 수열들을 다양하게 결합하여 생성시킨다.  

이 게 생성시킨 의사난수열들은 통신시스템과 스

트림 암호에 아주 요하게 사용되어지고 있다.

1962년에 Gordon, Mills와 Welch [1]는 Singer 차

분 집합과 같은 매개변수들을 갖는 순환 차분 집합을 

소개하 다.  이진 수열들은 이러한 차분 집합들에 의

해서 정의할 수 있다.  1985년에 Games [2]는 트 이

스를 이용하고 내 을 이용하여 1의 개수로 같은 원

시다항식을 갖는 -수열과 GMW 수열 [3]의 상호상

계 함숫값을 계산하는 방법을 제안하 다.  

Kasami 수열 [4]은 -수열의 낮은 자기상 계를 

개선한 수열이다.  1962년에 Gordon, Mills와 Welch

는 -수열과 자기상 계 함숫값은 같으면서 높은 

선형 스팬을 갖는 수열인 GMW 수열을 소개하 다.  

Kasami 수열은 자기상 계 함숫값이 GMW 수열의 

자기상 계 함숫값의 2배가 된다.  1989년에 No 등 

[5]은 GMW 수열들의 집합과 Kasami 수열들의 집합
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을 함께 품는 새로운 수열인 No 수열들의 집합을 소

개하 다.  그런데 No 수열들의 집합은 자기상 계 

함숫값이 Kasami의 것과 같으나 선형 스팬은 GMW 

수열들의 집합보다 더 크다는 장 이 있다.  이러한 

이유 때문에 본 논문에서는 Games가 제안한 방법과 

다른 방법을 이용하여 Kasami 수열과 No 수열의 상

호상 계 함숫값을 계산하기로 한다.

Ⅱ. 배경지식

임의의 두 정수      에 하여   이므

로 은 의 부분체(subfield)[6]이다.  따

라서  을 정의역으로 하고  을 공역으

로 하는 트 이스(trace) 
를 다음과 같이 정의한

다.


   









⋅

(1)

그러면 
은 다음 성질들을 갖는다.

① 모든 ∈와 모든 에 하여 


 ⋅ 

 이다.

② 
은 선형 이다.  즉, 모든 ∈

∈에 하여 
   




 이다.

③ 하나의 ∈에 하여 방정식 


   는 에서 개의 해를 갖는다.

④ 모든 ∈에 하여 


  


 이다.

선형 스팬이 인 -수열을 트 이스를 이용하여 

나타낼 수 있다.  즉,  ⋯ 를 주기가 

 인 -수열이라 하면 ∈가 존재하여 

는 다음 식에 의해서 정의할 수 있다.

 
  ≤ ≤   (2)

그러면 는 의 최소다항식 에 의해서 생성

된 -수열이다.    이라면 선형 스팬이 인 

-수열은 와 련지을 수 있다.  즉,  

⋯

 
를 주기가 인 -수열이라 하면 

는 다음 식에 의해서 정의할 수 있다.

 
  ≤ ≤  (3)

 이라 하고 


 
 이라 하

자.  를 ×  배열 로 간주했을 때, 

를 기 수열(base sequence) 에 한 

  삽입수열(interleaved sequence)이라 한다.  

  라 하자. 여기서 ≤ ≤이다.  

는 0-수열이거나 기 수열 와 상이동차가 같거

나 상이동차가 다른 주기가 인 -수열들이

다.

[ 제 2.1] 수열  

의 주기는 이다.  따라서     이다.  그러

므로 다음 배열은 기 수열  에 한   

삽입수열이다.

 










    
    
    

(4)

임의의 ∈⋯와 ∈⋯에 

하여

   (5)

이다.

Ⅲ. Kasami 수열과 No 수열

이 에서는 Kasami 수열과 No 수열을 소개하고 

합한 두 수열의 상호상 계 함숫값에 하여 살펴

본다.
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두 정수  에 하여    

      , 


 
 라 하자.  

한 gcd  이라 하자. 와  을 

각각 같은 원시다항식 에 의해서 생성된 

Kasami 수열과 No 수열이라 하자.  여기서 를 

의 원시근이라 하고  라 하자.  그러면 

와  는 다음과 같이 정의된다.

  
 

   

(6)

  
   

  ∈ 

(6)에서  이면 No 수열은 바로 Kasami 수열이 

된다.  따라서 No 수열에서  인 경우만 생각하기

로 한다.

≤ ≤에 하여 

   ≤  ≤ 
 ≤  ≤

라 하자.  그러면


 

 
 

 
 

 

이므로 
∈이다.  따라서


  

 
 

이다.  한 

   



   

   

이므로




  
 


 

이다.  따라서 


  

 (7)

이다.  그러므로 와 은 각각 다음

과 같다.

 
  

⋅  (8)

 
  ⋅ 

 (9)

[ 제 3.1]    이라 하고 를 

의 원시근이라 하자.  한  이라 하자.  즉, 

 이므로    이다.   ,    

이라 하자.  그러면

  
  ⋅   




 
 ⋅ 

  
(10)

이다.  그러면 식 (8)과 (9)에 의하여 와 



은 각각 다음과 같다.

  










    
    
    



 










    
    
    

(11)

식 (11)에서 보듯이 와 

의 각 열

은 0-수열이거나 기  수열   와 상동차

가 같거나 상이동차가 다른 주기가 3인 -수열들

이다.

제 3.1에서 두 수열의 합 수열 



을 구해보면

 










    
    
    

(12)

임을 알 수 있다.  이 합 수열 역시 각 열은 0-수
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열이거나 기  수열  와 상이동차가 같거

나 상이동차가 다른 주기가 3인 -수열들이다.

[정리 3.2] 를 원시근으로 갖는 차수가   

 인 원시다항식에 의해서 생성된 No 수열 

을 삽입수열로 간주했을 때 각 열은 0-수열이거

나 에 의해서 생성된 주기가 인 -수열이

다.

증명> 식 (10)에 의하여 

 
  ⋅ 

 (13)

이다.  여기서 ≤   
이고 ≤  이

다.  식 (13)에서

   
⋅ 


(14)

라 두면 식 (13)은

 
 (15)

이 된다.  따라서   이면 의 열

은 0-수열이 되고 이면 의 열은 

에 의해서 생성된 주기가 인 -수열들이

다.

[따름정리 3.3] 를 원시근으로 갖는 차수가   

 인 원시다항식에 의해서 생성된 Kasami 수열 

을 삽입수열로 간주했을 때 각 열은 0-수열이거

나 에 의해서 생성된 주기가 인 -수열이

다.

증명> 정리 3.2의 증명에서  인 경우이므로 분

명하다.

지 부터 같은 원시다항식 에 의해서 생성된 

Kasami 수열과 No 수열의 상호상 계 함숫값을 구

하는 방법을 소개하기로 한다.    , 

  


gcd   , 



 
라 하자.  를 

의 원시원소라 하고  라 하자.  배열 

  과 배열 를 각각 Kasami 수열과 

No 수열을 배열로 간주한 것이라 하자.  한 와 

 를 각각 와 의 기 수열이라 

하자.

⋯와 ⋯을 각각 와 

의 첫 열부터 시작하여 개의 열들이라 하

자.  한  ≤  ≤를 각각 
 과 


  (≤ ≤ )에 의해서 생성된 -수

열을 상이동차를 가지고 배열된 수열들이라 하자.  

즉, 

 
 ,  

 

라 하자.      (≤  ≤ 


≤  ≤)일 때, 











∞ 
 

 
 

  ∈⋯  (16)











∞ 
 

 
 

  ∈⋯  (17)

라 하자. 

와 의 상이동수열인  

 ⋯와  ⋯를 구한다.  

여기서 각   (≤ ≤)에 하여 

     ∞∞  ∞
(18)

   ≤ ≤이라 하고 다음과 같

은 ×  배열을 만든다.
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      ⋯    
      ⋯   
      ⋯    
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

        ⋯    

  (19)

단,    ∞인 경우는   ∞∞

라 둔다.  ∞  혹은 ∞는 라 둔다. 

Kasami 수열과 No 수열의 기 수열들 와 의 

상호상 계 함숫값을 구한다.  즉,  ≤  

에 하여 와 의 상호상 계 함숫값

을 ⋯라 하자.

이 때, ∞∞는 로 바꾸고 는 로 둔

다.      ≤ ≤일 때 식 (19)의 번째 

행의 원소에 하여 를 로 바꾼다.  이 게 바꾸어

진 값들을 더한 값이 바로     ≤ ≤에

서의 Kasami 수열 와 No 수열 의 상호상

계 함숫값이다. 

≤   이고     ≤ ≤ 

일 때   번째 ×  배열의 각 원소의 값들에 

씩 더한다.  이 때 배열의 원소가 ∞∞이면 그 로 

∞∞로 하고 마찬가지로 도 그 로 라 둔다.  

이 게 얻어진   번째 ×  배열의 각 원소에 하

여 를 로 바꾼다.  이 게 바꾸어진 값들을 더한 

값이 바로   ≤ ≤ 에서의 

Kasami 수열 와 No 수열 의 상호상 계 

함숫값이다. 

[ 제 3.4]     ,      

이라 하면 이다.    ,  이고,  이라 

하자.  그러면 생성되는 Kasami 수열과 No 수열은 

다음과 같다.

    ⋯ 

 

 ⋯ 

와 


의 ×  배열이 다음과 같다고 하자.

   











        
        
        
        
        
        
        



 











        
        
        
        
        
        
        

  ,  가 각각 와 




의 기 수열이다.  Kasami 수열과 No 수열의 

기 수열들 와 의 상호상 계 함숫값은 -5, -1, 

-1, 3, -1, 3, 3이다.  그러면

 ∞∞∞∞

 ∞∞

이다.  이것을 이용하여 다음과 같은 ×  배열

을 만든다. 

표 1.  ×  배열
Table 1. A ×  matrix

4 3  5   5  3

4 5    5 1  4

6 3 ∞  ∞  2 1 0  4

4  ∞ ∞ 3 5 0 1  6

   6 4 1 1  4

 1  5 5 1 3  
2 4  6 5 3 1 ∞  ∞ 
5 3  6 0 1  ∞ ∞ 2

4 4  1 5    5

표 1의 각 행의 값들은 다음 표 2의 값들로 바꾼

다.



한국 자통신학회논문지 제6권 제1호

18

표 2.  와 의 상호상 계 함숫값
Table 2. A crosscorrelation function of   and 

0 -5

1 -1

2 -1

3 3

4 -1

5 3

6 3

∞∞ 7

 -1

를 들어 표 1의 첫 행은

4 3  5   5  3

-1 3 -1 3 -1 -1 3 -1 3

이 되고 모든 값들을 바꾸면 아래의 표 3과 같다.

표 3.  ×  행렬의 상호상 계 함숫값 
  ≤ ≤ 

Table 3. A crosscorrelation function of ×  matrix 
  ≤ ≤ 

-1 3 -1 3 -1 -1 3 -1 3

-1 3 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1

3 3 7 -1 -1 -1 -5 -1 -1

-1 -1 7 3 3 -5 -1 -1 3

-1 -1 -1 3 -1 -1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 3 3 -1 3 -1 -1

-1 -1 -1 3 3 3 -1 7 -1

3 3 -1 3 -5 -1 -1 7 -1

-1 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1 3

이때 표 3의 첫 행을 모두 더하면 7이 된다.  이 

값이   일 때의 상호상 계 함숫값이다.  이와 

같은 방법으로   부터   까지의     

≤ ≤ 에서의 Kasami 수열 와 No 수열 

의 상호상 계 함숫값 7, -1, 3, 7, -5, 3, 11, 

7, -1을 구하고   부터   까지    ≤ 

≤ 에 하여   이므로 첫 번째 ×  배열의 

각 원소의 값들에 1씩 더한다.  이 때 배열의 원소가 

∞∞이면 그 로 ∞∞로 하고 마찬가지로 도 

그 로 라 둔다.  이 게 얻어진 첫 번째 ×  배

열은 다음 표 4와 같다. 

표 4.  ×  배열   
Table 4. A ×  matrix   

5 4  6   6  4

5 6    6 2  5

0 4 ∞  ∞  3 2 1  5

5  ∞ ∞ 4 6 1 2  0

   0 5 2 2  5

 2  6 6 2 4  
3 5  0 6 4 2 ∞  ∞ 
6 4  0 1 2  ∞ ∞ 3

5 5  2 6    6

이 표 4의 각 원소에 하여 를 로 바꾸면 아래

의 표 5와 같다.

표 5.  ×  행렬의 상호상 계 함숫값 
   ≤ ≤ 

Table 5. A crosscorrelation function of ×  matrix 
   ≤ ≤ 

3 -1 -1 3 -1 -1 3 -1 -1

3 3 -1 -1 -1 3 -1 -1 3

-5 -1 7 -1 3 -1 -1 -1 3

3 -1 7 -1 3 -1 -1 -1 -5

-1 -1 -1 -5 3 -1 -1 -1 3

-1 -1 -1 3 3 -1 -1 -1 -1

3 3 -1 -5 3 -1 -1 7 -1

3 -1 -1 -5 -1 -1 -1 7 3

3 3 -1 -1 3 -1 -1 -1 3

이 게 바꾸어진 값들을 각 행으로 더한 값이 바로 

   ≤ ≤ 에서의 Kasami 수열 와 No 

수열 의 상호상 계 함숫값 3, 7, 3, 3, -5, -1, 

7, 3, 7이다.  이와 같은 방법으로   부터   까

지의 Kasami 수열과 No 수열의 상호상 계 함숫값

을 구하면 다음과 같다. 

7, -1, 3, 7, -5, 3, 11, 7, -1, 3, 7, 3, 3, -5, -1, 7, 

3, 7, -5, -5, 11, 7, 7, -5, 7, 3, -5, -5, -17, 7, 3, -17, 

-5, 3, 11, -17, -17, -5, 7, 3, 3, -5, 7, 7, -5, -1, 3, 3, 
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11, -1, 7, 3, 7, 3, -5, -5, 7, 7, -5, -17, 3, 3, -5

따라서, 두 수열의 상호상 계 함숫값은 [-17, 

-5, -1, 3, 7, 11]이다. 

Ⅳ. 결 론

GMW 수열들의 집합과 Kasami 수열들의 집합을 

포함하고, 자기상 계 함숫값이 Kasami 수열의 것

과 같으나 선형 스팬은 GMW 수열들의 집합보다 더 

큰 새로운 수열들의 집합인 No 수열들과 Kasami 수

열들의 상호상 계 함숫값을 Games와 다른 방법으

로 계산하 다.
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