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Synchronization of a Complex Dynamical Network with Free Coupling Matrix
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Abstract - This paper considers synchronization problem of a complex dynamical network. For the problem, the virtual 

target node is chosen as one of nodes in the complex network and only one connection is needed between an isolate 

target node and virtual target node not any more connections. Moreover, our synchronization scheme does not need 

additional conditions and information of coupling matrix comparing with existing works. Based on Lyapunov stability 

theory, a design criterion for a novel adaptive feedback controller for the synchronization between the isolate target node 

and another nodes of the complex network is proposed. Finally, the proposed method is applied to a numerical example 

in order to show the effectiveness of our results.
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1 . 서  론

먹이 사슬, 력망, 월드 와이드 웹, 신경망, 통신망 등의 

자연 , 물리  상들을 표 하는데 있어 탁월한 복잡계망

은 오늘날에 비선형 동특성을 연구하는 과학자들의 심을 

집 시키는 연구 분야로서 자리 매김 하고 있다[1-3]. 복잡

계망이란 여러 개의 시스템이 독립 으로 존재하지 않고 서

로가 서로에게 향을 주며 그물망처럼 얽  있는 하나의 

큰 시스템을 말한다. 이러한 복잡계망은 small-world 

network, scale-free network 등과 같이 커 링 행렬의 구조

를 정의함에 따라 여러 가지 종류의 모델로 표 된다. 하지

만 지 까지 잘 알려진 바와 같이 이러한 모델들은 몇 가지 

기본 인 커 링 행렬의 제약이 따른다. 를들어 커 링 

행렬이 칭행렬[4] 이거나, 한 행의 각항들의 합이 0이거나

[5], 행렬을 각화 할 수 있는 [6] 등의 제약들이 있다. 이

러한 제약들은 복잡계망의 수학 인 분석을 용이 하게 하며, 

제어 인 문제의 처리를 쉽게 할 수 있는 장 이 있다. 하

지만 월드 와이드 웹이나 신경망과 같은 부분의 실제 인 

복잡계망의 구조는 이러한 제약들을 만족하지 않는다. 반면

에 커 링 행렬의 제약이 존재하지 않는 복잡계망에 한 

소수의 연구가 존재하는데 [7], 이 커 링 행렬을 따로 리 

커 링 행렬이라 일컫는다.

복잡계망에 한 다양한 연구 분야 에서도 동기화에 

한 연구는 매우 심 있는 연구 주제이다 [4-9]. 이 복잡계

망의 동기화에 한 연구는 크게 두 가지 으로 분류되

는데 하나는 내부 동기화 [4-5],[7]이고 다른 하나는 외부 동

기화[8-9] 이다. 먼  내부 동기화란 하나의 복잡계망에서 

시스템을 구성하는 각각의 노드들의 응답이 하나의 목표노

드의 응답을 따라가는 것을 말한다. 다음으로 외부 동기화

란 둘 이상의 복잡계망들이 서로 같은 응답을 보이는 것을 

말한다. 본 논문에서는 복잡계망의 내부 동기화에 한 연

구를 진행 할 것이다.

앞서 정리했듯이, 복잡계망의 내부 동기화에 한 연구는 

각각의 노드들의 응답을 목표노드의 응답과 같아지게 만드

는 것이 주된 목 이다. 선행된 많은 연구[4-7]에서는 복잡

계망 외부에 새로운 독립된 목표 노드를 하나 구성하여 이 

새로운 노드와 복잡계망을 구성하고 있는 각각의 노드와의 

일 일 연결을 통하여 복잡계망을 구성하고 있는 각각의 모

든 노드들이 새로운 목표 노드의 응답을 따라가는 내부 동

기화에 해 다루고 있다. 하지만 이는 목표 노드와 이미 

존재하는 복잡계망의 각각의 노드들과의 일 일 연결이 수

행되어 져야 하는 단 이 있다. 만약 다루어야 할 복잡계망

이 개의 노드들로 구성되어져 있다면, 의 방식은 목표 

노드와 복잡계망을 구성하는 각각의 노드들과 개의 일

일 연결을 새롭게 구성해 주어야 동기화가 가능하다. 이는 

실제 인 측면에서 볼 때 매우 어렵고 비효율 이다.

앞서 언 된 내용들을 계기로 하여, 본 논문에서는 커

링 행렬의 제약이 없는 복잡계망의 내부 동기화에 한 연

구를 진행 할 것 이다. 한 독립된 목표 노드와 복잡계망

을 구성하고 있는 개의 노드들과의 개의 새로운 일 일 

연결을 구성하지 않고, 복잡계망을 구성하고 있는 노드들 

의 한 노드를 가상의 목표노드로 설정하고, 새로운 연결 없

이 기존의 복잡계망을 구성하고 있는 노드들 간의 연결을 

이용하여 가상의 노드와 다른 노드들간의 동기화를 수행한 
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후, 독립된 목표 노드와 가상의 목표 노드간의 한 개의 새로

운 일 일 연결 만을 통하여 기존의 연구 결과와 같은 결과

를 나타내는 제어기를 설계하는 연구를 수행 할 것이다. 이

를 하여, 가상의 목표 노드와 복잡계망을 구성하는 각각의 

노드들 사이에는 응이득을 가지는 피드백 제어기 설계 할 

것이며, 독립된 목표 노드와 가상의 목표 노드사이의 동기화

에는 ∞제어기법 [10]이 사용되어 질 것이다. ∞제어기법

을 사용하여 설계된 제어기의 조건은 선형행렬부등식(LMI)

항으로 유도되어 진다. 선형행렬부등식을 이용한 근법은 

주어진 문제의 해결에 있어 수학 인 이 과 명료성 때문에 

매우 각 받고 있는 기법이다. 이 선형행렬부등식 항은 다

양한 볼록최 화 알고리듬에 의해서 쉽게 해를 찾을 수 있

다 [11].

2 . 문 제 제시

다음과 같은 서로 같은 개의 노드로 구성된 복잡계망을 

고려하자.

   
 



     …      (1)

여기서    …  ∈   는 번째 노드의 상태 
벡터이며,    →   는 비선형 함수,  는 번째 제어

입력,   ×는 커 링 행렬로써 만약 번째 노드가 

번째 노드에 의해 향을 받는다면 는 0이 아니고, 향

을 받지 않는다면 0으로 표 되는 행렬이다.

동기화를 달성하기 하여, 다음과 같이 오차벡터를 정의 

하자.

                             (2)

         …            (3)

여기서 복잡계망 내부의 노드  첫 번째 노드 를 가

상의 목표 노드로 설정하 고,  는 다음의 식으로 구성

된 최종 으로 동기화 시킬 독립된 목표 노드이다. 

  

정의 1. 만약 모든 복잡계망을 구성하는 모든       번

째 노드에 해서 lim
→∞
∥   ∥ 이 될 때, 그 복잡

계망은 근 으로 내부 동기화가 이루어 졌다고 한다.

참조 1. 부분의 선행 연구[4-7]에서는 오차벡터를 

      로 정의 하여 각각의 노드들과 독립된 

목표 노드사이에 개의 일 일 연결을 새롭게 구성해 주어

야 했다. 하지만 본 논문에서는 오차벡터를 (2), (3)식과 같

이 정의 하여 기존에 구성되어져 있는 복잡계망의 연결을 

이용하여 내부 동기화를 달성하는 연구를 제안한다.

그림 1의 (a)는 많은 선행 연구들에서 다루어진 독립된 

목표 노드  와 복잡계망의 각 노드들 간의 개의 일

일 연결을 통한 동기화 구조이며, (b)는 본 논문에서 제안하

는 복잡계망의 동기화를 한 기본 구조이다.

참조 2. 본 논문에서는 칭행렬,   
 ≠ 



  등과 같

은 커 링 행렬의 제약을 설정하지 않으므로 어떠한 커 링 

행렬도 사용이 가능하다. 

             (a)                          (b)

그림 1 (a) 기존의 (b) 본 논문의 복잡계망의 동기화를 한 

기본 구조

Fig. 1 The framework for synchronization of a complex 

network (a) in previous work (b) in this paper

정의 2. (∞  동기화[12]) 만약 오차함수가 다음의 조건




∞

  


∞

           (4)

을 만족한다면 오차 시스템 (2)는 ∞  동기화 되었다고 한

다. 여기서 는 양의 칭 행렬이며, 는 외란함수, 상수 

  는 ∞노름  경계 는 외란감쇠 상수이다.

참조 3. ∞노름은 다음과 같이 정의 된다.

∥∥∞ 






∞









∞



여기서 는 에서 로의 달함수이다. 따라서 식

(4)의 부등식은 ∥∥∞  과 같음을 알 수 있다.

보조정리 1. (Shur complement [11]) 다음을 조건   


    
을 만족하는 주어진 행렬   가 있다면, 

다음의 두 식은 동치이다.

1.  

  

2. 



 


 



 
   or 




 


 


 

 

가정 1. 본 논문에서 다룰 복잡계망(1)의 벡터함수 ∙는 

다음의 Lipschitz 조건을 만족한다.

∥  ∥≤ ∥ ∥
여기서 은 양의 상수 이다. 본 논문에서 사용되는 

Lipschitz 상수는 다음과 같이 정의 된다.
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∥  ∥≤ ∥  ∥∥   ∥≤ ∥   ∥   …
 

오차 시스템(3)의 동특성식은 다음과 같다.

     
 



        …  (5)
식 (5)는 가정 1에 의해, 다음의 식으로 표  할 수 있다.













⋮
















⋮














      ⋯   
      ⋯   
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

     ⋯   













⋮
















⋮
















⋮


(6)

여기서       이다.

식(6)은 오차의 정의에 의해 다음과 같이 변형될 수 있다.













⋮
















⋮














      ⋯   
      ⋯   
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

     ⋯   













⋮

















⋮
















⋮
















⋮


(7)

여기서  
 



  이다.

한 오차 시스템 (2)의 동특성식은 다음과 같다.

    
 



  

 
 



  

(8)

여기서     이다.

3. 본   론

본 논문에서는 리 커 링 행렬을 가지는 복잡계망의 내

부 동기화를 한 제어기 설계 문제에 하여 다룰 것이다. 

이론은 두 부분으로 나뉘는데, 독립된 목표 노드 와 가

상의 목표 노드   사이의 동기화를 한 제어기의 설계

와 복잡계망 내부의 가상의 목표 노드 와 다른 노드들

간의 동기화를 한 제어기의 설계이다.

정리 1. 만약 다음의 조건  











  
   
⋆  

                (9)

(여기서 은 양의 상수, 행렬 는 차 단 행렬, 행렬 

는 양행렬,     이다.)을 만족하는 오차시스템 (8)을 

한 제어기   이 존재하고, 오차시스템 (7)을 

한 제어기와 응칙을 다음과 같이 설계 할 때 

                            (10)

 ∥ ∥      …   (11)

복잡계망(1)의 모든 노드들은 독립된 목표 노드인 로 

동기화 된다.

   
증명. 먼  독립된 목표 노드와 가상의 목표 노드 사이의 

오차의 동특성식 (8)에 이론 1에서 제안한 제어입력 

을 인가하면,


 

 



                 (12)

를 얻게 된다. 여기서 본 논문의 첫 번째 목 은 독립된 목

표 노드의 상태 와 가상의 목표노드의 상태   간의 

동기화를 달성하는 제어기를 설계하는 것 이다. 따라서 복

잡계망의 다른 노드들의 커 링 항을 외란입력으로 생각하

고 이 외란 입력에 강인한 제어기를 설계하면 의 오차식 

(12)에 한 동기화를 달성 할 수 있다.

식(12)의 커 링항을 외란입력 로 표 하면, 다음과 

같이 다시 표  할 수 있다.


                     (13)

다음으로, 이론 1에서 나타낸 제어기 (10)을 다른 오차 

동특성식 (7)에 인가하면,













⋮
















⋮


 













⋮














      ⋯   
      ⋯   
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

      ⋯   













⋮














 
 
⋮

















⋮
 (14)

를 얻을 수 있다. 여기서  …이다.
이제 다음의 리아푸노  함수를 고려하자.

  
  



(15)

  
 
 




  

 
 



 

  
 
 



 


(16)

여기서 

는 가상의 상수이고 후에 정의될 것이다.

먼  리아푸노  함수 (15)를 미분하면 다음과 같다.



 

 



   


≤ 
 

  


≤ 
  

 

 
   

  


(17)

여기서   
이다.

다음으로 리아푸노  함수 (16)을 미분하게되면,

 













⋮
















⋮







        ⋯

        ⋯

⋮ ⋮ ⋱
       ⋯

   

   

⋮
   


















⋮
















⋮


















⋮


(18)
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을 얻게 된다. 여기서   …  이고,
  …이다. 식 (18)에 가정 1을 용하면 다음

의 상계을 얻을 수 있다.

≤













⋮







 
        ⋯

     
    ⋯

⋮ ⋮ ⋱
       ⋯

   

   

⋮

 
   


















⋮
















⋮


















⋮


(19)

따라서 체 리아푸노  함수는

 


≤ 






 

  
   

    

⋮ ⋮
    

 ⋯ 
   ⋯    

 
    ⋯    

⋮ ⋱ ⋮
   ⋯  


 






 

  
 

   
  

  (20)

여기서    …이고 행렬 는 








 






  

   



  


      

⋮ ⋮



  


      



 ⋯

 

       ⋯

 
    ⋯

⋮ ⋱

 

       ⋯





 

      

 

      

⋮

 
   






이다.

  으로 두고, 만약 식(19)의 행렬 가 양행렬이 되는

상수   …가 존재한다면, 식 (20)로 부터
  

  
           (21)

의 식을 얻게 된다. 여기서, 행렬 가 양행렬이 되기 해

서는 먼  다음의 부등식 

   

을 만족해야만 한다.

식(21)을 분하면

∞ 

 


∞


 




∞



를 얻게 된다. 여기서 ∞     이므로, 정의 2의 

식(4)를 만족하게 되고 본 오차 시스템은 ∞동기화가 이루

어짐을 알 수 있다.

참조 4. 상수   …은 제어기에는 사용되지 않고 
리아푸노  함수내에서만 존재하는 가상의 수 이다. 따라서  

우리는 행렬를 양행렬로 만드는 

를 아무런 제약없이 어

떠한 수든지 선택 할 수 있다.

참조 5. 정리1에서 제안한 선형행렬 부등식(9)를 만족하는 

행렬 와 는 매틀랩의 LMI Toolbox[11]를 이용하여 쉽게 

구해질 수 있다. 이를 바탕으로 제어기 의 제어이득 

는 로 구해진다.

4. 수치 제

다음의 3차원 혼돈 로 츠 시스템으로 이루어진 10개의 

노드를 가진 복잡계망을 고려하자.

    
 



     …    (22)

  











  

     

  

        

외란 감쇠 상수   로 설정하 고, 립쉬츠 상수는 

    … , 각 노드의 기치는0에서 1사이의 랜덤 

함수를 사용하여 설정하 고, 리 커 링 행렬은 다음과 같

이 설정하 다.

  ×











              
             
            
             
            
             
           
           
           
             

그림 2  제어 입력이 없는 복잡계망 (21)의 각 상태 궤

Fig. 2 State evolution of complex network (21) without 

control input
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먼  이론 1의 선형행렬 부등식의 조건(9)를 만족하는 제

어입력 의 이득  
를 다음과 같이 구할 수 있

다.

    
    

그림 2는 제어입력을 인가하지 않았을 때의 복잡계망 

(21)의 각 상태별 상태궤 을 그린 그림이다. 그림에서 보는 

바와 같이 제어입력이 없는 상태에서는 각각의 노드들의 상

태들이 서로 일치 하지 않음을 알 수 있다. 그림 3은 본 논

문에서 설계된 제어기를 인가하 을 경우, 그에 따른 오차 

    …의 궤 을 나타낸 그림이다. 그림 3으로 

부터 본 논문에서 제안된 제어기가 리 커 링 행렬을 가

지는 복잡계망의 내부 동기화를 달성하 음을 알 수 있다. 

한 우리는 커 링 행렬의 어떠한 정보도 이용하지 않고 

제어 입력의 변수     …가 시스템의 변수 
 

 



  를 추정함으로써 동기화를 달성한다. 변수

의 추정 결과를 보여 주기 하여 추정변수 의 기치를

      …으로 설정했다. 그림 4에는 변수의 추
정치가 실제 변수의 값  

 



  으로 각각 수렴함을 

보여 다. 

그림 3 수치 제의 오차궤

Fig. 3 Error signals of example

그림 4 추정된 변수  

Fig. 4 Estimated parameters    

3. 결  론

본 논문에서는 리 커 링 행렬을 가지는 복잡계망의 내

부 동기화에 한 연구를 수행하 다. 독립된 목표 노드와 

복잡계망 내부의 한 개의 노드간의 하나의 일 일 연결을 

통하여 체 노드들과 독립된 목표 노드간의 동기화를 달성

하 으며 제안된 제어기의 안정성을 리아푸노  안정성 이

론을 바탕으로 증명하 다. 제어기 설계에 있어 ∞제어기

법을 사용하여 안정화된 제어기의 존재 조건을 선형행렬부

등식의 형태로 제시하 으며, 매틀랩의 LMI toolbox를 이용

하여 제안된 선형행렬부등식의 조건을 만족해는 한 해

를 계산하 다. 마지막으로 한 수치 제를 제시하여 제

안된 제어기의 효용성을 도시하 다.
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