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ABSTRACT

The purpose of this paper is to investigate the time behavior of a multiple crack

problems. It is assumed that the medium contains cracks perpendicular to the crack

surfaces, that the thermo-mechanical properties are continuous functions of the thickness

coordinate. we use the laminated composite plate model to simulate the material

non-homogeneity. By utilizing the Laplace transform and Fourier transform techniques, the

multiple crack problems in the non-homogeneous medium is formulated. Singular integral

equations are derived and solved to investigate the multiple crack problems.

As a numerical illustration, transient thermal stress intensity factors(TSIFs) for a

functionally graded material plate subjected to sudden heating on its boundary are

provided. The variation in the TSIFs due to the change in material gradient and the crack

position is studied.
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1. 서 론

현재 사용 중인 대형 천연가스 터빈의 최대

효율은 약 54% 정도이다. 설계의 변화, 재료의 개

선 등을 통해 터빈 발전의 효율을 60%까지 증가

시키는 것이 비현실적인 것처럼 보인다. 그러나

이 목표를 달성하기 위해서는 로터 입구의 온도

를 1700  까지 증가시키는 것이 필요하다. 즉

고온에서 견딜 수 있는 새로운 재료의 사용 또는

개발이 필요하다. 또한 초음속 항공기와 우주 구

조물의 구성품 및 구조물 개발에도 고온의 조건

하에서 견딜 수 있는 재료로 경사기능재료[1]가

개발되었다. 보통 경사기능재료는 세라믹과 금속

합금의 조성분포 및 기공률의 변화를 통해 새로

운 조성분포를 만들어 내며, 두께방향에 있어 조

성분포는 연속적 함수 형식으로 변화된다고 가정

된다. 사이토와 다카하시(Saito and Takahashi, 19

90)[2]는 경사기능재료가 고온의 조건하에서 견딜

수 있을 정도로 열응력을 감소시킬 수 있음을 보

여주었다.

Noda와 Jin (1993a, 1993b)[3, 4]은 경사기능

재료의 단일 내부 크랙에 대해 해석적인 방법을

사용하여 반무한 평판의 정상 열응력 집중계수를

연구하였다. Noda와 Jin (1994)[5], Jin과 Noda

(1994a, b)[6, 7]는 단일 내부의 크랙과 단일 가장

자리 크랙이 존재하는 경사기능재료 반무한 평판

의 비정상 열응력 집중계수를 연구하였다. 이 연

구에서 재료의 물성치를 지수형태로 변화한다고

가정하여, 재료의 물성치 및 기공률의 변화에 따

른 이질 재료 특성을 규명하였다. 또한 재료의

물성치 및 기공률의 매개변수를 적절하게 선택함

으로서 경사기능재료 평판의 열응력 또는 열응력

집중계수를 감소시킬 수 있음을 보여주었다.
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Erdogan과 Wu(1996)[8]는 고온의 조건하에서 견

딜 수 있는 새로운 재료의 개발 및 필요성을 제

기하였으며, 그 재료로서 경사기능재료의 특성과

경사기능재료의 크랙 문제 해석의 중요성을 제시

하였다.

여러 가지 열 하중 상태에서의 연구들도 진행

되었으며, Nemat-Alla과 Noda(1996)[9]는 정상상

태의 열 하중을 받는 경우, 반무한 경사기능재료

평판의 열 응력 집중계수를 해석하였다. Jin과

Batra (1996a)[10]는 급냉각으로 인한 경사기능재

료의 가장자리 크랙에 대한 비정상 열응력 집중

계수를 해석하였다. 이 때 재료의 물성치를 쌍곡

선함수 또는 지수 함수형식으로 변화한다고 가정

하여 응력 집중계수를 해석하였다. Noda(1997)

[11]는 주기적으로 가열과 냉각의 열 하중이 반

복되는 경우, 경사기능재료 판의 가장자리 크랙

의 비정상 열응력 집중계수에 대한 연구를 수행

하였다.

이질재료의 특성을 고려한 경사기능재료의 크

랙 문제 해석은 매우 복잡하며, 다양한 방법과

가정 하에서 해석되었다. 임의로 재료의 물성치

가 경사기능재료 두께 방향에 있어 연속적인 함

수형태로 변화하는 재료에 존재하는 크랙의 열

응력 집중계수 계산에 연구의 초점이 맞추어졌다

면 이러한 문제들은 더욱 더 복잡하고 다양할 것

이다. 지금까지의 대부분의 연구는 무한 영역을

가지는 형상, 하나의 크랙 그리고 가정된 재료의

물성치로 제한하여, 열 응력 집중계수를 계산하

였다.

본 연구의 목적은 경사기능재료의 물성치가

두께방향으로 변화하는 경우, 비정상상태의 열

하중에 의한 다중 크랙의 열응력 집중계수를 연

구 검토하는 것이다. 복합 적층판 이론을 이용하

여 재료의 이질성을 각 층에서는 동질의 재료특

성으로 대체하였으며, 각 층에 대한 지배 방정식

에 라플라스 변환과 풀리어 변환을 적용하여 열

응력집중계수 계산을 수행할 수 있는 알고리즘을

제시하였다. 다중 크랙의 열 응력 집중 계수 문

제에 대한 특이 적분방정식(singular integral

equation)이 유도되고, 수치예제들은 비정상 열

하중 하에서 이질재료인 금속과 세라믹으로 구성

된 경사기능재료 판이 선택되었으며, 비정상상태

에 대한 열응력 집중 계수(thermal stress

intensity factors)가 계산되었다. 또한 경사기능재

료의 물성치 변화에 대한 열응력 집중 계수의 변

화가 연구되었다.

2. 문제의 해석

Fig. 1 Geometry and coordinates of a non-homogeneous

material plate

Fig. 1과 같이 방향으로는 무한대이며, 좌표

의 함수로서 변화하는 물성치를 지닌 두께 의

다중 크랙이 있는 이질재료 판에 대해 생각한다.

여기서 은 강성계수, 와 는 선형 열팽창

계수, 는 열전도 계수, 는 비열 그리고 는

밀도이다. 방향에 대한 재료의 이질성을 각 층

에 있어 동질 재료로 대체하기 위해 탄성판의 두

께를 무한 길이의 많은 층( )으로 나누므로 재

료의 물성치는 각 층에 있어 상수가 된다고 가정

할 수 있다. 크랙은 판의 두께에 수직이며, 크랙

은 두 개의 층 사이 경계면에 있는 것으로 가정

하며, 해석적인 모델은 Fig. 2에 주어진다. 번째

층에 대한 두께는 이며, 이 논문에 있어 첨자

는 아래층부터 번째 층을 나타내며, 첨자는

번째 층과  번째 층사이의 경계면 숫자를

나타낸다. 좌표  는 번째 층의 밑면에서 측정

된 좌표이다.

Fig. 2 Analytical model of the non-homogeneous

material plate

층사이의 경계면에 있어 응력 , 및

열량  을  , 및   로 나타낸

다. 이들 응력과 열량은 이웃한 두 경계층 사이

에서 연속이며, 완전히 결합되어 있거나 크랙에

의해 부분적으로 분리되어 있다. 크랙 길이는

,    에 크랙중심이 위치한다.
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평면변형률 상태에서, 직교성 재료에 대한 각 층

의 열량은 다음과 같다.

     

      (1)

온도는 변형에 종속되지 않는다고 가정하면,

각 층에 대한 열전도방정식은 다음과 같이 쓸 수

있다.

 


  


 

  
(2)

그리고 변위와 응력에 대한 식은 다음과 같다.

    

  





  (3)

  







  







미소 변형상태에서 열탄성 지배방정식은 다음과

같다.




 



 



 

  



(4)




 



 



 

 



2.1 온도장 해석

무차원 변수,    ,   ,

  와

 을 도입한다. 시간 에 대한

라플라스 변환(Laplace transform)을 적용하고,

공간좌표 에 플리어 변환(Fourier transform)을

적용하면, 방정식(2)는 무한 판의 각 층에 대한

온도를 구힐 수 있는 다음과 같은 식이 된다.


    

 
∞

∞

 
∣∣  

   
∣∣  

    

(5)

여기서 위첨자 * 는 라플라스 변환을 의미하

며, 와 는 결정해야 할 변수들이

며,  는 다음과 같다.

  
 (6)

식(5)을 식(1)에 대입하면   
 에서 열량


와    에서 열량 을 얻는다. 역 플리어

변환을 적용하여    와   을 와

 로 쓸 수 있다. 그러므로 각 층의 온도분포

는    와   을 식(3)에 다시 대입해

서 와  의 형식으로 식(5)을 다음과 같이

쓸 수 있다.


  

 
∞

∞








∞

∞

∣∣  
  

∣∣  
  



∣∣  
    

∣∣  
    

  
 

(7)

여기서

 
  

∣∣
  

∣∣
  


(8)

만약 판의 하부 면의 온도가 주어진다면, 첫 번

째 층에 대한 온도분포는 다음과 같이  
과

    에 의해 쓸 수 있다.


  

 
∞

∞





×


∞

∞

∣∣  
  

∣∣  
   





  ∣∣  
    


∣∣  

     
    

(9)

여기서

 


∣∣
  

∣∣
  


(10)

만약 판의 상부 면의 온도가 주어진다면, 번째

층에 대한 온도분포는 다음과 같이      

과  
    에 의해 쓸 수 있다.


  

 
∞

∞








∞

∞



     ∣∣  
  


∣∣  

  
 ∣∣  

    


∣∣  

     
   

(11)

여기서
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 


  

∣∣
  

∣∣
  


(12)

2.2 열 응력장 해석
플리어 변환을 적용하여 식(4)을 해석하면, 각 층

에 대한 변위들은 다음과 같이 된다.


 


   ∞

∞




























  



 
∞

∞




 


  

(13)

식(13)의 첫 번째 항과 두 번째 항은 식(4)의 일

반해와 특별해이며, 와 는 각각

결정해야 할 미지수이다.

  



 

 
 


 

 
 




 
 

  


  
 

  








(14)

  



 

 
 




 
 

  









(15)

이며,    는 다음과 같은 특성방정식을

만족시키는 근이다.


 




 
 


 

(16)

또한

    




  

식(15)에 있어, 와  는 다음 방정식의 근이

다.


























  



(17)




  






 






  

 

(18)

이웃한 두 층사이의 경계면에서 응력에 대한 연

속성을 고려하여, 식(13)을 식(3)에 대입하면 다

음과 같은 응력에 대한 식을 얻을 수 있다.

















 


 











 
∞

∞

  


























  



 
∞

∞




  

(19)

여기서

 







 
 


 

 
 




   

   

   






(20)

   

  

    

  

  

 
 



 




 
 



 




 






 

 
 





 

 




 
 





 (21)

   

  

식(19)에 플리어 변환을 적용하면 , ,와

는 
, 

, 
 와 

 로 표현되고, 식(13)에

, ,와 을 다시 대입하면, 각 층에 대

한 변위는 다음과 같이 된다.


 


   ∞

∞




 

 
  


∞

∞





∞

∞









∞

∞


 




∞

∞











 
∞

∞




 


   (22)

그리고 ×인 행렬 
 

는 다음과 같다.
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
  


 (23)

강체 운동을 무시하고, 이웃한 두 층사이의 변

위에 대한 연속 조건은 다음과 같이 쓸 수 있다.

크랙 밖에서는


    


 


    


   (24)

이며, 크랙의 밖과 내에서는 다음과 같은 방정식

과 동일하다.

크랙의 밖의 경우,





  







 





  







 










(25)

크랙의 내의 경우,


 

 


  







   







  







   










(26)

응력들이 이웃한 층 사이에서 연속이므로 식(25)

는 각 층의 응력들로 나타낼 수 있다. 그러므로

식(22)을 식(25)에 대입하면 다음과 같다.


∞

∞


 ×


∞

∞

 
 




 
 


∞

∞




  

(27)

여기서  , 과은 다음과

같은 × 행렬이다.

  




  





 

 
 










(28)

또한

 

 







(29)

크랙 내에 있어서는 식(26)으로부터 다음과 같은

미지의 보조 함수를 소개함으로서 식(27)을 만족

시킬 수 있다.

  ×


∞

∞
 

 



 

 












 
(30)

또는 행렬형태로 쓰면 다음과 같다.

 
∞

∞

           (31)

여기서 는 다음과 같은 행렬형식이며,

  

 

  

⋅
⋅

⋅
  

 

(32)

   
 ⋯ 

    
   (33)

 


















 ⋯


  
  

  
  







  
  

  
  




(34)

   ⋯  
(35)

행렬 의 역행렬을 라 하고, 식

(31)에 역 플리어 변환을 적용하면 식(31)은 다음

과 같다.








 








∞

∞ 


 










 


 


 





∞

∞ 


 










 







(36)

식(36)은 경계면의 응력과 경계면의 보조방정식

사이에 존재하는 관계를 규정하며, 개의

방정식이 있다. 크랙이 없는 경계면에서의 보조

방정식은 영(zero)이 되며, 이 방정식을 풀기 위

해 필요로 하는 방정식의 수는 크랙 수의 두 배

이다. 행렬    에 있어 번째 행과 번

째 열을 나타내는 변수에 관해서,

││→∞이 되면    에 있어 0(zero)이
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아닌 요소들은 다음과 같다.


 ∞   lim

→±∞


    




(37)


∞   lim

→±∞


   




(38)

여기서  , 는 다음과 같다.

  

 

 
  

  

(39)

  

 

또한 


 

 
 ∞을 이용하고,


∞

∞


   을 적용하면 식

(36)은 다음과 같이 된다.








 





∞

∞ 


 










 



 



 















∞

∞ 


























×



 

























 





















(40)

식(40)는 크랙 내부와 외부에 있어 응력들에

대한 표현을 제공한다. 크랙 내부의 경우에는 지

배적인 특이부분(singular part)이 단순

Cauchy-Type Kernel을 가지는 보통 특이적분 방

정식(singular integral equation)이다. 크랙-팁

(crack-tip)의 거동은 표준 제곱근 특이 함수

(standard square-root singular)로 특성화 될 수

있다. 적분방정식은 기본함수가 첫 번째 체비쉐

프 다항식(Chebyshev polynomial)    의 가

중함수(weight function)와 일치되는 것을 유의하

여 수치적으로 해석 될 수 있으며, 식(40)의 해는

다음과 같은 형식을 가진다.

 
    




∞


 

 


(41)

 
    




∞


 

 


(42)

여기서           이고, 
 와


 은 계산될 변수이다. 식(41)과 식(42)을 식

(40)에 대입하고, 다음과 같은 가중잔여방법

(weighted residuals method)을 이용하여 
 

와 
 을 계산할 수 있다.






 
  

   



   
  

(43)






   
 

  



   
  

(44)

여기서   … ,  … 이다.

그러므로 크랙-팁에 있어 모드 I과 II의 응력

집중계수(mode I and mode II stress intensity

factors)는 다음과 같이 계산 될 수 있다.


    →


  



 





 

(45)


     →


  



  





 

(46)

왼쪽의 크랙-팁(crack-tip)경우이며, 그리고


   →


  

 

 





 

(47)


   →


  

 

  





 

(48)

오른쪽의 크랙-팁(crack-tip)경우이다.

라플라스 영역에서 해가 얻어진 후에, 수치적

으로 역 라플라스 변환이 수행되며, 이 방법은

Jin과 Noda(1994)[6, 7]가 열탄성 파괴 동역학에

적용하였으며, 참고문헌[1]에서 역 라플라스 변환

에 대한 수치계산 검증에 대한 결과가 제시되었

다.
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3. 수치 해석

Fig. 3 Crack geometry and coodinates for a funct

-ionally graded material( )

수치예제를 계산하기 위해 경사기능재료로 구

성된 금속/세라믹 시편이 선택되었다. Fig. 3에

수치계산 예제에 대한 크랙의 기하학적 형상과

좌표계를 나타내었다. 크랙은 판의 두께에 수직

으로 존재한다고 가정되었으며, 크랙이 층과 층

사이에 있다. 경사기능재료 판 하부 면의 온도가

0(zero)로 유지되며, 갑자기 상부면에 균일한 온

도 변화 가 작용한다. 경사기능재료는 알루미

늄 합금과 알루미나로 구성되며, 재료의 물성치

인 열팽창계수, 밀도, 열전도계수, 비열, 탄성계

수, 포아송의 비는 각각  ×℃,

 ,  ℃,   ,

 ,   , ×℃,

 ,  ℃,   ,

 ,   이며, 은 금속과 는

세라믹을 나타낸다. 경사기능재료 판의 하부 면

은 순수 금속이며 상부 면은 순수 세라믹이다.

금속의 체적비는 의 함수로서      


의 형식으로 power-law type relation을 따르며,

는 기울기 지수로서 알려져 있다. 그림에 있어

무차원 열응력 집중계수 이

며, 무차원 시간  이다.

Fig. 4와 5는 무차원 시간에 따른 무차원 열

응력 집중계수의 수렴성를 나타낸다. 경사기능재

료를 수많은 층으로 가정했으며, 비정상 상태에

서 정상상태로 진행됨에 따라 층의 수()에 따

른 해의 수렴성을 보여주고 있다. 이 결과는 재

료의 이질성에 대한 효과를 나타내는데 적층판

이론을 사용할 수 있다는 것을 보여준다.

Fig. 4 Thermal stress intensity factor at right

hand crack tip with time (  )

Fig. 5 Thermal stress intensity factor at right

hand crack tip with time (  )

Fig. 6 Thermal stress intensity factor at right

hand crack tip with time (  )

Fig. 7 Thermal stress intensity factor at right

hand crack tip with time (  )
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크랙이 1개인 경우로서 고정된 기울기 지수

  에 있어, 크랙의 위치 가 열응력 집중계수

에 미치는 영향을 Fig. 6과 7에 나타내었다. Fig.6

과 7을 통해 의 값이 커지면 열응력 집중계수

에 미치는 영향이 커짐을 알 수 있으며, 이것은 가

열 면에 이웃한 재료가 더 크랙이 쉽게 일어난다

는 의미한다.

Fig. 8 Influences of gradient exponent  on

mode Ⅰthermal stress intensity factors

Fig. 9 Influences of gradient exponent  on

mode Ⅱ thermal stress intensity factors

Fig.8과 9는   크랙이 1개인 경우로서,

기울기 지수 의 값이 열응력 집중계수에 미치는

영향을 나타내었다. 순수 금속은 세라믹보다 더

작은 탄성계수, 더 큰 열전도율을 가지므로 기울

기 지수 의 값에 따라 열응력 집중계수는 단순

감소하며, Fig. 8과 9에서 보는 바와 같이 순수

세라믹(  )인 경우에 열응력 집중계수의 크기

가 좀 더 큰 값에 수렴하고, 순수 금속( ∞)인

경우에 좀 더 작은 값에 수렴한다.

크랙이 2개인 경우( ,  ), 기

울기 지수 의 값이 열응력 집중계수에 미치는

영향을 Fig. 10과 11에 나타내었으며, 크랙이 1개

인 경우와 같은 경향을 보여주고 있음을 알 수

있다.

4. 결 론

본 연구에서는 비정상 상태의 열 하중을 받는

이질재료의 다중 크랙 문제에 있어, 시간 변화에

따른 열응력 집중계수들의 거동이 계산되고 검토

되었다. 적층판 이론을 사용하여, 두께 방향의 연

속적인 함수 형태로 변화하는 재료의 이질성을

동질의 재료로 가정하였다. 또한 각 층에 대한

지배방정식에 라플라스 변환과 플리어 변환 기법

을 사용하여, 다중 크랙 문제에 대한 특이 적분

방정식이 유도되었고, 이 방정식에 대한 해를 구

하는 과정이 제시되었다. 적층 판 이론을 사용하

여 재료의 이질성 특성을 나타낼 수 있음을 제시

하였고, 다중 크랙의 열응력 집중계수에 미치는

영향이 검토되었다. 즉 비정상 열 하중에 의한

열응력 집중계수에 미치는 크랙의 위치 및 재료

의 이질성의 영향이 검토되었다. 수치계산 결과

의 검토를 통해 순수 금속과 세라믹의 조성분포

의 조절을 통해 열응력 집중계수의 영향을 감소

시킬 수 있음을 보여주고 있다.

crack II

crack I

Fig. 10 Influences of gradient exponent  on mode

thermal stress intensity factors in case of two

cracks

crack I

crack II

Fig. 11 Influences of gradient exponent  on mode Ⅱth

ermal stress intensity factors in case of two cracks
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