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요 약

본 논문의 목적은 후진 미분 연산자를 이용하여 이산확률분포에 대한 원점으로부터의 r차 적률을

구하는 공식을 유도한다. 이 공식을 이용함으로써 r차 적률은 0에서 계산된 xr의 r번째 후진 미분 연

산자까지의일차결합으로써계산됨을알수있다.

주요용어: 이산확률분포, 적률, 후진미분연산자.

1. 서론

대부분의 확률분포에 대한 적률은 잘 알려져 있고, 또한 그들의 공식도 문헌에서 이용할 수 있다

(Johnson과 Kotz, 1971; Kellison, 1975; Lindgren, 1976; Rao, 1955; Saran과 Pushkarna, 1999;

Urbanik, 1999). 그러나 이들 공식의 유도는 다루기가 어려울 정도로 아주 복잡하고 어려운 경우도 있

다.

이산확률분포에 대한 적률의 유도는 유한 미분 연산자 (finite difference operator)를 사용하여 아주

명확하게 표현할 수 있다. 유한 미분 연산자에 의해서 이루어지는 것은 n + 1항이나 무한개 항의 합을

r개의항의합으로전환하는것이다.

Link (1981)는 전진 미분 연산자 (forward difference operator)를 이용하여 이산확률분포의 적률을

계산하였고, Beda (1982)는 확률재생함수 (probability generating function)를 이용하여 이산확률분포

의적률을유도하였다.

본 연구에서는 후진 미분 연산자 (backward difference operator)를 이용하여 이산확률분포의 적률을

계산하고자 한다. 또한, 많이 응용되고 잘 알려진 이산확률분포인 이항분포, 포아송분포, 기하분포, 초

기하분포, 음초기하분포에대해적용해보고자한다.

2. 유한 미분 연산자

연산자 E는함수의독립변수를 1만큼증가시키는것으로정의한다. 즉,

Ef(x) = f(x+ 1).

일반적으로임의의양의자연수 n에대해서

Enf(x) = f(x+ n).
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전진미분연산자 △는

△ f(x) = f(x+ 1)− f(x)

로정의한다. 따라서

f(x+ 1)− f(x) = Ef(x)− f(x) = (E − 1)f(x)

이므로

△≡ E − 1 : E ≡ 1+ △

가성립한다. 만약 n이양의자연수라면,

△n f(x) = (E − 1)nf(x)

=

n∑
j=0

(
n

j

)
(−1)jEn−jf(x)

=

n∑
j=0

(
n

j

)
(−1)jf(x+ n− j)

이다. 후진미분연산자 ▽는

▽f(x) = f(x)− f(x− 1) = (1− E−1)f(x)

로정의한다. 전진미분연산자와유사하게임의의양의자연수 n에대해서

▽nf(x) = (1− E−1)nf(x)

=

n∑
j=0

(
n

j

)
(−1)jf(x− j)

이다. 따라서조합에대해적용하면

E

(
x

k

)
=

(
x+ 1

k

)
: △

(
x

k

)
=

(
x

k − 1

)
: ▽

(
x

k

)
=

(
x− 1

k − 1

)

이된다. 일반적으로양의자연수 n에대해서

En

(
x

k

)
=

(
x+ n

k

)
: △n

(
x

k

)
=

(
x

k − n

)
: ▽n

(
x

k

)
=

(
x− n

k − n

)

이다.

x = 0에서계산된 0의후진미분연산자는 ▽jOr = ▽jxr로표현된다.

4차 적률까지를 구하기 위해 필요한 0의 후진 미분 연산자 ▽jOr는 표 2.1과 같다. j = 0 혹은

j > r일때 ▽jOr = 0이다.
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표 2.1 ▽jOr의 값

j
r

1 2 3 4

1 1 -1 1 -1

2 0 2 -6 14

3 0 0 6 -36

4 0 0 0 24

3. 적률 유도

원점에 대한 r차 적률의 일반적인 표현을 살펴보자. 이 표현에서 j는 j번째 결과를 나타내며, Pj는

j번째결과의확률을나타낸다.

모든유도식에서처음단계는 jr을 (−1)rE−jOr로대치하여원점에대한 r차적률의유도는

µ
′
r =

∞∑
j=0

Pj(−1)rE−jOr

을계산하는것이다.

3.1. 이항분포

Pj =

(
n

j

)
pjqn−j , j = 0, 1, · · · , n, q = 1− p.

µ′
r =

n∑
j=0

(
n

j

)
pjqn−jjr

=

n∑
j=0

(
n

j

)
pjqn−j(−1)rE−jOr

= (q + pE−1)n(−1)rOr

= (q + pE−1)n(−1)rOr

= (1− p▽)n(−1)rOr

=

n∑
j=0

(
n

j

)
(−p)j▽j(−1)rOr

=
r∑

j=0

(
n

j

)
pr(−1)r + j▽jOr.

첫두개의적률은다음과같다.
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µ′
1 =

(
n

1

)
p1(−1)1 + 1▽1O1 = np,

µ′
2 =

(
n

1

)
p1(−1)2 + 1▽1O2 +

(
n

2

)
p2(−1)2 + 2▽2O2

= np+ n(n− 1)p2.

3.2. 포아송분포

Pj =
e−µµj

j!
, j = 0, 1, · · · .

µ
′
r =

∞∑
j=0

(
e−µµj

j!

)
jr

=

∞∑
j=0

(
e−µµj

j!

)
(−1)rE−jOr

= e−µ
∞∑
j=0

[
(µE−1)j

j!

]
(−1)rOr

= e−µeµE
−1

(−1)rOr

= e−µ▽(−1)rOr

=

∞∑
j=0

[
(−µ▽)j

j!

]
(−1)rOr

=

r∑
j=0

µj

j!
(−1)r+j▽jOr.

첫두개의적률은다음과같다.

µ′
1 =

µ2

1
(−1)1 + 1▽1O1 = µ;

µ′
2 =

µ1

1!
(−1)2 + 1▽1O2 +

µ2

2!
(−1)2 + 2▽2O2 = µ+ µ2.

3.3. 기하분포

Pj = pqj−1, j = 1, 2, · · · , q = 1− p.
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µ
′
r =

∞∑
j=1

pqj−1jr

=
p

q

∞∑
j=1

qj(−1)rE−jOr

=
p

q

∞∑
j=1

qj(1− ▽)j(−1)rOr

=
p

q

∞∑
j=1

qj
j∑

s=1

(
j

s

)
(−▽)s(−1)rOr

=
p

q

∞∑
j=1

qj
j∑

s=1

(
j

s

)
(−1)r+s▽sOr

=
p

q

r∑
s=1

∞∑
j=1

qj
(
j

s

)
(−1)r+s▽sOr

=
p

q

r∑
s=1

∞∑
j=s

qj
(
j

s

)
(−1)r+sN▽sOr

=
p

q

r∑
s=1

qs(1− q)−(s+1)(−1)r+s▽sOr

=

r∑
s=1

qs−1

ps
(−1)r+s▽sOr.

첫두개의적률은다음과같다.

µ′
1 =

q1−1

p1
(−1)1+1▽1O1 =

1

p
;

µ
′
2 =

q1−1

p1
(−1)2+1▽1O2 +

q2−1

p2
(−1)2+2▽2O2 =

1

p
+

2q

p2
.

3.4. 초기하분포

Pj =

(
N

n

)−1(
X

j

)(
N −X

n− j

)
, max(0, n−N +X) ≤ j ≤ min(n, X).
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µ′
r =

n∑
j=1

(
N

n

)−1(
X

j

)(
N −X

n− j

)
jr

=

(
N

n

)−1 n∑
j=1

(
X

j

)[
△j

1

(
N −X

n− j

)]
[(−1)rE−j

2 Or]

=

(
N

n

)−1 n∑
j=1

(
X

j

)
(△1 E−1

2 )j
(
N −X

n

)
(−1)rOr

=

(
N

n

)−1

(1+ △1 E−1
2 )X

(
N −X

n

)
(−1)rOr

=

(
N

n

)−1

(E1 −△1▽2)
X

(
N −X

n

)
(−1)rOr

=

(
N

n

)−1 X∑
j=1

(
X

j

)
EX−j

1 (−1)j△j
1▽

j
2

(
N −X

n

)
(−1)rOr

=

(
N

n

)−1 X∑
j=1

(
X

j

)
EX−j

1 △j
1

(
N −X

n

)
(−1)r+j▽j

2O
r

=

(
N

n

)−1 X∑
j=1

(
X

j

)(
N − j

n− j

)
(−1)r+j▽j

2O
r

=

X∑
j=1

(
N

n

)−1(
X

j

)(
N − j

n− j

)
(−1)r+j▽j

2O
r

=

X∑
j=1

(
n

j

)
X(j)

N (j)
(−1)r+j▽j

2O
r.

여기서 첨자 1인 연산자는 N에 영향을 주며, 첨자 2인 연산자는 Or에 영향을 준다. 또한, X(j) =

X(X − 1) · · · (X − j + 1)이고, N (j) = N(N − 1) · · · (N − j + 1)이다.

첫두개의적률은다음과같다.

µ′
1 =

(
n

1

)
X(1)

N (1)
(−1)1 + 1▽1

2O
1 =

nX

N
;

µ′
2 =

(
n

1

)
X(1)

N (1)
(−1)2 + 1▽1

2O
2 +

(
n

2

)
X(2)

N (2)
(−1)2 + 2▽2

2O
2

=
nX

N
+

n(n− 1)X(X − 1)

N(N − 1)
.
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3.5. 음초기하분포

Pj =

(
N

X

)−1(
j − 1

a− 1

)(
N−
X−

)
, a ≤ j ≤ N −X + a.

µ′
r =

(
N

X

)−1 N−X+a∑
j=a

(
j − 1

a− 1

)(
N − j

X − a

)
jr

=

(
N

X

)−1 ∞∑
j=a

(
j − 1

a− 1

)
E−j

1

(
N − j

X − a

)
Ej

2O
r

=

(
N

X

)−1 ∞∑
j=a

(
j − 1

a− 1

)
(E2/E1)

j

(
N

X − a

)
Or

=

(
N

X

)−1(
E2

E1

)a ∞∑
s=0

(
s+ a− 1

a− 1

)
(E2/E1)

s

(
N

X − a

)
Or

=

(
N

X

)−1

[(E2/E1)/ {1− (E2/E1)}]a
(

N

X−

)
Or

=

(
N

X

)−1

[E−1
1 /(E−1

2 − E−1
1 )]a

(
N

X − a

)
Or

=

(
N

X

)−1

[(1− ▽1)/(▽1 − ▽2)]
a

(
N

X − a

)
Or

=

(
N

X

)−1

[{(1− ▽1)/▽1} / {1− (▽2/▽1)}]a
(

N

X − a

)
Or

=

(
N

X

)−1

[(E−1
1 /▽1)/ {1− (▽2/▽1)}]a

(
N

X − a

)
Or

=

(
N

X

)−1

{1− (▽2/▽1)}−a

(
N

X

)
Or

=

(
N

X

)−1 ∞∑
j=0

(
a+ j − 1

j

)
(▽2/▽1)

j

(
N

X

)
Or

=

(
N

X

)−1 ∞∑
j=0

(
a+ j − 1

j

)
▽−j

1

(
N

X

)
▽j

2O
r

=

(
N

X

)−1 ∞∑
j=0

(
a+ j − 1

j

)(
N + j

X + j

)
▽j

2O
r

=
r∑

j=1

[{
a[j](N + 1)[j]

}
/
{
j!(X + 1)[j]

}]
▽j

2O
r.
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여기서 첨자 1인 연산자는 N에 영향을 주며, 첨자 2인 연산자는 Or에 영향을 준다. 또한, N [j] =

N(N + 1) · · · (N + j − 1)이고, X [j] = X(X + 1) · · · (X + j − 1)을나타낸다.

첫두개의적률은다음과같다.

µ
′
1 =

[{
a[1](N + 1)[1]

}
/
{
1!(X + 1)[1]

}]
▽1

2O
1 = a(N + 1)/(X + 1);

µ
′
2 =

[{
a[1](N + 1)[1]

}
/
{
1!(X + 1)[1]

}]
▽1

2O
2

+
[{

a[2](N + 1)[2]
}
/
{
2!(X + 1)[2]

}]
▽2

2O
2

=− a(N + 1)/(X + 1) + a(a+ 1)(N + 1)(N + 2)/(X + 1)(X + 2).
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Abstract

In this paper, we obtain the derivations of moments of discrete probability distri-

butions by using the backward difference operators. Also, we presents such derivations

for several well-known distributions; they are the binomial, Poisson, geometric, hyper-

geometric and negative hypergeometric distributions.
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