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요 약

본 논문은 일원 확률모형의 가정하에 실험자료를 분석할 때 확률모형과 관련된 분산성분을 추정하

는 문제를 다루고 있다. 분산성분의 추정방법으로 적률법을 이용하고 있다. 적률법을 이용할 때 필요

한 두 가지 계산과정은 요인의 변동에 따른 제곱합과 제곱합의 기대값 계산이다. 제곱합의 계산으로

사영을 어떻게 이용하는 가를 논의하고 있다. 제곱합의 기대값 계산을 위해 분산성분의 계수로 관측

되는 관련행렬의 고유근을 이용하는 방법을 다루고 있다. 분산성분의 적률추정량으로 사영과 고유근

을 이용한 분산성분의 추정방법이 Hartley (1967)의 합성법보다 간편하고 효율적인 방법임을 논의하

고있다.

주요용어: 고유근, 분산성분, 사영, 적률법, 확률모형.

1. 서론

실험자료를 분석하기 위한 모형으로 선형모형을 가정할 때, 실험의 성격 또는 특성에 따라 다양한 분

석모형의 가정하에 자료를 분석하게 된다. 자료분석에 이용되는 모형은 개체 또는 실험단위의 반응에

영향을미치는요인들과실험설계에따라달라진다.

Milliken과 Johnson (1984)은 실험계획을 처리구조와 설계구조의 두 구조로 다루고 있다. 처리구조

는 실험자가 연구 또는 비교를 위해 선정한 처리, 처리조합 또는 모집단의 모임으로 정의하고 있다. 설

계구조는 실험단위들의 동질적인 그룹 또는 블록들로 구성됨을 의미하고 있다. 비교하고자 하는 처리들

이요인들의수준결합으로구성될때, 요인의수가둘이면두요인의수준결합으로주어지는처리조합이

실험단위들에 배정되는 설계구조하에 실험이 행해짐을 의미한다. 요인의 수가 셋이면 세 요인의 수준결

합으로 주어지는 처리조합이 처리로 간주됨을 의미한다. 비교하고자 하는 처리들이 요인들의 수준결합

이아닌경우에처리구조는일원구조이다.

처리구조를 구성하는 요인으로 고정요인과 확률요인으로 구분할 수 있다. 처리구조를 나타내는 요인

들이 모두 확률요인일 때, 가정된 선형모형은 확률모형 또는 확률효과모형으로 간주된다. 자료분석에

가정된 모형이 확률모형일 때 분석의 목적은 분산성분들에 대한 추론이다. 확률모형의 가정하에 분산성

분들의추론방법에대한많은연구가행해져왔다. Searle (1971)과 Graybill (1976)은여러확률모형에

대한 분산성분의 적률추정량과 관련된 성질들을 다루고 있다. 이외에도 처리구조에 반복측정요인이 포

함될 때 Galecki (1994)는 공분산구조를 다루고 있고 Choi (2008a, 2008b, 2010)은 모형과 분석방법을

제시하고 있다. McCullagh와 Nelder (1989)는 일반화된 선형모형에서 확률성분의 추론방법을 논의하

고있다.
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본논문은확률모형내관심모수인분산성분들의여러추정방법중적률법 (method of moments)에의

한 추정방법을 사용하기로 한다. 적률법은 관측변수의 분포에 대한 가정없이 불편성의 성질을 갖는 분

산성분의 적률추정량을 제공하며 다른 방법들에 비해 상대적으로 계산하기에 편리한 이점이 있다. 적률

법으로 분산성분을 추정하기 위해 모형내 내포된 모수들과 관련된 제곱합의 계산과 제곱합의 기대값에

서주어지는분산성분들의계수를계산해야한다.

분산성분들의 계수계산에 이용될 수 있는 방법은 두 가지이다. 하나는 대수적 방법 (algebraic

method)이고 다른 하나는 Hartley (1967)에 의한 합성법 (synthesis)이다. 대수적 방법은 확률모형

의 가정을 이용하여 대수적으로 제곱합의 기대값을 계산한다. 합성법은 제곱합의 기대치 계산으로 컴퓨

터 기법을 적용하고 있다. 본 논문에서는 합성법을 이용하되 기존의 복잡한 계산방식을 단순하게 하는

사영에 의한 분산성분의 추정방법을 제공하고자 한다. 사영에 대한 구체적 논의는 Johnson과 Wichern

(1988) 그리고 Graybill (1983) 등에서살펴볼수있다.

2. 모형에 대한 가정

실험자료를 분석하기 위한 모형으로 일원 확률모형을 가정한다. 실험단위의 반응에 영향을 미치는 처

리요인 A의 a개 수준은 수준들의 모집단에서 임의로 추출된다고 하자. 따라서 확률요인 A의 i번째 수

준효과 αi (i = 1, 2, · · · , a)는확률효과를나타낸다. 요인 A의 a개수준들은 ni개실험단위들에임의로

배정된다고 가정한다. 요인 A의 수준 i에서 j번째 실험단위의 관측값을 yij라 둘 때 확률모형은 다음과

같다.

yij = µ+ αi + ϵij (2.1)

단, µ는전체평균이고 αi는평균이 0이고분산이 σ2
A이다. 오차항 ϵij는평균이 0이고분산이 σ2

ϵ이라가

정한다. 일원 구조의 확률모형에 내포된 모수들은 평균 µ와 두 개의 분산성분 σ2
A과 오차성분 σ2

ϵ이다.

관측값 yij에대한확률효과모형을행렬로표현하면다음과같다.

y = jµ+XAα+ ϵ (2.2)

단, y는 n =
∑a

i=1 ni일때 n× 1인관측벡터이다. j는모든원소가 1인 n× 1벡터이다. XA는 n× a인

확률효과의계수행렬을나타낸다. ϵ은 n× 1인오차벡터이고다변량정규분포 N(0, σ2
ϵIn)이며, 확률효

과벡터 α는 a× 1인벡터로 N(0, σ2
AIa)를따른다고가정한다. 관측벡터 y의공분산행렬을 Σ로둘때,

Σ = var(y) = var(jµ+XAα+ ϵ)

= XAvar(α)X ′
A + var(ϵ)

= σ2
AXAX

′
A + σ2

ϵIn (2.3)

이다. 따라서단일요인 A의확률효과모형에서추정해야할두분산성분은 σ2
A과 σ2

ϵ임을알수있다.

3. 사영에 의한 분산성분

행렬모형식 (2.2)로부터 두 분산성분을 추정하기 위한 방법을 생각해 보기로 한다. 분산성분을 구하

는 방법으로 적률법을 포함한 최대우도법과 MINQUE 방법을 생각할 수 있으나 분포에 대한 가정없이

분산성분을 추정할 수 있는 적률법을 이용하기로 한다. 적률법의 이점은 다른 방법들에 비해 계산이 간

편하다는 점이다. 적률법에 의한 추정량은 불편성의 성질을 갖는다. 분산성분을 구하기 위한 첫 단계는
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모형내 포함되어 있는 분산성분들의 수만큼 제곱합을 계산하는 것이다. 제곱합의 계산방법으로 일반적

으로 일원분류하의 분산분석법을 적용한다. 분산분석법의 적용에서 두 분산성분 σ2
A과 σ2

ϵ에 해당하는

제곱합을 QA와 Qϵ라두자.

QA =

a∑
i=1

ni∑
j=1

(ȳi. − ȳ..)2 이고 Qϵ =

a∑
i=1

ni∑
j=1

(yij − ȳi.)
2
이다.

단, yi. =
∑ni

j=1 yij이고 y.. =
∑a

i=1

∑ni
j=1 yij이다. ȳi.는 확률요인 A의 수준 i에서 관측값들의 평균이

고 ȳ..는 자료들의 전체평균을 나타낸다. QA와 Qϵ을 분산분석에서 적용되는 대수적 방법이 아닌 사영

행렬로구해보기로한다. 일차원상의관측자료를 n차원상의공간벡터로나타낼때, 다변량벡터에대한

행렬모형식 (2.2)를 이용할 수 있다. 식 (2.2)에서 모형행렬을 X라 둘 때, X = (j, XA)이다. 즉, 식

(2.2)는

y = Xβ + ϵ

= (j,XA)

(
µ

α

)
+ ϵ

= jµ+XAα+ ϵ (3.1)

임을나타낸다. 모형행렬 X에의해생성된벡터공간을 χ라둘때, 벡터공간 χ는고정효과의추정을위

한 계수벡터 j에 의해 생성된 벡터공간과 확률효과들의 계획행렬로 생성되는 벡터공간의 두 부분공간으

로 구성된다. 모형행렬로 주어지는 벡터공간 χ내 두 부분벡터공간은 직교하는 벡터공간이다. 그 이유

는식 (3.1)은 y = jµ+ ϵ′로표현될수있고 ϵ′ = XAα+ ϵ를나타내고있기때문이다.

사영에 의한 제곱합을 생각해 보자. 관측벡터 y를 계수벡터 j로 생성된 벡터공간으로의 사영은

jj−y로 구해진다. 관측벡터 y를 j로의 사영에 의한 제곱거리를 SSM이라 두자. SSM = y′jj−y이

다. 단, j− = (j′j)−1j′이다. 확률요인 A에 따른 제곱합을 SSA라 두자. SSA를 구하기 위해 관측벡

터 y를 XA로의사영을생각해보자. 확률효과벡터 α의계획행렬 XA에의해생성된벡터공간으로의

사영을 나타내는 사영행렬은 XAX
−
A이다. 모형행렬 X = (j, XA)에 의해 생성된 벡터공간 χ는 상호

직교하는 두 부분벡터 공간으로 구성되므로 XA에 의해 생성된 벡터공간으로의 사영행렬은 XAX
−
A=

XX− − jj−로 구해진다. SSA를 구하기 위해 관측벡터 y를 j로의 사영 jj−y를 제외한 성분벡터를

y1이라두자. 즉,

y1 = y − jj−y

= (I − jj−)y

로 표현된다. 따라서, 관측벡터 y를 j로의 사영을 제외한 편차벡터 y1을 XA로의 사영은 XAX
−
Ay 또

는 (XX−−jj−)y로구해진다. SSA는 y1을 XA로의사영에이르는제곱거리를나타내므로 SSA =

y1′(XX− − jj−)y1이 된다. SSA는 또한 관측벡터 y의 2차형식으로도 계산됨을 알 수 있다. 즉,

SSA = y′(XX− − jj−)y로 계산된다. 오차제곱합을 SSE라 두자. SSE는 관측벡터 y를 오차벡

터 ϵ로의 사영이 행해질 때, 사영까지의 제곱거리를 나타낸다. 사영행렬은 I − XX−이고 제곱거리는

y′(I −XX−)y로주어지므로 SSE = y′(I −XX−)y이다. 단일요인의확률모형의가정하에행해진

관측벡터 y의총제곱합을 TSS라둘때 TSS = y′y이다. 총제곱합 TSS는다음과같이분해된다.

y′y = y′jj−y + y′(XX− − jj−)y + y′(I−XX−)y (3.2)
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식 (3.2)는 TSS = SSM + SSA + SSE임을 나타내고 있다. 적률법에 의해 분산성분 추정량을 구할

때의 핵심은 변동요인에 따른 제곱합의 계산과 평균평방합의 기대값을 파악하는 것이 된다. 식 (3.2)에

서 각 성분들의 제곱합은 관측벡터 y의 2차형식으로 주어지므로 2차형식의 기대값을 생각해 보자. 행

렬 A가 2차형식의행렬일때기대값은

E(Y ′AY ) = tr(AΣ) + µ2j′Aj (3.3)

으로 구해진다. 식 (3.2)에서 주어지는 2차형식의 행렬은 상호 직교하는 벡터공간으로의 사영을 나타내

는 사영행렬이므로 µ2j′Aj = 0임을 알 수 있다. 따라서, 식 (3.3)은 E(Y ′AY ) = tr(AΣ)로 구해진

다. 확률모형의 가정하에 주어진 Σ는 식 (2.3)에서 Σ = σ2
AXAX

′
A + σ2

ϵIn이다. 그러므로 식 (3.3)에

적용하면

E(Y ′AY ) = σ2
Atr(AXAX

′
A) + σ2

ϵ tr(A) (3.4)

로 구해진다. 2차형식의 기대값을 구하는 방법으로는 식 (2.1)의 가정을 이용한 대수적 방법이나 Hart-

ley (1967)의 합성법 (synthesis)이 이용된다. Hartley (1967)는 확률성분의 계수인 대각합 (trace)을

구하기 위한 방법을 제공하고 있으나 계산이 간편하지 않다. 2차형식의 행렬들은 사영행렬로 주어지고

사영행렬은멱등행렬이므로멱등행렬의성질을이용할수있다.

본 논문에서는 식 (3.4)에 나타나는 행렬의 대각합이 고유근의 합이 된다는 점을 이용하여 행렬

AXAX
′
A의 고유근의 합과 행렬 A의 고유근의 합을 이용한다. 고유근을 이용할 때, 식 (3.4)는 다음과

같다.

E(Y ′AY ) = σ2
A

n∑
i=1

λi(AXAX
′
A) + σ2

ϵ

n∑
i=1

λi(A) (3.5)

단, λi(·)는 (·)내 행렬의 고유근을 나타낸다. 식 (3.5)에 의한 평균평방합의 기대값을 구해보기로 한다.

확률요인 A의 변동량을 나타내는 QA의 기대값과 오차에 따른 변동량을 나타내는 Qϵ의 기대값을 식

(3.5)로구하면다음과같이주어진다.

E(QA) = σ2
A

n∑
i=1

λiA(QA)((XX− − jj−)XAX
′
A) + σ2

ϵ

n∑
i=1

λiϵ(QA)(XX− − jj−) (3.6)

E(Qϵ) = σ2
A

n∑
i=1

λiA(Qϵ)((I −XX−)XAX
′
A) + σ2

ϵ

n∑
i=1

λiϵ(Qϵ)(I −XX−)

단, λiA(QA)는 QA의 기대값 계산에서 분산성분 σ2
A의 계수를 구하기 위한 관련행렬의 i번째 고유근을

나타낸다. λiϵ(QA)은 QA의 기대값 계산에서 분산성분 σ2
ϵ의 계수를 구하기 위한 관련행렬의 i번째 고

유근을 나타낸다. λiA(Qϵ)는 Qϵ의 기대값 계산에서 분산성분 σ2
A의 계수를 구하기 위한 관련행렬의 i번

째고유근을나타낸다. λiϵ(Qϵ)은 Qϵ의기대값계산에서분산성분 σ2
ϵ의계수를구하기위한관련행렬의

i번째 고유근을 나타낸다. 로 주어지는 식 (3.6)의 E(Qϵ)의 우측 첫 항은 0이 된다. 적률법에 의한 두

분산성분의추정량들을 σ̂2
A, σ̂

2
ϵ이라두자. σ̂2

A과 σ̂2
ϵ은다음두연립방정식의해로구해진다.

y′(XX− − jj−)y = σ̂2
AλA(QA) + σ̂2

ϵλϵ(QA) (3.7)

y′(I −XX−)y = σ̂2
ϵλϵ(Qϵ)

단, λA(QA)는양반정치행렬 (XX− − jj−)XAX
′
A의고유근들의합이다. λϵ(QA)는 (XX− − jj−)의

고유근들의 합을 나타낸다. λϵ(Qϵ)은 멱등행렬 I − XX−의 고유근들의 합을 나타낸다. 식 (3.7)은 확

률요인이 하나인 확률모형의 가정하에 분산성분을 추정하기 위한 적률방법을 이용할 때, 사영행렬과 고

유근을이용하는것이 Hartley (1967)의합성법보다계산이단순하고효율적임을나타내고있다.
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4. 분산성분의 계산 예

표 4.1은 밀의 네가지 품종에 대한 자료 예이다. 자료는 Milliken과 Johnson (1984)이 적률법으로 일원

확률모형의 가정하에 분산성분을 추정하는 데 사용한 자료를 나타낸다. 동일 자료에 대한 분산성분의

추정값이 식 (3.7)의 사영행렬과 고유근에 의해서도 구해진다. 밀품종의 모집단에서 임의로 추출된 네

품종이 품종별로 최대 네 개의 실험구를 갖는 완전임의 배열법에 의해 실험이 행해지고 실험구당 20개

작물이임의로추출되어추출작물당해충에의한피해량이 0에서 10까지의척도로관측된자료이다.

표 4.1 네 가지 밀 품종에 대한 해충 피해량의 자료

품종A 품종B 품종C 품종D

3.90 3.60 4.15 3.35

4.05 4.20 4.60 3.80

4.25 4.05 4.15

3.85 4.40

품종A에 임의로 세 개의 실험구가 배정되고 이중 한 실험구에서 임의로 선택된 20개 작물에서 측정된

해충의 피해량이 3.90임을 나타내고 있다. 밀 품종의 모집단에서 임의로 네 품종이 추출되었기 때문에

추출된 네 품종은 확률표본으로 간주되고 이들 처리효과는 확률효과로 N(0, σ2
A)인 분포를 따른다고 가

정한다. 따라서, 식 (2.1)의 확률모형의 가정하에 분산추정치를 구해본다. 식 (3.2)에 해당하는 계산량

을 살펴보자. TSS 또는 y′y = 212.1275이고 SSM 또는 y′jj−y = 210.8094로 구해진다. QA 또

는 SSA로 표현된 y′(XX− − jj−)y = 0.8101603이다. Qϵ 또는 SSE로 표현된 y′(I − XX−)y =

0.5079167로 주어진다. 총제곱합 TSS는 부분 벡터공간으로의 사영까지의 제곱거리의 합으로 구해짐

을알수있다.

식 (3.6)에서 제곱합 QA 또는 SSA의 기대값을 구하기 위해 관련된 두 행렬 (XX− − jj−)XX ′와

XX− − jj−의 고유근들을 구해야 한다. (XX− − jj−)XX ′는 13 × 13인 정방행렬이므로 13개의

고유근이존재한다. 이중 0아닌세고유근들은 4.000000, 3.302169, 2.236292이고나머지 10개의고유

근들은 0의값을취한다. 0아닌고유근들의합 λA(QA)=9.538462로구해진다. 다음에 XX− − jj−의

고유근들을 구해보자. XX− − jj−는 멱등행렬이므로 고유근은 0 아니면 1의 값을 취한다. XX− −
jj−의고유근중세개는 1이고나머지는 0의값으로주어진다. 따라서 λϵ(QA)=3이다.

식 (3.6)의 두 번째 방정식에서 주어지는 λiA(Qϵ)는 관련행렬 (I − XX−)XAX
′
A의 고유근을 나타낸

다. (I −XX−)XAX
′
A의고유근은모두 0이므로 λϵ(QA)=0이다. λiϵ(Qϵ)은 I −XX−의고유근이므

로 0과 1로 관측된다. 13개의 고유근중 9개의 고유근은 1이고 4개는 0으로 관측된다. 따라서 고유근의

합 λϵ(Qϵ)=9이다. 식 (3.7)의연립방정식은다음과같이주어진다.

0.810603 = 9.538462σ̂2
A + 3σ̂2

ϵ (4.1)

0.5079167 = 9σ̂2
ϵ

식 (4.1)의해로 σ̂2
ϵ = 0.05643519이고 σ̂2

A = 0.06718638로계산된다.

5. 결론

본 논문은 실험자료의 분석모형으로 일원 확률모형을 가정하고 있다. 실험에 이용되는 실험단위들은

동질적이다는 가정하에 실험 설계구조로 완전임의배열법을 가정한다. 단일 요인의 확률효과를 포함하

는 확률모형내의 분산성분을 추정하기 위한 방법으로 적률법을 이용하고 있다. 적률법으로 분산추정을
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할 때, 중요한 계산과정은 확률요인의 변동에 따른 제곱합의 계산과 제곱합의 기대값을 구하는 과정이

다. 제곱합을 구하는 일반적인 방법은 분산분석에 의한 기법을 이용하고 있다. 본 논문에서는 행렬표현

의 모형식을 이용하여 요인에 따른 제곱합을 모형행렬로 생성된 공간으로의 사영으로 계산하는 방법을

제안하고 있다. 제곱합의 기대값 또는 평균평방합의 기대값을 구하는 방법으로 가정된 분석모형을 이용

한 대수적 방법이나 Hartley (1967)의 합성법을 적용할 수 있다. 그러나 Hartely의 방법은 기대값의 계

산과정에있어많은양의계산을요구하고있어이용하기가쉽지않은점이있다. 본논문에서는제곱합

의 기대값 계산에 있어 분산성분의 계수로 주어지는 관련행렬의 대각합이 그 행렬의 고유근들의 합이라

는점에착안하여계산과정을단순화하고있다.
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Abstract

This paper suggests a method for estimating components of variance in one-factor

random model. Estimates of variance components are given by the method of moments.

Sums of squares due to variance sources are obtained by projections. This paper also

shows how to use eigenvalues for getting the coefficients of variance components in the

expression of the expectations of the mean squares. The suggested method shows easier

and faster than the method of Harley’s synthesis.
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