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최대 수용량-기반 최소절단 알고리즘
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요 약

최소 절단 문제는 공급처 에서와 수요처 로의 흐름 용량이 최소가 되는 지점들을 절단하는 문제이다. 망의

병목지점을찾는 방법은대부분유동망을 계산하여최소절단값을 찾는유동-기반알고리즘이적용되고 있다. 이알

고리즘은 최소절단은 제시하지 않는 단점이 있다. 본 논문은 유동망을 구하지 않고 망으로부터 직접 최대 수용량을

가진 정점을 인접한  또는 로 병합하는 방법으로 최소 절단값을 찾는 간단한 알고리즘이다. 13개의 한정된 그래

프에 적용한 결과 제안된 알고리즘은 간단하면서도 정확하게 최소 절단 값 min을 찾을 수 있었다.

▸Keyword : 최대 유동/최소 절단, 유동 기반, 결정 알고리즘, 축약 알고리즘, 구성 알고리즘

Abstract

The minimum cut problem is to minimize  , that is, to determine source  and sink  such that the

capacity of the  cut is minimal. The flow-based algorithm is mostly used to find the bottleneck arcs by

calculating flow network, and does not presents the minimum cut. This paper suggests an algorithm that simply

includes the maximum capacity vertex to adjacent set  or  and finds the minimum cut without obtaining

flow network in advance. On applying the suggested algorithm to 13 limited graphs, it can be finds the minimum

cut value min with simply and correctly.

▸Keyword : Max-flow/Min-cut, Flow-based, Deterministic Algorithm, Contraction Algorithm, Construction

Algorithm
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I. 서 론

출발지 (source, )와 목적지 (sink, )가 주어진 방향 그래

프   ∈ ∈로 표현되는 도로, 통신 또는

전자회로 설계분야에서 현재 개설된 망의 최대 유동량

(maximum flow)을 파악하고, 병목 (bottleneck)이 발생하는

지점을 확장하면 최대 유동량을 증가시켜 효과를 극대화시킬

수 있다.[1] 이 문제는 모든 유동 (흐름)은 에서 로만 흐른

다고 가정한다. 망의 각 노드들 간에 흐를 수 있는 최대 용량

인 수용량 (capacity)들이 모두 다를 경우 병목 지점들이 존재

한다. 이러한 복잡한 망에서 병목지점들을 어떻게 찾을 수 있

는가? 이 문제는 최대 유동/최소 절단 (Max-Flow/Min-Cut)

이론으로 설명된다.[2,3] 즉, 에서 로의 유동이 있는 망에서

최대로 흐를 수 있는 최대 유동량은 그래프의 노드 집합 을

병목지점들의 최소 수용량 합인 최소절단 (minimum cut,

min을 기준으로 ∈와 ∈의 공통원소를 갖지

않는 2개 집합으로 분리시키는 문제이다. 결국, 망의 최대 유

동량은 최소 절단값이 결정한다.

최소 절단 문제 알고리즘에는 유동망을 구하고 병목지점을

찾는 유동-기반 알고리즘 (flow-based algorithm)이 일반

적으로 적용되고 있다. 가장 간단한 유동-기반 알고리즘은 망

의 에서 로의 모든 경로를 찾아 병목 현상이 발생하는 호

(수용량이 가장 작은 호)들을 찾는 방법이다. 그러나 이 방법

은 망의 크기가 큰 경우 모든 병목지점을 찾는 것은 현실적으

로 어려우며, 또한 모든 병목지점들이 최소 절단값으로 사용

되지 않는다.

보다효율적인유동-기반알고리즘은수용량 을가진망의가

능한경로에유동량 을할당하고잉여수용량  망으로

병목지점들을 얻는 방법으로 Ford-Fulkerson, Edmonds-Karp,

Brute-Force Search, Linear Programming, Relabel-to-Front 알고리

즘이있으며, Ford-Fulkerson 알고리즘[2-6]이 대표적이다. 이 방

법들은 병목지점들은 찾을 수 있지만 최소절단을 결정해 주지

않는 단점이 있다.

본 논문은 와 가 주어진 방향 그래프 망에서 최소 절단

값을 직접 구하는 알고리즘을 제안한다. 제안된 알고리즘의

특징은 망의 최대 수용량 호를 내림차순으로 정렬시키고, 최

대 수용량 호부터 차례로 인접한 ∈ 또는 ∈로 병합하

면서 ∈ 또는 ∈가 최소 절단 값을 갖는지를 검증하는

방법이다. 기존 알고리즘과의 차이점은 다음과 같다. 첫 번째

로, Ford-Fulkerson 알고리즘은 유동망을 구하는 반면에 제안

된 알고리즘은 유동망을 구하지 않는다. 두 번째로, Ford-

Fulkerson 알고리즘은 병목지점들만을 제시하며 최소절단은

시각적으로 추가로 결정해야 한다. 반면에 제안된 알고리즘은

병목지점들을 제시하지 않고 최소 절단을 제시한다.

2장에서는 최대 유동량/최소 절단 개념, 유동망과 병목지

점들을 찾는 방법을 고찰한다. 3장에서는 최대 수용량 호를

선택하여 최소 절단값을 찾는 알고리즘을 제안한다. 4장에서

는 제안된 알고리즘의 적용성과 성능을 평가해 본다.

II. 관련 연구

유동-기반의 최소절단 알고리즘을 적용하기 위해 관련 용

어들을 살펴보자.

망 (network): 방향 그래프  의 호  

∈가 수용량 를 갖고 있다.

유동망 (flow network): 에서 로의 임의의 경로 (path,

)에 대해 최대로 흐를 수 있는 유동량을 계산하여 망의 각

호에 유동량 를 할당한 그래프.

잉여 수용량 (residual capacity):     

 .

잉여 망 (residual network)   : 호가 를

갖고 있는 망.

증대경로 (augmenting path) ⋯ , 

 : 추가로 유동량을 보낼 수 있는 경로.

망의 하나의 경로에서 흐를 수 있는 유동량은 잉여 수용량

이 최소인 호 (병목지점)에 의해 결정된다.

절단 (cut): 모든 ∈에 대해 모든 노드 을 공통원소

를 갖지 않는  ∈와  ∈의 두 집합으로 분할

하는 것을 말하며, 병목지점들에서 발생한다. 이를 호 절단

(arc cut)이라 하며, 이 호들의 수용량 합을 절단 값 (cut

value)이라 한다.

절단 의수용량:  
∈∈ ∈



로  집합영역에서  집합영역으로의절단면에대한모든호들

의수용량합이다.

최소 절단: 절단들 중 가장 작은 수용량 합을 가진 절단으로

min로표기한다.

Menger 정리에 따르면 “망의 최대 유동량은 와  영역

을분리하는최소절단의수용량 합 min과 동일하다.”

이를 최대 유동/최소 절단이론이라 한다. 즉, 망에서 최소 절

단 값을 갖도록 ∈ ∈인  을 공통 원소를 갖지 않는



최대 수용량-기반 최소절단 알고리즘 155

경로 수행과정



  →→→ , 병목지점: 



  →→→→ , 병목지점: 

두 집합으로 정확히 분할하였을경우, 최소 절단 값은 망의 최

대 유동량 값이 된다. 에서 로의 총 유동량은 max  ≤

min ∑∑ 가성립한다. 여기서∑은 의 총 유출 량

(total outgoing flow), ∑은 의총유입량 (total incoming

flow)이다.

Ford-Fulkerson 알고리즘[2-6]은 의 임의의 경로를

랜덤하게 찾아 유동량을 계산하고   인 병목지점을

삭제하고 다시 의 가능한 경로를 찾아 유동량을 계산한

다. 이 방법을 모든 가능한  경로가 존재하지 않을 때까

지 수행한다. Ford-Fulkerson 알고리즘은 “가능 경로 탐색 유

동량 계산 반복 방법”으로 알고리즘 복잡도는 ·로 알

려져 있다. 여기서 는 최대 유동량 값이다. Ford-Fulkerson

알고리즘은 그림 1과 같다.

①모든간선 에대해    설정 (초기치)

② 에서 로의잉여수용량   인경로 를임의로선택

  인경로가더이상없으면⑤수행

③경로 에대한최대유동량 (Maximum Flow, ) 결정

   min  ∈로 Bottleneck Arc 결정

④각호 ∈에대해 Flow Augmenting Algorithm 수행, ②로복귀

   ,   

⑤ Maximum Flow = 각경로 에서얻어진 Flow의합

Minimum Cut =    인간선들로분할된 

그림 1. Ford-Fulkerson 알고리즘
Fig. 1. Ford-Fulkerson Algorithm

Ford-Fulkerson 알고리즘은너비우선탐색 (breadth-first-search,

BFS) 또는깊이우선탐색 (depth-first-search, DFS)으로임의의증

대경로를찾는다. 반면에, Edmonds-Karp알고리즘은Ford-Fulkerson

알고리즘과동일하지만 임의의 증대경로들 중에서 최단경로를찾

는차이점이있다.

그림 2의  망 (방향 그래프)에 대해 모든 흐름이 에서

시작하여 로 흐를 수 있는 최대 유동량을 결정하는 최소 절

단을 찾아 보자. 망에서 노드 에서 로 흐를 수 있는 수용량

는 로 표기되어 있다. 이 망은 Chinneck[1]에서 인용

되었다.

에서 로의 가능한 경로를 모두 열거하면 16개가 존재한

다. 그러나 Ford-Fulkerson 알고리즘을 적용하되, 위에서 아

래로 경로를 찾는 방법을 적용하면 그림 3과 같다. 여기서는

로 표기하였다.

그림 2.  망

Fig. 2.  Network

모든 호의유동량을   으로초기치를설정한다. 첫번째

로  →→→으로 결정한 경우, 







으로 이 경로를 따라 흐를 수 있는 최대 흐름양은 병

목지점 가 결정한다. 따라서 









이되며, 는더이상흐를수 없으므로망에서삭제된다.

이와 같이 계속적으로 잉여 수용량을 가진 호들로 경로를 찾

으면 6개를 찾을 수 있다. 알고리즘을 수행한 결과 얻은 병목

지점들은      의 6개이

다. 이들 6개 병목지점들 중에서 를 공

통원소를갖지않는 ∈와 ∈로 분리시키면서 최소값을

가지는 절단을 시각적으로 찾으면  

이다. 이때 최소 절단 값 min  

  가 되며,  ,  이다. 결국, 초

기에는 에서는  을 보내고, 에서는 

 을 받아 min 을 망에서 흐를 수 있지만 망

의 중간 과정에서 병목지점들로 인해 min  이상은

흐를 수 없음을 알 수 있다.
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  →→→→ , 병목지점: 



  →→→ , 병목지점: 



  →→→ , 병목지점: 



  →→→ , 병목지점: 

그림 3.  망의 Ford-Fulkerson 알고리즘병목지점

Fig. 3. Ford-Fulkerson Algorithm Bottleneck for  Network

Ford-Fulkerson 알고리즘은 흐름증대경로의 각 호에 대

해 → 의 순방향이면  , ←의 역방향

이면 의 부기 방식으로 계산한다. 그러나

(그림 3)의 과정에서는 모두 순방향만 존재하여 역방향은 계

산되지 않았다.

망의최대흐름양은min ≤ min ∑ ∑ 

 법칙을만족시킨다. 즉, 의 유입 호를 확장하지 않는 한, 현

재의 최소 절단 호들을 2 증가시키면 최대 16까지 흐를 수 있

게 할 수 있다.

최소 수용량을 가진 절단을 찾는 방법으로는 열거 방법 보

다 최적으로 알려진 방법이 없다.[7] 유동-기반 알고리즘은

많은 연구가되었지만 아직까지 수행 복잡도가  보다

좋은 알고리즘이 제안되지 않고 있다.[8] 또한, 병목지점들만

을 찾을 수 있으므로 최소절단은 추가적으로 구해야한다.

Ford-Fulkerson 알고리즘은 가장 오래되고 비교적 간단

한 장점이 있다. 이후에 Deng et al.[9]은 증대경로 선택시

많은 반복시간이 소요되는 점을 개선한 연구를 수행하였다.

Goldberg[10]는 사전 흐름 (preflow) 개념을 도입하여 증

대경로를 한 번에 하나씩 또는 모든 최단 증대경로를 한 번에

찾는 방법을 연구하였다. 이후에도 Blocking Flows &

Fujishige's, Glodberg-Tarjan, Gomery-Hu Tree 알고

리즘들이 제안되었다.[2-3] 그러나 Ford-Fulkerson 알고

리즘의 마지막 단계인 병목지점들 중에서 최소절단을 찾는 방

법은 연구결과를 확인할 수 없었다.

III. 최대 수용량 기반 최소 절단 알고리즘

와 가 주어진 망에서  최소 절단은 망의 노드 집합

의 원소들을 최소 절단값을 기준으로 정확히 공통원소를

갖지 않는 두 집합인 ∈ 와 ∈로 분할하는 문제이다.

일반적으로적용되고있는 Ford-Fulkerson이나Edmonds-Karp 알

고리즘은유동망과증대경로를찾는복잡한과정을수행함에도불

구하고병목지점들만을제시하고있으며최소절단을직접구하지

못한다. 본 장에서는 이러한 문제점을 해결하는 간단한 알고리

즘을 제안한다. 제안된 알고리즘은 다음 특징에 기반한다.

(1)  망에 대한 최소절단은 공통원소를 갖지 않도록

망을 와 로 양분하는 것이다.

(2) 망의 최대 지름 관로는 보다 작은 지름 관로들 보다

흐름의 여유가 있어 병목현상이 발생하지 않아 최소절단에 기

여하지 못한다. 따라서 최대 지름 관로로 연결된 양 끝단의

두 정점은 하나의 정점으로 통합할 수 있다.

(3) 망의최대지름관로부터내림차순으로  또는로병합시

키는과정에서반드시우리가찾고자하는최소절단을얻을수있다.

위와 같은 최소절단 특성에 기반하여 제안된 알고리즘은

단순히 최대 수용량 호의 두 정점을 하나로 통합하면서 최소

절단을 찾는 간단한 방법이다. 망의 모든 호 수용량에 대해

내림차순으로 정렬시키고, 최대 수용량 호 를 선택하여

이면   로, 이면  로 선택하

고 절단값을 계산하는 방식이다. 이를 위해 초기 값으로

 ,  로 설정하고, 는 유출만 발생하므로

∑ 즉,  집합의 유출 호들의 수용량 합을 구한다. 마찬가

지로 는 유입만 발생하므로 ∑ 즉,  집합의 유입 호들

의수용량합을구한다. 제안된알고리즘은그림 4에제시되어

있으며, 다음의 기준이 적용된다.

[기준 1]로유입되는호와 에서유출되는호는무시된다.

[기준 2] 만약, 가  와 에 모두 인접하지 않으면
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초기치

  

  ∑   ∑   ,

 min 



 , ∑   ,

 min 



  , ∑   





  , ∑   





  , ∑    

 ,  

나중에 포함될 집합을 결정하기 위하여 임시로  집합

(Holding Set)으로 남겨 놓는다.

[기준 3] 만약동일한 수용량호가다수존재시,   순

으로 선택한다.

[기준 4]  로 의 유입 차수가 2인 경우, 만

약,  로 병합된 상태라면 에 대해서는  

 대신  로 다시 수행한다. 만약, 

라면 에 대해  를 적용한다.

망  .

초기값 :        ∅  ╲.

∑∑ 계산.

 min∑∑. /*  : 최소절단값.

모든호수용량 를내림차순정렬 /* 복잡도:  log
for   ∅ do /* 복잡도 : 

최대값 max 호  선택.

if ,  , or  then skip

else if  then    , ∑ 계산

 min∑,  ╲

else if  then    , ∑ 계산,  min∑
else if  then  , ∑ 계산

 min∑,  ╲

else if  then  , ∑ 계산, min∑
단,  로    이고,  인경우,

 가아닌   수행.

else if  then   ,  ╲

else if or  then  ,  ╲.

 유입호와  유출호삭제, 유출호가없는정점삭제

end

그림 4. 최대수용량기반최소절단알고리즘
Fig. 4. Minimum-Cut Algorithm based on Maximum Capacity

제안된 알고리즘을 “최대 수용량 기반 최소절단 알고리즘”

이라 하자. 제안 알고리즘의 특징은 노드들을 병합하지 않고

개 노드를  또는 집합으로 선택하는 의 조합문제

이며, 선택 조건은 가능한 모든 경우수 을 모두 고려하는

전수검사 방식이 아니라 최대 수용량 호 선택 기준을 적용한

다.

그림 2의  망에대해 최대 수용량 기반 최소절단알고리

즘을 적용한 결과는 그림 5에 제시하였다. 초기치로,  ,

 로 설정하고 절단 값을 계산한   min
을 얻었다. 부터 시작하여  ,  ,

로 선택한 결과 에서 

를  와  의 공통원소를 갖

지 않는 두 집합으로정확히 절단할수 있었으며, 최소 절단치

min 를 얻었다. 제안된 알고리즘은 단지 4개의

호를 선택하는 과정에서 최소 절단값을 얻었다. 반면에,

Ford-Fulkerson 알고리즘은 6개의 증대경로를 선택하는 탐색

과정이 필요하며, 이 과정에서 수용량-흐름양의 여유 유동량

을 계산해야 한다. 따라서 제안된 알고리즘을 적용하는 것이

보다 효율적이라 할 수 있다.
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  망   망

  망   망

  망   망

  망   망

  망   망

  망   망

그림 5.  망의최대수용량기반최소절단알고리즘

Fig. 5. Min-Cut Algorithm for  Network based on Max Capacity

IV. 적용 및 결과 분석

제안된 알고리즘이 실제 망에 적용하여 최소 절단 값을 정

확히 찾을 수 있으며, 망의 모든 노드 집합 을 ∈ ∈

인 공통 원소를 갖지 않는 두 집합으로 정확히 분할할 수 있

는지 고찰해 보자. 가능한 다양한형태의 망에 대해 제안된 알

고리즘이 적합한지 검증하기 위해 실험 데이터를 수집하였다.

실험에 적용된 망은 12개로 그림 6에 제시되어 있다. 는

Wikipedia[11]에서, 는 Wagner[4] 는

Ikeda[12]에서,  은 Chen[13]에서 인용되었다.

그림 6. 실험데이터
Fig. 6. Numerical Examples

그림 6의 실험 망에 대해 제안된 알고리즘을 수행하는 과

정과 결과는 그림 7~그림 18에 제시하였다. 제안된 알고리

즘은  망에 대해서는    ,  에서

 가 아닌  로 할경우에만 최소 절단을

구하는 경우가 적용되었으며, 나머지 모든 망에 대해서는 일

반적인 법칙이 적용되었다.

호    ∑ , ∑

초기치   
∑      ∑     
  min 

      -  ∑     

     - 
∑      
  min 

    - -  집합

   
  

X


-


-
-

∑   

   ∅  -
∑       
  min 

   min cut   min  

그림 7.   망의최대수용량-기반최소절단

Fig. 7. Min-Cut Algorithm for  Network based on Max Capacity
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호    ∑ , ∑

초기치   
∑     ∑     
  min 

  
    

  - ∑      

      -  ∑      

  
  

  -
∑      
  min 

   ∅ - 
∑      
  min 

   min cut   min  

그림 8.   망의최대수용량-기반최소절단

Fig. 8. Min-Cut for  Network based on Max Capacity

호    ∑ , ∑

초기치    
∑    , ∑  

  min 

     - -   

      -
∑       

  min 

   ∅  -
∑      

  min 

   min cut







min  

그림 9.   망의최대수용량-기반최소절단

Fig. 9. Min-Cut for  Network based on Max Capacity
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초기치 ⋯     
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-
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-
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-
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-
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∅
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⋯

∑  ∑  

   min cut
⋯



  min   

그림 10.   망의최대수용량-기반최소절단

Fig. 10. Min-Cut for  Network based on Max Capacity

호    ∑ , ∑

초기치 ⋯  
∑     
∑    
  

      -
∑    
  min 

      -   ∑    

    
   




-
-

 
 

∑    ∑    

      -  
∑    
  min 

   ∅  -
∑    
  min 

   min cut    min  

그림 11.   망의최대수용량-기반최소절단

Fig. 11. Min-Cut for  Network based on Max Capacity
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호    ∑ , ∑

초기치      min 

      - 
∑      
  min 

      - ∑  

     ∅ -  ∑  

   min cut   min  

그림 12.   망의최대수용량-기반최소절단

Fig. 12. Min-Cut for  Network based on Max Capacity

호    ∑ , ∑

초기치 ⋯     min 

     - ∑   

    
  




-


 
-

∑  
∑   

    
  
  
  



∅

-

-
-
-
-

 
 

 

∑     ∑     ∑  
∑  

   min cut    min  

그림 13.   망의최대수용량-기반최소절단

Fig. 13. Min-Cut for  Network based on Max Capacity
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그림 14.   망의최대수용량-기반최소절단

Fig. 14. Min-Cut for  Network based on Max Capacity
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    ⋯   - ∑  
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-
-
-
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∅
-
-
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-
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 ∑  

   min cut
⋯
⋯
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그림 15.   망의최대수용량-기반최소절단

Fig. 15. Min-Cut for  Network based on Max Capacity
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호    ∑ , ∑

초기치       min 
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∑      
  min 

    
  
  



∅

-
-
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∑  ∑  ∑  

   min cut     min  

그림 16.   망의최대수용량-기반최소절단

Fig. 16. Min-Cut for  Network based on Max Capacity

호    ∑ , ∑

초기치       min 

    - -   

     - ∑  

       - ∑      

    x - -

    
  


∅

x
 

-
-

-∑     

   min cut    min  

그림 17.   망의최대수용량-기반최소절단

Fig. 17. Min-Cut for  Network based on Max Capacity

호    ∑ , ∑

초기치       min 

     - -   

     - -   

      -  
∑      
  min 

   ∅  - ∑   

   min cut    min  

그림 18.   망의최대수용량-기반최소절단

Fig. 18. Min-Cut for  Network based on Max Capacity

최대 수용량 기반 알고리즘을 12개 망에 적용한 결과 모든

망에서 와  집합을정확히분리할수있었으며, min

를 얻는데 성공하였다. 알고리즘 수행 과정에서 비교되는 호

의 수는 최소  에서 최대  개만이 사용되었다.

제안된 알고리즘은 수행 복잡도가  log로 기존의

Ford-Fulkerson 알고리즘의 증대경로를 찾고 잉여량을 계산

하는 방법에 비해 간단하면서도 min도 제공함을 알

수 있다.

제안된 알고리즘은 13개의 한정된 망에 대해 적용하여 성

능이 우수함을 검증하였다. 추후에는 최소절단 문제가 제기된

기원인냉전시대에 구 소련에서 동구권소련연방의 여러 나라

로물자를철도로수송하는문제[14]에대한 최소절단값을 구

하는데 본 알고리즘을 적용할예정이다. 이 데이터는 구 소련

에는 9개의 공급지가 있는 반면 목적지는 명시되지 않은 경우

로본알고리즘의단일 와단일 가 정해진문제와는차이점

이 있다. 따라서 본 알고리즘을 변형시켜 적용해야 할 것으로

예상된다.

V. 결론 및 추후 연구과제

와 가 주어진망에대한최소 절단을찾는 Ford-Fulkerson

알고리즘은 유동망을 구하고, 단지 에서 로의 증대경로에서

병목지점들을 제시하고 있으며, 최소 절단을 결정하지 못하는

단점이 있었다. 본 논문은 유동망을 구하지 않고 직접 최소절

단을 구하는 알고리즘을 제안하였다. 제안된 방법은 최대 수

용량 호에서는 병목현상이 발생하지 않으며, 최대 수용량 호

의 양 끝단 정점은 하나의 정점으로 통합시킬 수 있다는 특징

에 기반하였다. 따라서 단순히 최대 수용량 호를 인접한

∈ 또는 ∈의 원소로 포함시키는 기준을 적용하여 최

소 절단을 간단히 구하였다. 13개의 한정된 그래프에 대해서

는 제안된 알고리즘의 적합성이 검증되었다. 추후 구 소련의

철도망에 대해 적용성 검증이 필요할 것으로 판단된다.
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