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ABSTRACT

This paper addresses the effect of transverse shear deformation and rotary inertia on the natural 
frequency of beams under axial loads. It has been reported in the author's paper using a finite ele-
ment analysis that the Timoshenko effect in a rotating disk deceases and then increases again with 
increasing rotation speed. To validate the phenomenon, the simply-supported beams under uniform 
tension are selected in this study since they have exact solutions in vibration problem. The results 
show that the axial tension in beams would not make the Timoshenko effect decrease monotonically 
but could make the effect increase again unlike the results reported in the other studies for beams.

* 
1. 서  론

횡전단변형(transverse shear deformation)과 회전

관성(rotary inertia) 효과를 고려한 보의 진동해석은 

일정한 축하중을 받는 보보다는 주로 회전하는 보

에 집중되어 왔다.
Yokoyama(1)는 유한요소법을 이용하여 회전하는 

보의 진동해석을 수행하였다. 그는 비회전 시에는 

회전관성보다는 횡전단변형의 영향이 크지만, 회전 

시에는 원심력에 의한 강성증가 효과로 반대의 경

향이 나타난다고 보고하였다. 그의 연구에서는 이 

논문의 식 (3b)에 제시된 마지막 항인 가 고려

되지 않았으며, 이 항은 보의 휨에 의해 중립면 위

아래 점들의 회전반경이 달라지는 것을 고려하는 

것이다. Du 등(2)은 급수해법을 이용하여 회전 보의 

진동해석을 수행하였으나, 이들 역시 지배방정식에 
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항을 고려하지 않았으며, 회전 속도가 증가함

에 따라 티모센코 효과(횡전단변형과 회전관성의 효

과)가 작게 나타난다는 결론을 내렸다. Banerjee(3)

는 동적강성법을 이용한 급수해법을 적용하여 회전

하는 보의 고유진동수를 구하였다. 그는 이전 논문

들(2,4)에서 항을 고려하지 않았음을 언급하고, 
회전수가 증가할수록 이 영향을 무시할 수 없음을 

제시하였다. 회전 시 오일러 보이론과 티모센코 보

이론의 오차를 조사하기 위해 3차 고유진동수를 비

교하였으며 회전수가 증가함에 따라 오차가 단순하

게 감소한다고 설명하였다. Kaya(5)는 Banerjee(3)와 

같은 지배방정식을 유도하고 미분변환법을 사용하

여 회전보의 진동해석을 수행하였다.
이상에서의 문헌조사에서 살펴본 바와 같이 회

전하는 티모센코 보에 대한 연구들은 해의 정확도

를 높이는데 초점을 맞추어 왔으나 회전수가 증가

함에 따라 횡전단변형과 회전관성의 효과를 정량

적으로 분석하지는 않았다. Kim 등(6)은 극직교 이

방성 민들린(Mindlin) 원판과 고전원판(Kirchhoff)
의 고유진동수 오차가 회전수에 따라 변화하는 양
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상을 살펴보았다. 앞서 설명한 바와 같이 회전이 

보의 휨 강성을 증가시켜 티모센코 보와 오일러 

보의 오차가 감소시키는 것으로 알려져 있었으나, 
원판의 경우에는 회전수가 증가함에 따라 그 오차

가 감소하다 다시 증가하는 특이한 현상이 나타난

다고 보고하였다.
이 연구의 목적은 참고문헌(6)에 보고된 현상이 

회전원판의 복잡한 응력상태에 의한 것인지, 아니면 

이보다 단순한 구조물인 회전보에도 나타나는지를 

조사하는 것이다. 정확한 현상규명을 위해 해석적인 

해가 존재하는 양단 단순지지보에 일정한 축하중이 

작용하는 경우의 고유진동수를 구하였다. 이 연구에

서는 오일러 보, 회전관성만 고려한 보, 횡전단변형

만 고려한 보, 그리고 두 영향을 모두를 고려한 보

(티모센코 보)의 고유진동수를 비교하고 축하중의 

크기에 따른 두 효과의 변화를 고찰하였다.

2. 지배방정식 및 해

2.1 축하중을 받는 보의 운동 방정식
인장 축하중 을 받는 길이 인 보의 휨변형 에

너지 와 횡전단변형 에너지 는 각각 다음과 

같이 주어진다.

  







 



 







 



 (1a)

  








 (1b)

여기서 는 보 단면의 휨 회전각, 는 중립면의 

처짐이고; 는 탄성계수, 는 전단탄성계수이며; 
는 보의 단면적, 는 면적 관성모멘트, 는 전단

보정계수(shear correction factor)이다.
회전수 로 회전하는 보의 운동에너지 는 다

음과 같이 정의된다.

  









 


  
 




 (2)

여기서 는 보의 질량밀도이며, 는 회전관성모멘

트   이다.
식 (1)의 변형에너지 식과 식 (2)의 운동에너지 식

을 해밀튼(Hamilton)의 원리에 적용하면 다음과 같

이 보의 운동방정식을 얻을 수 있다.











 
 





 

(3a)










   (3b)

해석적인 해를 구하기 위해 보가 회전하지 않고 

축하중이 일정하다고 가정하면 식 (3b)의 마지막 항 

가 무시되므로 식 (3a)와 식 (3b)는 다음과 같

은 단일식으로 표현된다. 


 

















 
 











 

(4)

2.2 무차원 고유진동수
식 (4)로 주어진 티모센코 보의 해석적인 해는 양

단이 단순지지된 경우에만 구할 수 있으며 이 경우

에 해는 다음과 같이 가정될 수 있다.

   sin
 cos (5)

여기서 은 보의 길이이며, 은 진동 모드의 차수

이다. 식 (5)를 식 (4)에 대입하면 고유진동수 을 

구할 수 있으며, 결과 분석을 위해 다음과 같이 무

차원 변수들을 도입한다.

 
 ,  


,  




,  


(6)

식 (6)에서 은 무차원 축하중이며, 회전하는 경

우에는 무차원 회전수에 해당하는 를 변수로 사용

할 수 있다. 은 보의 무차원 세장비(slenderness 
ratio)로서 작아질수록 짧은 보를 나타낸다. 은 휨

강성 대 횡전단강성의 비를 나타낸다. 는 무차원 

고유진동수를 뜻한다.
무차원 고유진동수 는 횡전단변형(transverse shear 

deformation : SD)과 회전관성(rotary inertia : RI) 및 

이들의 연성효과(coupling) 고려 여부에 따라 다음과 
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같이 5가지로 구분된다.
i)  ,    : Euler beam


      (7)

ii)  , ≠ : Euler beam + RI


 


 

(8)

iii) ≠,    : Euler beam + SD


 


  

(9)

iv) ≠, ≠ : Euler beam + SD + RI(no 
coupling between SD and RI))


 

 
  

(10)

v) ≠, ≠ : Euler beam + SD + RI(full 
Timoshenko)


  

 






 





 




 

 


 





 



















 







(11)

식 (10)의 
과 식 (11)의 

의 차이는 식 (4)의 

마지막 항 





의 고려 여부이며, 이 항은 횡

전단변형과 회전관성의 연성효과를 나타낸다.

3. 계산결과 및 검토

횡전단변형과 회전관성 효과는 다음과 같이 고유

진동수 오차를 기준으로 평가되었다.




× (12)

여기서 값으로 , , , 를 사용함에 따라 

는 각각 , , , 로 표현된다.

이 논문의 계산에는 금속 재료로 이루어진 직사

각형 단면에 해당하는  = 3.2를 사용하였다. 
일반적으로 티모센코 효과에 대한 연구들은 대부분 

회전하는 보를 다루므로, 무차원 축하중  대신 무

차원 회전수에 해당하는 를 변화시켜가며 그 효과

를 살펴보았다. 그리고 세장비에 따라 축하중이 티

모센코 효과에 미치는 영향을 살펴보기 위해  = 
0.001, 0.01, 0.05로 변화시켜가며 해석을 수행하였다. 

Fig. 1 ~ Fig. 4에는 회전수 의 변화에 따라  = 
0.001인 보의 고유진동수가 그림 (a)에, 횡전단변형 

및 회전관성 효과가 그림 (b)에 각 모드별로 도시되

어 있다. 가 증가함에 따라 고유진동수는 증가하고 

있으며 티모센코 효과를 나타내는 오차 는 모든 

모드에 대해 매우 작은 값이다. 회전관성 효과 는 

에 무관하게 일정하게 나타나고 있음을 알 수 있

는데 이는 식 (12)의 가 의 함수가 아니기 때문

이다. 횡전단변형 효과 는 이전의 연구자들의 연

구결과와 마찬가지로 가 증가함에 따라 감소하여 

충분히 큰 에서는 영에 접근하고 있다. 연성 효과

를 무시한 티모센코 효과 는 가 증가함에 따라 

감소하다가 미미하게 증가하고 있다. 이 현상은 제

시된 영역에서 첫 번째 모드와 두 번째 모드에서만 

확인되지만, 를 증가시켜 보면 고차 모드에서도 나

타난다. 연성효과를 고려한 티모센코 효과 는 제

시된 영역 내에서 가 증가함에 따라 단조감소하는 

현상을 보여주고 있다. 그러나 이 작을지라도 값이 

커서 횡전단변형을 무시할 수 없다면, 충분히 큰 값

에서 가 다시 증가할 수 있다. 가 증가함에 따라 

횡전단변형 효과가 더욱더 작아지는데 이는 인장하

중에 의한 휨강성 증가(stiffening)로 인해 횡전단변

형이 상대적으로 작아지기 때문이다.
 = 0.01인 보의 고유진동수 및 티모센코 효과를 

Fig. 5 ~ Fig. 8에 모드별로 제시하였다. 고유진동수

는  = 0.001인 경우와 큰 차이 없이 가 증가함에 

따라 비슷한 양상으로 증가하고 있으나  = 100 부

근에서 세번째 모드와 네번째 모드의 가 약간 낮

게 평가되고 있다. 각 모드별로 횡전단변형과 회전

관성 효과는  = 0.001인 경우보다 증가하였다. 특히 

연성효과를 무시한 티모센코 효과 는 가 증가함

에 따라 감소하다 증가하지만 연성효과를 고려한 

티모센코 효과 는 구간 내에서 감소하고 있어 



축하중이 티모센코 보의 고유진동수에 미치는 영향

한국소음진동공학회논문집/제 21 권 제 6 호, 2011년/583

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

50

100

150

200

250

300

350

400
μ

η

  μE

  μ
I

  μS

  μ
SI

  μT

(a) Natural frequency

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0.000

0.001

0.002

Er
ro

r (
%

)

η

  EI

  ES

  E
SI

  ET

(b) Error in natural frequency 
Fig. 1 Natural frequency and its error of rotating beam with  :  
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(b) Error in natural frequency 
Fig. 2 Natural frequency and its error of rotating beam with  :  
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(b) Error in natural frequency
Fig. 3 Natural frequency and its error of rotating beam with  :  
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(b) Error in natural frequency 
Fig. 4 Natural frequency and its error of rotating beam with  :  
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(b) Error in natural frequency
Fig. 5 Natural frequency and its error of rotating beam with  :  
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(b) Error in natural frequency
Fig. 6 Natural frequency and its error of rotating beam with  :  
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(b) Error in natural frequency
Fig. 7 Natural frequency and its error of rotating beam with  :  
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(b) Error in natural frequency
Fig. 8 Natural frequency and its error of rotating beam with  :  
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(b) Error in natural frequency  
Fig. 9 Natural frequency and its error of rotating beam with  :  
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(b) Error in natural frequency  
Fig. 10 Natural frequency and its error of rotating beam with  :  
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(b) Error in natural frequency
Fig. 11 Natural frequency and its error of rotating beam with  :  
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(b) Error in natural frequency
Fig. 12 Natural frequency and its error of rotating beam with  :  
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연성효과를 고려해야 함을 알 수 있다.
마지막으로  = 0.05인 보의 고유진동수 및 티모

센코 효과를 Fig. 9 ~ Fig. 12에 나타내었다. 앞서의 

경우와 달리 세장비가 상대적으로 작은 경우이므로 

횡전단변형과 회전관성 효과가 크게 나타나고 있다. 
이 효과들로 인해 와 는 값이 증가함에 따라 

증가하지 않고 일정한 값으로 수렴함을 보여주고 

있다. 고유진동수 오차를 살펴보면 의 변화에 앞

의 경우와 다른 경향이 나타나고 있다. 즉 값이 증

가함에 따라 가 감소하다 증가하고 있다. 고차 

모드로 갈수록 작은 에서 증가하기 시작한다. 이는 

앞서 언급한 참고문헌(6)에 보고된 회전 원판에서 나

타나는 현상과 같은 결과이다. 이 연구에서는 일정

한 축하중을 받는 보의 해석적인 해를 구하여 축하

중의 존재가 티모센코 효과를 단순하게 감소시키지 

않음을 입증하였다.

3. 결  론

이 연구에서는 회전 원판에서 회전수가 증가함에 

따라 티모센코 효과가 감소하다 증가하는 현상을 

규명하기 위해 정해가 존재하는 축하중이 단순지지

보의 고유진동수에 미치는 영향을 조사하였다.
축하중이 증가함에 따라 세장비가 큰 보는 티모

센코 효과가 감소하는 경향을 보이나 세장비가 작

은 보는 상대적으로 작은 축하중에서 티모센코 효

과가 다시 증가하는 현상을 보임을 확인할 수 있었

다. 이는 회전수의 증가에 따라 티모센코 효과가 감

소한다는 이전의 연구들이 제시한 결과와는 다른 

결과이며 이 연구에서 처음으로 제시하였다.
이 연구는 일정한 축하중을 받는 단순지지보에 

국한되었으나, 차후에 외팔보에 대해서 회전이 티모

센코 효과에 미치는 영향을 유한요소 해석을 통해 

연구를 진행할 예정이다.
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