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합성된평균과분산을가진군집식별

김승구1,a

a상지대학교컴퓨터데이터정보학과

요약

본논문에서는자료내의군집중에 ‘父군집’과 ‘母군집’이라부르는두군집사이에,합성된평균과분
산을가지는 ‘합성군집’즉 ‘자식군집’이라부르는한군집이있을경우에주목하여, 그들의관계를평균과
분산에 관해 모형화하고 각각의 군집을 식별하는 방법을 제공하였다. 관측치는 정규혼합모형을 따른다고
가정하고, EM알고리즘을통해모형추정을시도하였다. 추정과정에여러난제가있었으나,근사적방법으
로비교적잘극복할수있었다. 그리고수치실험을통해제안방법은성공적으로주어진세군집즉 ‘군집
族’을식별할수있음을보였다.

주요용어: 합성군집,파생강도,군집족,정규혼합모형, EM알고리즘.

1. 서론

군집분석후분류된군집들을면밀히살펴보면, 서로멀지않은두군집사이중간에끼여있는한
군집을종종발견하게된다. 저자는이세군집이모수에관해합성된어떤관계로이루어진것일수
도있다는생각을해보았다. 특히, 만약그중간군집의산포정도가두군집중최소한한개의군집
의그것보다작아보이면서가까이있는쪽과유사해보인다면다음과같은관계로서세군집을설명해
볼수있을것이다. 즉,두군집 G1, G2는각각정규분포 N(µ1, σ

2
1)과 N(µ2, σ

2
2)으로부터생성되었고,두

군집사이에낀중간군집 G3는평균과분산이각각 µ3 = αµ1 + (1 − α)µ2 및 σ2
3 = α

2σ2
1 + (1 − α)2σ2

2

인 N(µ3, σ
2
3)으로부터생성되었다고가정하는것이다. 여기서 α는 (0, 1) 사이의값이다. 이로써평균

µ3는 µ1과 µ2 사이값을가지게될것이고, 분산 σ2
3도역시 max(σ2

1, σ
2
2)보다작은값을가지게될것이

며, α가 1에가까울수록 G1에그리고 0에가까울수록 G2의산포와비슷할것이다. 앞으로편의를위해
G1과 G2를각각 ‘父군집’과 ‘母군집’이라하고, G3를 ‘자식군집’이라부르겠으며,이세군집을합쳐
‘군집族’이라하겠다. 그리고 α를 ‘파생강도’라부를것이다. 이를테면, α = 0.4인경우자식군집은
부군집과모군집으로부터각각 40%와 60%의영향을받아 (혹은닮아서)부모군집의평균과분산에
관해합성된특성을가지며파생된집단이라고해석할수있을것이다. 본연구의목적은자료로부터
이와같은군집족의세군집을동시에식별하고파생강도를추정하는것이다. 여러군집중에서군집
족을파악하고,이에더하여파생강도를제공할수있다면군집분석으로부터얻을수있는정보를더욱
풍부하게해줄것으로기대한다.
정규혼합모형(normal mixture model)은거의모든응용분야에서, 특히마이크로어레이유전자발

현자료분석에서군집분석의표준적도구로사용되고있다 (Wang과 Zhu, 2008; Ng 등, 2006; 김승구,
2007). 본논문에서도역시정규혼합모형위에군집족을식별하기위한설계를하게될것이다. 그리
고모형을추정하기위해 Dempster등 (1977)의 EM(expectation- maximization)알고리즘을이용했다.

본연구는상지대학교 2010년도연구비지원에의해수행되었음.
1 (110-302)강원도원주시우산동 660,상지대학교컴퓨터데이터정보학과,교수. E-mail: sgukim@sangji.ac.kr



392 김승구

저자는본논문의연구목적과관련된사전연구를거의찾을수없었다. 굳이비슷한경우를들자
면 Wang과 Cohen (2005) 및 Levin 등 (2008)의 영상 매팅(image matting) 연구 사례에서 찾을 수 있
었는데, 이것은영상의전경영역(forward area) G1과후경영역(backward area) G2 사이의경계부분인

G3에서투명도 α를화소별로추정하는것이목적이다. 그러나영상매팅에서는영상이오직세화소집
단 G1, G2, G3로분할되어있어야하며,각집단은사전에구체적으로파악되어있어야한다는점이본
연구의목적과차이가있다.
다음절에서는우리의군집족을식별하기위한정규혼합모형을설명하며,이모형에대한諸조건

을설명한다. 3절에서는모형추정을위한 EM알고리즘을제공하며, 4절에서는수치실험을통해제안
된방법의유효성을제공할것이다. 5절에서는결론을정리하고,제안된방법의한계점과추가연구되
어야할점들을토의한다.

2. 모형

독립적으로관측된 n개의자료 y1, . . . , yn은 g개의군집으로분할될수있고, 그중 3개가부군집,
모군집및자식군집이라하자. 이를모형으로표현하기위해

f (y j; θ) =
2∑

j=1

πiϕ
(
y j; µi, σ

2
i

)
+ π3ϕ

(
y j; µ3, σ

2
3, α

)
+

g∑
i=4

πiϕ
(
y j; µi, σ

2
i

)
, j = 1, . . . , n (2.1)

과 같은 g-성분 정규혼합모형으로 나타내자. 여기서 θ =
{
{πi} , {µi} ,

{
σ2

i

}
, α

}
인 모수 집합이며, πi(>

0)는혼합비율로서 π1 + · · · + πg = 1을만족한다. 그리고

µ3 = αµ1 + (1 − α)µ2, (2.2)

σ2
3 = α

2σ2
1 + (1 − α)2σ2

2 (2.3)

의관계를가진다. 단, α ∈ (0, 1)을만족한다. 한편,모형 (2.1)에서부군집,모군집및자식군집에대
응한혼합성분을각각제1, 제2, 제3 성분에위치하게했는데, 이렇게설정해도본논문에서일반성을
잃지않는다. 따라서부군집,모군집,자식군집은각각제1,제2,제3군집으로식별하게될것이다.

2.1. 가정들

본논문에서는 µ1 , µ2를가정한다. 왜냐하면 µ1 = µ2
let
= µ라면조건 (2.2)로부터파생강도 α와관

계없이 µ3 = µ가되어연구의목적이성립되지않기때문이다. 다시말해서우리의문제는 µ1과 µ2 사

이의중간군집이존재해야하는데, µ1 − µ2 = 0이라면문제의의미를상실하게된다. 아울러우리는
α , 0그리고 α , 1을가정하고있다. 그이유는만약 α = 0이면조건 (2.2)–(2.3)으로부터 µ3 = µ2가

되고 σ2
3 = σ

2
2이되는데,이경우식 (2.1)의모형은식별가능하지않게된다. 그리고 α = 1인경우도마

찬가지이다. 혼합모형의식별가능성(identifiability)에대한자세한내용은 Titterington 등 (1994)를참
조하기바란다.

2.2. 성분의개수결정

본논문에서정규혼합모형의성분의개수는 BIC(Bayesian Information Criterion; Schwarz, 1978)

−2L
(
θ̂
)
+ ν(g) log(n) (2.4)

을최소로하는 g로서결정하게될것이다. 여기서 L(θ̂)은 θ̂에서계산된로그-우도이며 (식 (3.1)에서
정의될것임), ν(g)는자유모수의개수로서, 우리의모형은표준정규혼합모형에비해 (2.2)와 (2.3)의
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두제약이있고, α가추가되므로표준정규혼합모형의자유모수의개수에서 1를빼야할것이다. 즉,
ν(g) = 3g − 2이다.

3. EM알고리즘에의한모형추정

조건 (2.2)–(2.3)과 0 < α < 1의제약하에서,모수 θ의최우추정치를구하기위해로그-우도

L(θ) =
n∑

j=1

log
g∑

i=1

πiϕ
(
y j; µi, σ

2
i , α

)
(3.1)

를직접최대화하는것은쉽지않다. 그래서보통관측치 y j가 i번째성분으로부터의표본이면 (z j)i =

zi j = 1그렇지않으면 0을나타내는지시변수라놓고, z = (zT
1 , . . . , zT

n )T를결측자료그리고 (yT , zT )T를

완비자료로설정하는데,이때 EM알고리즘에서는반복 (t + 1)에서불완비자료 y에대한완비자료의
로그-우도의조건부기대값

Q
(
θ
∣∣∣θ(t)

)
=

n∑
j=1

log πi

g∑
i=1

τi j log ϕ
(
y j; µi, σ

2
i , α

)
(3.2)

을최대화한다. 여기서

τi j = E
(
Zi j|y j, θ

(t)
)
= Prθ(t)

{
Zi j = 1

∣∣∣y j

}
=

πiϕ
(
y j; µi, σ

2
i , α

)
∑g

h=1 πhϕ
(
y j; µh, σ

2
h, α

) , i = 1, . . . , g (3.3)

로서관측치 y j가 i번째성분에속하게될사후확률을의미하게된다. 이최대화과정을충분히반복하
면 θ(t)는 (국소)최우추정치에도달하게된다.
이제주어진목표는조건 (2.2)–(2.3)과 0 < α < 1의제약하에서식 (3.3)를최대화하는추정치

π(t+1)
i , µ(t+1)

i , σ(t+1)
i 및 α(t+1)를구하는것인데,우선제약과무관한혼합비율추정치는

π(t+1)
i =

∑n
j=1 τ

(t+1)
i j

n
, i = 1, . . . , g (3.4)

단,

τ(t+1)
i j =

π(t)
i ϕ

(
y j; µ

(t)
i , σ

2(t)
i , α(t)

)
∑g

h=1 π
(t)
h ϕ

(
y j; µ

(t)
h , σ

2(t)
h , α(t)

) , i = 1, . . . , g; j = 1, . . . , n (3.5)

과같이얻을수있다 (McLachlan과 Peel, 2000). 그리고나머지추정치에대해서는아래에소절로나
누어차례로제공할것이다.

3.1. µi의추정

잠시표기의간편함을위해반복첨자 (t)는생략하기로하자. 제약 αµ1 + (1 − α)µ2 − µ3 = 0하에서
목적함수 (2.2)의 µi에관한최대화는라그랑지배수(Lagrange’s multiplier) λ에대하여

Qλ

(
µ1, . . . , µg, λ

∣∣∣θ(t)
)
∝ −1

2

n∑
j=1

g∑
i=1

τi j
(y j − µi)2

σ2
i

+ λ

3∑
i=1

viµi, (3.6)
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을 (µi, λ)에관하여최대화하는문제가된다. 단, v1 = α, v2 = 1 − α 및 v3 = −1을나타낸다. 우선
µ4, . . . , µg에대해서는제약이없으므로 λ = 0으로생각하면된다. 이때 0 = ∂Q0/∂µi으로부터

µi =

∑n
j=1 τi jy j

τi·

let
= ȳi, i = 4, . . . , g (3.7)

을얻을수있다. 단, τi· =
∑n

j=1 τi j을나타낸다.
이제 µ1, µ2, µ3에대하여, 0 = ∂Qλ/∂µi ∝

∑n
j=1 τi j(y j − µi) + λviσ

2
i =

∑n
j=1 τi jy j + λviσ

2
i − µiτi·으로부

터

µi =

∑n
j=1 τi jy j

τi·
+ λvi

σ2
i

τi·

 = ȳi + λviξi (3.8)

의 先 결과를 얻을 수 있다. 여기서 ξi = σ2
i /τi·를 나타낸다. 그리고 0 = ∂Qλ/∂λ =

∑3
i=1 viµi =∑3

i=1 viȳi + λ
∑3

i=1 v2
i ξi으로부터 λ = −∑3

i=1 viȳi/
∑3

i=1 v2
i ξi을얻게되는데, 이것을 (3.8)의선결과에대

입하면,

µi = ȳi − viξi

∑3
h=1 vhȳh∑3
h=1 v2

hξh

 , i = 1, 2, 3 (3.9)

을얻게된다. 이결과로부터 (양변에 vi를곱하고
∑3

i=1을취하면)제약조건 v1µ1 + v2µ2 + v3µ3 = 0이
만족됨을확인할수있다. 결국식 (3.7)과 (3.9)로부터 (t + 1)번째반복에서

µ(t+1)
i = ȳ(t+1)

i − v(t+1)
i ξ(t+1)

i


∑3

h=1 v(t+1)
h ȳ(t+1)

h∑3
h=1

(
v(t+1)

h

)2
ξ(t+1)

h

 , i = 1, 2, 3 (3.10)

= ȳ(t+1)
i , i = 4, . . . , g (3.11)

를계산한다. 단, ξ(t+1)
i = σ2(t+1)

i /τ(t+1)
i· 을나타낸다.

3.2. σ2
i의추정

잠시표기의간편함을위해반복첨자 (t)는생략하기로하자. 제약 α2σ2
1 + (1 − α)2σ2

2 − σ2
3 = 0하

에서목적함수 (2.2)의 σ2
i에관한최대화는라그랑지배수 λ에대하여

Qλ

(
σ2

1, . . . , σ
2
g, λ

∣∣∣θ(t)
)
∝ −1

2

n∑
j=1

g∑
i=1

τi j logσ2
i −

1
2

n∑
j=1

g∑
i=1

τi j
(y j − µi)2

σ2
i

+ λ

3∑
i=1

wiσ
2
i , (3.12)

을 (σ2
i , λ)에관하여최대화하는문제가된다. 여기서 w1 = α

2, w2 = (1 − α)2 및 w3 = −1을나타낸다.
먼저 σ2

4, . . . , σ
2
g에대해서는제약이없으므로 λ = 0으로생각하고 0 = ∂Q0/∂σ

2
i으로부터

σ2
i =

∑n
j=1 τi j(y j − µi)2

τi·

let
= S 2

i , i = 4, . . . , g (3.13)

을얻을수있다. 단, τi· =
∑n

j=1 τi j을나타낸다.
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다음으로 σ2
1, σ2

2, σ2
3에대하여우도방정식은

0 =
∂Qλ

∂σ2
i

= −τi·σ
2
i +

n∑
j=1

τi j(y j − µi)2 + 2λwi

(
σ2

i

)2

=

(
2λwi

τi·

) (
σ2

i

)2 − σ2
i + S 2

i (3.14)

과같이 σ2
i의 2차방정식이므로근의공식을이용하여두해 σ2

i (λ) = {1 ±
√

1 − 8λwiS 2
i /τi· }/{4λwi/τi·}

중양의해를선택하여구할수있을것이다. 그러나두해중에양의실수해를명시적으로결정한다
는것은도대체쉬워보이지않으며, 혹시결정할수있다하더라도라그랑지배수 λ가분모와분자에

서로다른차원으로존재하고있기때문에최종해는표현가능하게풀리지않을것이분명하다. 그래
서본연구에서는대안으로발견적방법으로서근사적인기술을적용하고자한다. 즉, Green (1990)의
OSL(one-step-late)추정방식과유사하게제약항의 (편)미분항에 (σ2

i )2 대신 (3.14)을근사적으로만족
하는이전단계에서양의값을가지는어떤 A(t)를고려하자. 즉,

0 =
∂Qλ

∂σ2
i

≈
(

2λwi

τi·

)
A(t) − σ2

i + S 2
i (3.15)

로부터선결과를얻는것이다. 결국,

σ2
i = λ2wiη

(t)
i + S 2

i (3.16)

를 얻게 된다. 단, η(t)
i = A(t)/τi·를 나타낸다. 그리고 0 = ∂Qλ/∂λ =

∑3
i=1 wiσ

2
i = 2λ

∑3
i=1 w2

i η
(t)
i +∑3

i=1 wiS 2
i으로부터

λ = −1
2

∑3
i=1 wiS 2

i∑3
i=1 w2

i η
(t)
i

를얻게되고,이것을식 (3.16)에대입하면,

σ2
i = S 2

i − wiη
(t)
i

 ∑3
h=1 whS 2

h∑3
h=1 w2

hη
(t)
h

 , i = 1, 2, 3 (3.17)

와 같이 결정된다. 이 결과로부터 (양변에 wi를 곱하고
∑3

i=1을 취하면) 제약 조건 w1σ
2
1 + w2σ

2
2 +

w3σ
2
3 = 0이만족됨을확인할수있다. 그리고 EM알고리즘이수렴한다면, σ2

i → S 2
i이되고 w1S 2

1 +

w2S 2
2 + w3S 2

3 = 0을만족하게됨으로써, λ = 0이실현되며결국식 (3.17)에서 σ2
i = S 2

i > 0이되어비음
의조건을만족하게된다.
이제 문제는 A(t)의 선택이다. 후보로서 σ2(t)

i 이나 µ4(t)
i , 심지어 |µ(t)

i |도 후보가 될 수 있다. 이 모
든후보들에대해 EM알고리즘은원하는값은아닐지라도어떤한점으로수렴하였다. 직관적으로는
(σ2(t)

i )2이가장유력한후보였지만예상외로 A(t) = S 2(t)
i 일때가장정확한값으로수렴하였다.

이상의결과를정리하면다음과같다. 식 (3.13)과 (3.17)으로부터, (t + 1)번째반복에서

σ2(t+1)

i = S 2(t+1)

i − w(t+1)
i η(t)

i

∑3
h=1 w(t+1)

h S 2(t+1)

h∑3
h=1 w2(t+1)

h η(t)
h

 , i = 1, 2, 3 (3.18)

= S 2(t+1)

i , i = 4, . . . , g (3.19)

를계산한다. 단, η(t)
i = S 2(t)

i /τ(t+1)
i· 을나타낸다.
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3.3. α의추정

잠시표기의간편함을위해반복첨자 (t)는생략하기로하자. 이제 α에대한로그-우도는

Q
(
α
∣∣∣θ(t)

)
∝ −1

2

n∑
j=1

τ3 j log
{
σ2

3(α)
}
− 1

2

∑n
j=1 τ3 j

{
y j − µ3(α)

}2

σ2
3(α)

(3.20)

과같이주어진다. 단, µ3(α) = αµ1 + (1 − α)µ2 및 σ2
3(α) = α2σ2

1 + (1 − α)2σ2
2을나타낸다. 이제우리는

0 < α < 1의제약하에서식 (3.20)를 α에관하여최대화해야한다. 이때다소지루한과정을거쳐

0 =
∂Q

(
α
∣∣∣θ(t)

)
∂α

∝ −(µ1 − µ2) {ȳ3 − µ3(α)} +
{
α
(
σ2

1 + σ
2
2

)
− σ2

2

} 1 − S 2
3(α)

σ2
3(α)

 (3.21)

let
= g(α)

과같이편미분을얻을수있다. 그런데 g(α)는 α의비선형함수로서명시적해를제공하지않는다. 그
래서본연구에서는먼저다음과같이 Newton알고리즘을고려하였다. 즉, EM알고리즘의 (t + 1)번째
반복에서 α(t:0) = α(t)를초기치로하여

α(t:ℓ+1) =

(
α(t:ℓ) − g(α(t:ℓ))

g′(α(t:ℓ))

)
+

(3.22)

를충분히반복한후 α(t+1) = α(t:ℓ+1)을얻었다. 여기서 (x)+ = max(0+,min(x, 1−))로서 0 < α < 1의제
약을충족시키기위함이다. 여기서도함수 g′(α)는

g′(α) = (µ1 − µ2)2 +
(
σ2

1 + σ
2
2

) 1 − S 2
3(α)

σ2
3(α)

 − {
α
(
σ2

1 + σ
2
2

)
− σ2

2

} S 2
3(α)

σ2
3(α)

′
이며, S 2

3(α)

σ2
3(α)

′ = − 2
σ2

3(α)

(µ1 − µ2) {ȳ3 − µ3(α)} +
{
α
(
σ2

1 + σ
2
2

)
− σ2

2

} S 2
3(α)

σ2
3(α)


이다.
이 Newton 알고리즘은 경우에 따라 매우 많은 반복을 요구하였고, 종종 그릇된 수렴값을 제공하

였다. 또한 보통 EM 알고리즘 내에 추가적인 반복 알고리즘 두는 것을 피하는 경향이 있으므로, 본
연구에서는 반복을 필요로 하지 않는 근사적인 방법을 고려해 보았다. 식 (3.21)에서 S 2

3(α)/σ2
3(α) ≈

S 2(t)
3 /σ2(t)

3 를대입하여 α에대해풀면,

α(t+1) =

(
µ(t)

1 − µ
(t)
2

) (
ȳ(t)

3 − µ
(t)
2

)
+ σ2(t)

2

[
1 − S 2(t)

3 /σ2(t)
3

]
(
µ(t)

1 − µ
(t)
2

)2
+

(
σ2(t)

1 + σ2(t)
2

) [
1 − S 2(t)

3 /σ2(t)
3

] (3.23)

와같은해를얻을수있다. 이추정치는 EM알고리즘이수렴하면함께수렴하며,만약자식군집의중
심위치가부군집과모군집사이에있다면,그수렴값은제약조건 0 < α(t+1) < 1를만족한다. 이를증
명해보자.
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ȳ(t)
3 = µ

(t)
3 이고 S 2(t)

3 = σ2(t)
3 를만족할정도로 EM알고리즘이충분히수렴하였다하자. 이때가정에

의해 µ(t)
1 − µ

(t)
2 , 0이므로,식 (3.23)는

α(t+1) =
µ(t)

3 − µ
(t)
2

µ(t)
1 − µ

(t)
2

(3.24)

=

{
α(t)µ(t)

1 +
(
1 − α(t)

)
µ(t)

2

}
− µ(t)

2

µ(t)
1 − µ

(t)
2

= α(t) µ
(t)
1 − µ

(t)
2

µ(t)
1 − µ

(t)
2

= α(t) (3.25)

이된다. 우선식 (3.25)로부터 α(t+1) − α(t) = 0이므로결국수렴하게됨을알수있다. 또한자식군집
의위치가부군집과모군집사이에서위치하고있다면 µ(t)

3 는두점 (µ(t)
1 , µ

(t)
2 ) 사이의내점이므로, 식

(3.24)에서 µ(t)
1 과 µ(t)

2 의대소관계와상관없이 0 < α(t+1) < 1을만족한다.
식 (3.23) 추정치는 Newton 반복값을사용하였을때보다훨씬안정적이며, 정확하고빠른수렴속

도를보였다. 따라서다음절실험에서는 α의추정을위해식 (3.23)를이용하였다.
지금까지 이 절에서 제공한 µ(t+1)

i , σ(t+1)
i 및 α(t+1)에 대한 추정 방식은 동시에 결정하였다기 보다

는 나머지들이 주어졌을 때 조건부로 추정한 것이다. 따라서 엄밀히 말해 우리의 EM 알고리즘은

Meng과 Rubin (1993)의 ECM(expectation-conditional maximization)알고리즘이라할것이다. 이알고
리즘역시단조수렴성을보장한다.

4. 수치실험

이 절에서는 부 군집, 모 군집 및 자식 군집 그리고 한 개의 기타 군집의 정규모집단으로부터 각
각 생성한 자료에서 제안된 방법이 군집 족을 얼마나 잘 식별하는지를 실험할 것이다. 부 군집의 모
평균과 모분산은 각각 µ1 = −3.5,−7,−14 및 σ2

1 = 1, 그리고 모 군집에 대해서는 µ2 = 3.5, 7, 14 및
σ2

2 = 4으로하였다. 그래서부군집과모군집과의거리가 “가까울때”, “보통일때”, “멀때”를각각
µ2 − µ1 = 7, 14, 28로정하여실험한다. 이때자식군집의모평균과모분산은 µ3 = α(−7) + (1 − α)(7)과
σ2

3 = α2(1) + (1 − α)2(4)로계산되며, α 값에따라자식군집으로서다양한자료가만들어지게될것
이다. 그리고 기타 군집의 모평균과 모분산을 µ4 = µ2 + 8 및 σ2

4 = 5로 하여 위치와 산포를 모 군
집과 비슷하게 함으로써 구분을 어렵게 하였다. 자료의 개수 n = 1000개로 하되, π1 = π2 = 0.30,
π3 = 0.25, π4 = 0.15로하여부군집과모군집의각모집단에서각각 300개씩,자식군집의모집단으로
부터 250개그리고기타군집의모집단으로부터 150개의표본을생성하였다. 이제파생강도 α를 0.2,
0.5, 0.8에대해제안된방법이군집족을얼마나잘식별하는지실험에보도록할것이다.
정규혼합모형의 적합을 통해 우리는 사후확률 추정치(엄격히 말하면, 결측 자료 zi j의 대체값)

τ̂h j를얻을수있다. 이때최대사후확률추정치의레이블로서관측치들을 g개의군집으로분류할수도
있고(outright clustering),혹은 τ̂h j를자체를제공하여관측치 j가군집 i에속할정도를파악하게할수
도있다(probabilistic clustering). 저자는후자의방법을선택할텐데, 본연구에서는단변량자료를다
루고있으므로 n · g개의 τ̂h j를모두나열하는대신,자료의경험분포에서추정된정규혼합모형 (2.1)이
얼마나잘적합되었는지그리고부군집,모군집,자식군집의자료를얼마나잘식별하고있는지를살
피는것으로충분할것이다.
설명을위해그림 1의첫번째에파생강도 µ2 − µ1 = 14이며 α = 0.5일때생성된자료들의경험분

포를나타내었다. 군집족의구성원각각과기타군집이비교적잘분리되어있어보인다 (Father: 부
군집, Mother: 모군집, Son: 자식군집, Other: 기타군집). 그러나현실에서는 4개의군집중어느 3
군집이군집족인지알기는어렵다. 아마군집족을구성할수있는가능한가지수는 8가지가될것이
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그림 1: 군집족식별결과. 제1행은 µ2 − µ1 = 14및 α = 0.5일때생성된예시자료. 제2, 3, 4행은각각
모군집과 부군집의 모평균 차이가 µ2 − µ1 = 7, 14, 28일때의결과이며, 제1, 2, 3열은파생강도가각각
α = 0.2, 0.5, 0.8일때의결과들이다. 마커 +, ◦, ×를가진실선및마커가없는실선은각각 π̂iϕ(y; µ̂i, σ̂

2
i ) (i =

1, 2, 3, 4)를 그린 것으로서 각각 식별된 부 군집, 모 군집, 자식 군집 및 기타 군집을 나타내며, 검정색
점선은이들의합으로서추정된혼합모형을나타낸다.

며,그중하나만이참군집족이다. 자료내에군집이많을경우,표준적인군집분석후탐색적방법으
로참군집족을식별하기란매우어려울것으로판단된다.

그림 1의제2, 3, 4행은각각모군집과부군집의모평균차이가 µ2 − µ1 = 7, 14, 28일때의결과이
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표 1: 모수추정결과. G1: 부군집, G2: 모군집, G3: 자식군집, G4: 기타군집. 군집별 (부군집평균,
모군집평균): (µ1, µ2)= (−3.5, 3.5), (−7, 7)및 (−14, 14)이며, µ3 = α(µ1) + (1 − α)(µ2)이고 µ4 = µ2 + 8이다.
군집별모분산(σ2

i ): 1, 4, α2(1) + (1 − α)2(4),및 5이다. 군집별혼합비율(πi): 0.3, 0.3 0.25, 0.15이다.
자료의총개수단, n = 1000이다.

평균사이거리 파생강도
추정치

군집
α추정치|µ2 − µ1 | α G1 G2 G3 G4

7

0.2
µ̂i −3.4579 3.7148 2.3626 11.3916

0.1885σ̂2
i 0.8817 4.0556 2.5594 3.5656
π̂i 0.3106 0.1852 0.3444 0.1598

0.5
µ̂i −3.4435 3.7993 0.1876 11.5684

0.4987σ̂2
i 1.1561 2.4572 0.9051 4.9279
π̂i 0.3146 0.2640 0.2702 0.1511

0.8
µ̂i −3.5983 3.5005 −1.8832 11.7411

0.7584σ̂2
i 0.7182 4.7797 0.6921 5.1824
π̂i 0.3064 0.3182 0.2357 0.1397

14

0.2
µ̂i −7.0003 7.8098 4.9167 15.0767

0.1953σ̂2
i 0.9096 5.7105 3.7321 3.7686
π̂i 0.3000 0.2054 0.3663 0.1283

0.5
µ̂i −7.0425 6.9263 0.0604 14.8529

0.4915σ̂2
i 1.0467 4.2573 1.3536 6.4332
π̂i 0.2999 0.2929 0.2490 0.1582

0.8
µ̂i −7.0447 7.0047 −4.3109 15.0263

0.8054σ̂2
i 1.1334 3.4537 0.8660 5.2346
π̂i 0.2747 0.3033 0.2752 0.1467

28

0.2
µ̂i −14.0280 13.9031 8.5491 22.0364

0.1917σ̂2
i 0.8762 3.8171 2.5262 4.2544
π̂i 0.3000 0.3086 0.2444 0.1471

0.5
µ̂i −13.9752 13.9059 0.0831 21.6295

0.4958σ̂2
i 0.9294 4.1922 1.2943 6.0426
π̂i 0.3000 0.2889 0.2500 0.1611

0.8
µ̂i −13.9939 13.9023 −8.3628 21.9121

0.7981σ̂2
i 1.0324 4.3721 0.8358 4.5267
π̂i 0.2994 0.3012 0.2506 0.1488

며, 제1, 2, 3열은파생강도가각각 α = 0.2, 0.5, 0.8일때의결과들을나타낸것이다. 마커 +(파랑색),
◦(빨강색), ×(초록색)를가진실선및마커가없는실선(검정색)은각각 π̂iϕ(y; µ̂i, σ̂

2
i ) (i = 1, 2, 3, 4)를그

린것으로서각각식별된부군집, 모군집, 자식군집및기타군집을나타내며, 검정색점선은이들의
합으로서추정된혼합모형을나타낸다.

모든경우에있어서군집족의구성원을각각잘식별되고있으며,자료의경험분포도추정된혼합
모형으로양호하게적합되고있음을알수있다. 표 1은 µ2 − µ1 = 7, 14, 28 각각의경우에대하여각
각 α = 0.2, 0.5, 및 0.8에서의모수추정의결과를제공하고있다. 부군집과모군집의거리가가까운
µ2 − µ1 = 7일때 α = 0.2및 0.8에서다소정확성이떨어지기는하지만,대체로모든모수들을거의정
확하게추정하고있음을확인할수있다. 또한자식군집의평균추정치와분산추정치는제약한대로
µ̂3 = α̂µ̂1 + (1 − α̂)µ̂2과 σ̂3 = α̂

2σ̂2
1 + (1 − α̂)2σ̂2

2을만족한다.

본수치실험에서는모든경우식 (2.4)의 BIC는군집의개수 g = 4를추천하였다. 다만, α < 0.1혹
은 > 0.9일때 BIC는 g = 3 혹은 4 이상을제안하곤하였는데, 이것은그렇게놀랄일은아닐것이다.
왜냐하면그런상황은자식군집이부군집혹은모군집에완전히통합되어한개의정규분포나다수
개의정규분포의혼합으로인식될수있기때문이다. α < 0.1혹은 α > 0.9경우는실험에서제외시켰
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는데,사실현실에서는이러한경우자식군집이있는것으로보이지않을것이기때문에분석자는군집
족식별을시도하지도않을것이다.

5. 결론과토의

본논문에서는자료내의군집중에 ‘父군집’과 ‘母군집’이라부르는두군집사이에,합성된평균
과분산을가지는 ‘자식군집’이라부르는한군집이있을경우에주목하여,그들의관계를평균과분산
에관해모형화하고각각의군집을식별하는방법을제공하였다. 관측치는정규혼합모형을따른다고
가정하고, EM 알고리즘을통해모형추정을시도하였다. 추정과정에여러난제가있었으나, 근사적
방법으로비교적잘극복할수있었다. 그리고수치실험을통해제안방법은성공적으로주어진세군
집즉 ‘군집族’을식별할수있음을보였다.
그러나제안된방법은중요한문제점을가지고있는데, 부군집과모군집사이에군집이 2개이상

이면잘식별하지못하였다. 이와같은문제점의이유를알아내서해결하는것을포함하여, 다변량자
료로확장해보는것이추후과제라할것이다. 한편, 모형 σ3 = ασ

2
1 + (1 − α)σ2

2은우리의분산모형

σ3 = α
2σ2

1 + (1 − α)2σ2
2 보다자식군집이부군집혹은모군집에가까이갈때다소덜빠르게닮은형

태를취한다. 따라서전자의모형도한번고려해볼만하다하겠다.
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Identification of Cluster with Composite Mean and
Variance
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Abstract
Consider a cluster, so called a ‘son cluster’, whose mean and variance is composed of the means and variances

of both clusters called as a ‘father cluster’ and a ‘mother cluster’. In this paper, a method for identifying each of
three clusters is provided by modeling the relationship with father and mother clusters.

Under the normal mixture model, the parameters are estimated via EM algorithm. We were able to overcome
the problems of estimation using ECM approximation. Numerical examples show that our method can effectively
identify the three clusters, so called a ‘family of clusters’.
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EM algorithm.
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