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Abstract Control and trajectory generation of a 7 DOF anthropomorphic robot arm suffer from 
computational complexity and singularity problem because of numerical inverse kinematics. To deal 
with such problems, analytical methods for a redundant robot arm have been researched to enhance 
the performance of inverse kinematics. In this research, we propose an analytical inverse kinematics 
algorithm for a 7 DOF anthropomorphic robot arm. Using this algorithm, it is possible to generate a 
trajectory passing through the singular points and intuitively move the elbow without regard to the 
end‐effector pose. Performance of the proposed algorithm was verified by various simulations. It is 
shown that the trajectory planning using this algorithm provides correct results near the singular 
points and can utilize redundancy intuitively. 
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1. 서 론1)

기존의 산업용 로봇에서 많이 사용하던 6자유도 머니퓰

레이터 대신에 서비스 로봇에서는 7자유도 인간형 로봇 팔

이 많이 사용되고 있다[1‐3]. 7자유도 인간형 로봇 팔은 기존

의 6자유도 로봇 팔에 비하여 특이점 및 장애물 회피에 더

욱 우수한 성능을 가지고 있으므로, 정해지지 않은 복잡한 

환경에서 동작해야 하는 서비스 로봇에 적합하다. 이러한 

7자유도 로봇 팔의 운용을 위하여 제어 및 경로생성 알고

리즘도 많은 연구가 수행되어왔다. 그러나 여유 자유도 문

제를 해결하기 위하여 대부분의 구동 알고리즘에서 수치

해석적인 역기구학 해법을 사용하기 때문에 연산량이 증

대되고 특이점 부근에서 성능이 악화되는 문제가 발생한
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다. 이러한 문제를 해결하고 7자유도 로봇 팔의 제어 및 경

로생성 알고리즘의 성능을 높이기 위해서는 해석적인 역

기구학 해법이 필요하다.
로봇 팔의 역기구학 해법은 해석적인 방법과 수치해석

적인 방법으로 나눌 수 있으며, 일반적으로 해석적인 방법

이 수치해석적인 방법에 비해 많은 장점을 가지고 있다 [4]. 
그러나 회전관절로 구성된 직렬형 로봇의 경우 순기구학

이 복잡한 비선형식으로 구성되어 있기 때문에 일반적인 

방법으로는 해석적인 역기구학 해를 구할 수 없다. 또한, 
여유 자유도에 의하여 역기구학의 해가 무한 개 존재하므

로 해석적인 방법을 적용하기 어렵다. 따라서 여유 자유도 

로봇 팔의 역기구학 문제는 주로 수치해석적인 기법을 적

용하여 특정한 조건을 만족하는 단일 해를 구하는 방법이 

사용되어 왔다 [4‐7]. 그러나 수치해석적인 방법은 해석적인 

방법에 비해 연산량이 많고, 역기구학 해에 수치해석 오차

가 포함되어 있기 때문에 해석적인 방법에 비해 오차가 크

다. 따라서 여유 자유도 로봇의 해석적인 역기구학 해를 

구하기 위한 노력이 계속되고 있다.
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그림 1. 인간형 로봇 팔의 관절 구조
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그림 2. 어깨 및 팔꿈치에서 나타나는 여유 자유도

7자유도 인간형 로봇 팔의 해석적인 역기구학 해를 구

하기 위하여 Tolani는 공간좌표 상에서 팔꿈치가 향하는 

방향에 대한 변수를 추가하는 방법을 제안하였다 [7]. 인간

형 로봇 팔은 손목 관절 3개의 회전축이 교차하는 손목점

(wrist point)을 가지기 때문에 여유 자유도가 팔꿈치의 움

직임으로 나타난다. 따라서 팔꿈치의 위치에 대한 변수를 

추가하면 인간형 로봇 팔의 역기구학 해를 유한하게 한정

할 수 있게 된다. 그러나 Tolani의 방법에서는 팔꿈치의 위

치에 대한 변수가 기준 위치 및 로봇 팔의 자세에 따라 다

른 의미를 가지게 되므로 직관적으로 적용하는 데 어려움

이 있다. 따라서 본 연구에서는 중력 가속도 벡터를 기준

으로 팔꿈치의 위치에 대한 변수를 정의하여 새로운 변수

가 작업공간에서 물리적인 의미를 포함하는 방법을 제안

한다. 
본 연구에서 제안한 역기구학 해법은 다음과 같은 특징

을 갖는다. 첫째, 완전히 해석적인 방법으로 역기구학 해를 

구하기 때문에 연산량이 적고, 해의 오차도 작다. 둘째, 로
봇 팔의 팔꿈치 방향에 대한 변수를 작업공간 상의 물리적

인 의미를 갖도록 정의하여 작업자가 직관적으로 인식할 

수 있다.
본 논문은 다음과 같이 구성된다. 2장에서는 인간형 로

봇 팔의 여유 자유도를 분석하고, 3장에서는 인간형 로봇 

팔의 역기구학 해법을 구체적으로 제시한다. 그리고 4장에

서는 시뮬레이션을 통하여 제안한 역기구학 알고리즘의 

성능을 검증하며, 마지막으로 5장에서는 결론을 내린다.

2. 인간형 로봇 팔의 여유 자유도 분석

먼저 본 장에서는 7자유도 인간형 로봇 팔의 구조를 살

펴보고, 여유 자유도를 분석한다. 그리고 여유 자유도를 구

속하기 위한 팔꿈치 방향 변수를 정의한다.

2.1 인간형 로봇 팔의 구조

기존의 6자유도 로봇 팔은 특이점이 존재하고 장애물 

회피에 한계가 있으므로, 최소한의 자유도를 추가하여 로

봇 팔의 성능을 향상시키고자 하는 연구가 수행되었다[9]. 
이 연구에서는 6자유도 로봇 팔의 어깨와 팔꿈치 사이에 

회전 축을 추가하는 형태의 7자유도 로봇 팔이 장애물 및 

특이점 회피에 가장 우수함이 증명되었고, 이러한 구조의 

로봇 팔은 사람의 팔과 유사한 관절 구조를 가지기 때문에 

인간형 로봇 팔(anthropomorphic robot arm)이라는 명칭이 

붙었다. 인간형 로봇 팔의 관절 구조는 그림 1(a)와 같이 

어깨에 3자유도 구상관절(S), 팔꿈치에 1자유도 회전관절

(R), 손목에 3자유도 구상관절(S)로 구성된 형태를 가진다. 
그리고 일반적으로 회전관절만을 사용하여 구성할 때는 

그림 1(b)와 같이 어깨와 손목에 3개의 회전축이 교차하는 

점이 존재하도록 구성한다.

2.2 인간형 로봇 팔의 여유 자유도 분석

인간형 로봇 팔은 손목점을 가지므로 wrist‐partitioning 
알고리즘의 적용이 가능하다[8]. 이 경우에 로봇 팔의 어깨 

및 팔꿈치의 4자유도는 손목점의 위치에 의해 결정 되며, 
손목의 3자유도는 로봇 팔 말단의 방위에 의해 결정된다. 
이 때 어깨 및 팔꿈치에서 손목점의 위치는 3자유도 구속

조건인데 비하여, 관절 자유도는 4자유도이므로 여유 자유

도가 발생한다. 로봇 팔의 어깨 및 팔꿈치에서 발생하는 

여유 자유도를 도식화하면 그림 2와 같다.
그림 2와 같이 손목점이 정해진 상태에서 어깨 및 팔꿈

치 4축의 구동을 통해 로봇 팔의 자세를 결정하면, 로봇의 

팔꿈치가 어깨점에서 손목점을 향하는 벡터를 중심으로 

하는 팔꿈치 원상에 위치하게 된다. 역기구학 해를 구하면 

로봇의 팔꿈치가 원상의 모든 점에 위치하는 경우에 대한 

해가 구해지므로 무한하게 많은 해가 나오게 된다. 따라서 

해석적인 해를 구하기 위해서는 팔꿈치의 위치를 원상의 

한 점으로 특정할 수 있는 조건을 부가하여야 한다. 이를 

위하여 중력가속도 벡터를 기준으로 팔꿈치 방향 변수를 

정의하고, 역기구학 해에 사용한다.
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2.3 팔꿈치 방향 변수

여유 자유도를 갖는 로봇 팔의 역기구학 해를 유한하게 

한정 짓기 위해서, 팔꿈치의 위치를 팔꿈치 원상의 한 점

으로 특정 지을 수 있는 팔꿈치 방향 변수를 정의한다. 이 

때 팔꿈치 방향 변수를 직관적으로 사용하기 위해서는 작

업공간 상에서 물리적인 의미를 지니고 있어야만 한다. 따
라서 중력가속도 벡터를 사용하여 팔꿈치 방향 변수를 정

의한다.
그림 3은 중력가속도 벡터를 사용하여 팔꿈치 방향변수 

를 정의하는 방법을 나타낸다. 팔꿈치 원의 좌표축을 n, 
u, v 벡터로 나타내면, 는 n을 기준으로 u와 팔꿈치의 위

치 E 사이의 각도를 의미한다. 이때 n은 어꺠점 S에서 손

목점 W를 향하는 방향벡터, u는 원 위의 기준 방향벡터, v
는 n, u와 수직한 방향벡터이다. 이때 중력가속도 g를 팔꿈

치 원이 존재하는 평면에 사영하여 u를 결정하면 에 작

업공간 상의 물리적인 의미가 부여된다. 즉,  = 0이면 팔

꿈치의 방향이 작업공간 상에서 중력 방향을 향하게 되고, 
 = /2이면, 팔꿈치의 방향이 작업공간상에서 중력과 수

직한 방향을 향하게 된다. 
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그림 3. 팔꿈치 원과 방향 변수

3. 해석적인 역기구학 해법

이 장에서는 앞 장에서 정의한 팔꿈치 방향 변수를 적용

하여 7자유도 인간형 로봇 팔의 해석적인 역기구학 알고리

즘을 구하는 과정을 나타낸다. 먼저 인간형 로봇 팔의 기

구학 모델을 정의한다. 그리고 wrist partitioning 알고리즘

을 적용하여 어깨 및 팔꿈치 4자유도와 손목 3자유도를 분

리한 후, 손목점의 위치와 팔꿈치 방향 변수를 사용하여 

어깨 및 팔꿈치 4자유도에 대한 역기구학을 구한다. 마지

막으로, 로봇 팔 말단의 방위 정보를 사용하여 손목 3자유

도에 대한 역기구학 해를 구한다.

3.1 인간형 로봇 팔의 기구학 모델

역기구학 해를 구하기 위하여 인간형 로봇 팔의 기구학 

모델을 정의한다. 로봇 팔의 각 관절의 동작 방향을 고려

하여 회전축을 설정한 후 DH 표기법에 맞추어 기구학 파

라미터 a,  , d, 를 결정한다. 그림 4는 로봇 팔의 각 관

절의 회전축과 링크 길이를 나타낸 기구학 모델이며, 표 1
은 기구학 파라미터의 값을 정리한 것이다.
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θ7

l5

l3

l7

그림 4. 인간형 로봇 팔의 기구학 모델

표 1. 인간형 로봇 팔의 DH 파라미터.

Joint a  d 
1 0 /2 0  1
2 0 /2 0  2
3 0 /2 ‐l3  3
4 0 -/2 0  4
5 0 /2 ‐l5  5
6 0 /2 0  6
7 ‐l7 0 0  7

3.2 1, 2, 3, 4의 해법

어깨와 팔꿈치의 관절각 1, 2, 3, 4를 구하기 위해서

는 wrist‐partitioning 알고리즘을 적용하여 손목점의 위치 

벡터 PW를 구해야 한다. 이를 위하여 주어진 로봇 팔 말단

의 위치 및 방위 정보를 동차변환 행렬 0T7으로 나타낸다.

⎥
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1000
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7
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0 pRT (1)

여기서 0R7은 말단점의 방위를 나타내는 3x3 회전행렬

이며, 0p7은 말단점의 위치를 나타내는 3x1 위치벡터이다. 
이 때 말단점과 손목점 사이의 거리 l7을 사용하여 PW를 다

음의 식 (2)와 같이 나타낼 수 있다.

[ ]tW lRpP 0077
0

7
0 ⋅−= (2)

이제 위에서 구한 PW와 앞 장에서 정의한 팔꿈치의 방

향 변수 를 사용하면 1, 2, 3, 4를 구할 수 있다. 먼저 

로봇 팔의 링크 길이 l3, l5와 |PW|를 사용하여 코사인 제 2



30 로봇학회 논문지 제6권 제1호(2011. 3)

법칙을 적용하면 팔꿈치의 각도 4를 다음과 같이 구할 수 

있다.
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그리고 1, 2를 구하기 위해서 팔꿈치의 위치벡터 PE

를 구해야 한다. PE를 위하여 팔꿈치 원의 좌표 벡터 n, u, 
v를 구하면 다음과 같다.
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여기서 g는 중력가속도 벡터이며, 기준좌표계에서 음의 

x 방향을 향한다. 그러면 PE는 n, u, v와 를 사용하여 다

음과 같이 나타난다.

)0(
2

)cos(
1

2
2

2
1

2

παα <<
−+

=
lP

llP

w

w (6)

))sin())(cos(sin()cos()( 33 vulnlPe φφααφ ++= (7)

이 때 PE의 각 원소를 {PEx, PEy, PEz}t라고 하면 1, 2를 

다음과 같이 구할 수 있다.

πθ
θ

θ
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),(2atan
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(9)

마지막으로, 3는 앞에서 구한 1, 2, 4와 PW를 사용하

여 다음과 같이 나타낼 수 있다.
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여기서 ci, si는 cos( i), sin( i)를 각각 나타내고, {PWx, 
PWy, PWz}는 PW의 원소이다. 이 식의 우변의 벡터를 PW´로 

치환하고 좌변의 직교행렬(orthogonal matrix)을 우변으로 

넘기면 다음과 같이 c3, s3에 대한 식으로 정리할 수 있다.
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위 식에서 3를 구하면 4의 범위에 따라 2가지로 구할 

수 있다. 먼저 4가 (0, )일 때는 다음과 같다.

  ( )22121113 ,2atan sPcsPccPcPsP WzWyWxWyWx ′+′+′′−′=θ (12)

그리고 4가 (‐, 0)일 때는 다음과 같다.

( )22121113 ,2atan sPcsPccPcPsP WzWyWxWyWx ′−′−′−′+′−=θ (13)

3.3 5, 6, 7의 해법

앞에서 구한 1, 2, 3, 4와 말단점의 방위 정보로 구

한 0R7을 사용하면 손목 3자유도로 인한 회전행렬인 4R7을 

구할 수 있다. 그러면 4R7로부터 손목 3자유도의 관절각 5, 
6, 7를 구할 수 있다. 먼저 순기구학을 사용하여 4R7과 5, 
6, 7 사이의 관계를 구하면 다음과 같다.
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−−−
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7
4
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ssccscsscccs
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R (14)

이 때 4R7 행렬의 i행, j열의 요소를 rij라 하면, 위의 식

(14)을 사용하여 5, 6, 7의 값을 6 의 범위에 따라 2가

지로 구할 수 있다. 먼저 6가 (0, )일 때는 다음과 같다
[10].

           ( )13235 ,2atan rr=θ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= ,,2atan 33

2
32

2
316 rrrθ (15)

            ( )31327 ,2atan rr−=θ

그리고 6이 (, 2)일 때는 다음과 같다.
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그림 5. 작업공간 상의 특이점 경로

           ( )13235 ,2atan rr −−=θ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−= 33

2
32

2
316 ,2atan rrrθ (16)

           ( )31327 ,2atan rr −=θ

위와 같이 7자유도 인간형 로봇 팔의 역기구학 해를 구

할 수 있다.

4. 성능 검증 시뮬레이션

제안한 역기구학 알고리즘을 적용하여 특이점에서의역

기구학 해와 팔꿈치 방향 변수를 사용한 여유 자유도 구동 

시뮬레이션을 수행한다. 그리고 이를 통하여 제안한 알고

리즘의 성능을 검증한다.

4.1 특이점에서의 성능 검증

특이점에서는 로봇 팔의 자유도가 구속되는 현상이 발

생하고, 이는 자코비안 행렬의 역행렬이 발산하는 문제를 

일으킨다. 따라서 자코비안 행렬을 사용하는 수치해석적인 

역기구학 알고리즘은 특이점 근방에서 계산오차가 증폭되

는 문제가 발생한다. 그러나 이 논문에서 제안한 역기구학 

알고리즘은 완전히 해석적인 방법을 사용하기 때문에 특

이점 부근에서도 정확한 역기구학 해를 구할 수 있다. 이
러한 성질을 검증하기 위하여 작업공간상에서 특이점을 

통과하는 경로를 생성하고, 역기구학 알고리즘을 통하여 

관절공간으로 변경하는 시뮬레이션을 수행하였다. 
그림 5는 작업공간 상에서 특이점을 통과하는 경로를 

생성한 모습을 나타낸다. 시뮬레이션을 단순화하기 위하여 

xy 평면상의 경로를 생성하였으며, 부드러운 곡선을 그리

며 특이점을 통과하는 경로를 생성하기 위하여 포물선 경

로를 사용하였다. 그리고 그림에서 붉은 선은 로봇 팔의 

경계 특이점의 궤적을 나타내며, 포물선 경로와 접하는 점

이 로봇 팔이 특이점을 지나는 위치가 된다. 
그림 6은 작업공간에서 생성한 경로를 제안한 역기구학

을 통해서 관절공간으로 변환한 결과를 나타낸다. 이 그래

프에서 특이점(t = 0.95s)의 부근에서 1, 4, 6가 연속적

인 경로를 그리는 것을 확인할 수 있으며, 이를 통하여 제

안한 역기구학 알고리즘이 수치해석적인 역기구학 알고리

즘과는 달리 특이점 부근에서도 안정적으로 계산이 가능

함을 알 수 있다. 
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그림 6. 관절공간 상의 특이점 경로

4.2 여유 자유도 구동 시뮬레이션

제안한 역기구학 알고리즘에서는 로봇 팔의 여유 자유

도를 위하여 팔꿈치 방향 변수 를 정의하였다. 따라서 제

안한 역기구학 알고리즘에서 를 사용하면 로봇 팔의 말

단점의 경로에 독립적으로 로봇 팔의 여유 자유도를 활용

할 수 있다. 이러한 성능을 검증하기 위하여 를 사용한 

여유 자유도 구동 시뮬레이션을 수행하였다.
그림 7은 가 작업공간 상에서 지니고 있는 물리적인 

의미를 나타낸다. 로봇 팔의 말단점이 동일한 자세를 가지

는 상황에서 = 0°일 때는 로봇 팔의 팔꿈치가 중력 방향

을 향하고, =90°일 때는 팔꿈치가 중력에 수직한 방향을 

향하는 것을 확인할 수 있다. 이 때, 로봇 팔의 말단점을 

고정한 상태로 를 0°에서 90°로 변경하는 경로를 생성하

여, 제안한 역기구학을 통해 관절공간으로 변경한 결과를 

그래프로 그림 8에 나타내었다. 그래프에서 확인할 수 있

듯이, 로봇 팔의 말단점을 고정한 상태로 여유 자유도를 

활용하기 위해서는 로봇 팔의 모든 관절을 유기적으로 구

동해야 한다. 그러나 제안한 알고리즘에서는 를 사용하

면 직접적으로 여유 자유도를 활용할 수 있기 때문에 경로 

생성 알고리즘에 적용할 경우에 여유 자유도 활용이 용이

하다.
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그림 7. 여유 자유도 구동 시뮬레이션
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그림 8 여유 자유도 구동 경로

5. 결 론  

본 연구에서는 7자유도 인간형 로봇 팔의 해석적인 역

기구학 알고리즘를 제시하였다. 그리고 여유 자유도 문제

를 해결하기 위하여 팔꿈치 방향 변수를 정의하였고, 이를 

사용하여 로봇 팔의 말단점의 경로와 독립적으로 여유 자

유도를 활용할 수 있음을 보였다. 그리고 제안한 알고리즘

이 완전히 해석적이기 때문에 특이점 부근에서도 오차 없

이 역기구학 연산이 가능함을 시뮬레이션으로 보였다. 개
발한 역기구학 알고리즘을 인간형 로봇 팔의 제어 및 경로 

생성 알고리즘에 적용하면, 실시간 연산 성능과 특이점에

서의 안정성을 향상 시킬 수 있다. 
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