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학교수학과 대학수학에서

정의와 증명 개념 변화에 대한 수학사적 분석

이 지 현
*
․최 영 기

**
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Ⅰ. 서론

많은 대학생들은 학교수학과 대학수학에서

단순한 중등교육과 대학교육의 차이 이상의 심

각한 단절을 느낀다. 특히 대학생들은 대학수

학1)에서 형식적 정의와 증명의 개념을 처음 접

하게 된다. 이와 관련하여 Tall(2003, p.27)은 학

교수학에서 대학수학으로의 이행에서 ‘기술하

기’에서 '정의하기'로, 또 '확신하기'에서 '정의

에 기초하여 논리적으로 증명하기'라는 변화를

지적하였다. 예를 들어 학교수학에서 벡터를

크기와 방향을 가지고 있는 양으로 기술하며,

벡터의 여러 대수적인 성질을 유향선분이라는

구체적인 표상에서 확인한다. 그러나 대학수학

에서 벡터공간의 정의는, 어떠한 대상이 벡터

인지 기술하지 않으며 단지 ‘벡터’라고 불리는

대상에 대해 가정되는 대수적인 성질을 공리체

계로 제시한다. 그리고 이러한 형식적 정의에

서 벡터의 기타 성질을 논리적으로 증명한다.

학교수학에서 친숙한 어떤 대상을 기술하는 정

의를 주로 다루어왔던 대학생들은 이러한 유형

의 정의와는 사뭇 다른 형식적 정의에 당황한

다. 또 많은 대학생들이 사전적 정의와 수학적

정의를 구별하지 못하며(Harel, et al., 2006;

Edwards, Ward, 2004; Alcock, Simpson, 2002),

직관적으로 자명한 명제에 대한 형식적 증명의

의미도 이해하지 못한다. 주로 대학 1-2학년 학

생들이 연구 대상인 고등수학적 사고(advanced

mathematical thinking)분야의 많은 연구들이 학

교수학에서 대학수학으로의 이행에 수반되는

정의와 증명의 변화를 대학생들의 심각한 인식

론적 장애요인으로 간주하고 있다(Gray, et al.,

1999; Harel, Tall, 1991; Tall, 1992).

McClure(2000)는 대학수학에서 형식적 정의

의 인식론적 장애는 대학생들의 ‘정의’ 개념이

수학자인 자신의 정의 개념과 다르다는 점에

기인할 수 있음을 자신의 교수경험에서 발견하
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1) 이 논문에서 ‘대학수학’이라는 용어는, 수학 혹은 수학교육을 전공하는 학생들이 배우는 순수수학에 한정

하여 사용한다.

이 연구는 학교수학에서 대학수학으로의 이행과정에서 정의와 증명의 변화와 관련하여,

기하학에서 공리적 방법의 발달과정을 분석하였다. 고대 그리스에서 현대수학적인 공리적

방법으로의 변화를 이해하는데 있어서, 상수 혹은 변수라는 기본용어의 성격 차이는

중요한 지표이다. 특히 기본용어의 상수에서 변수로의 성격 변화는 수학에서 정의와

증명 개념 및 수학에 대한 인식 변화를 설명한다. 이러한 수학사적 분석은 대학수학의

입문과정에서 형식적 정의와 증명 개념의 의미를 설명하는 데 유용하게 사용될 수 있으리라

기대된다.
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였다. McClure 뿐 아니라 대학생들의 형식적

정의 사용의 문제에 대한 Alcock, Simpson

(2002)및 Edwards, Ward(2004)의 연구에서도 대

학생들과 강의자가 각각 ‘정의’에 대하여 다르

게 이해하고 있으며, 이로 인한 대학생과 강의

자 사이의 대화 단절 문제를 보고하고 있다.

따라서 대학수학에서 형식적 정의의 이해는

‘정의’ 개념의 변화를 요구하는데, 수학사에서

이러한 정의 개념의 변화는 고대 그리스의 유

클리드 원론과 힐베르트 공리체계의 ‘점’에 대

한 정의에서 다음과 같이 찾아볼 수 있다. 유

클리드는 원론 1권에서 다음과 같은 점과 선의

정의 및 공리를 제시하였다.

정의 1. 점은 쪼갤 수 없는 것이다.

정의 2. 직선은 폭이 없는 길이이다.

공리 1. 임의의 두 점을 지나는 한 직선이 존재

한다.

수학을 전공하지 않은 이들에게 힐베르트 공

리체계에서는 점이나 선이 무엇인가를 기술하

는 유클리드와 같은 ‘정의’를 찾아볼 수 없다는

것은 매우 놀라운 사실이다. 힐베르트 공리체

계는 유클리드 원론의 정의 1․2와 공리 1을

다음과 같은 하나의 공리로 대치한다.

결합공리 1-1. 임의의 서로 다른 두 점을 지나

는 직선이 유일하게 존재한다.

유클리드의 점과 선의 정의는 그것이 무엇인

가를 직관적으로 기술하는 사전적 정의이다.

하지만 이러한 정의를 이용하여 어떤 명제를

증명할 수는 없다. 반면 힐베르트 공리체계는

‘점’과 ‘선’을 무정의 용어로 간주하여, 이들 사

이에 성립하는 관계를 서술하는 전체 공리체계

로 정의하므로, 그로부터 어떤 명제를 논리적

으로 증명하는 것이 가능하다. 이렇게 유클리

드 원론과 힐베르트 공리체계에서 점과 선의

수학적 정의가 무엇인가에 대한 다른 관점을

찾아 볼 수 있다.

Harel과 Sowder(1998, 2007)는 학교수학과 대

학수학에서 취급하는 증명의 차이를 유클리드

원론의 고대 그리스적 증명도식과 힐베르트 공

리체계의 현대수학적 증명도식으로 설명하고,

이러한 증명 개념의 변화로 인하여 대학생들에

게 나타나는 인식론적 장애를 관찰하였다. 따

라서 학교수학에서 대학수학으로의 이행과정에

서 일어나는 정의와 증명 개념의 변화는 유클

리드 원론으로 대표되는 고대 그리스의 공리적

방법에서 힐베르트 기하학 공리체계로 대표되

는 현대수학의 공리적 방법으로의 전환과 관련

이 있음을 알 수 있다.

특히 공리적 방법이 처음 태동한 수학 분야

는 기하학이므로, 이 논문은 기하학에서 공리

적 방법의 발달과정을 분석한다. 먼저 유클리

드 원론과 힐베르트 공리체계에서 특히 기본용

어에 대한 정의와 그와 관련된 증명의 문제를

중심으로, 사전적 정의와 형식적 정의의 차이

및 Harel과 Sowder(1998, 2007)가 지적한 그리스

적 증명도식과 현대수학적 증명도식의 차이를

확인한다. 그리고 기하학의 역사에서 이러한

형식화의 동인 및 그로 인한 수학에 대한 인식

변화를 고찰하며, 마지막으로 수학사적 분석의

결론과 그 시사점을 논의하고자 한다.

Ⅱ.고대그리스와현대수학의공리적

방법:공리적 방법에서 기본용어의

변화

그리스어원에서 ‘geo’는 땅을, ‘metry’는 측정

을 의미한다. 이러한 어원과 같이 원래 측정

기술에 관한 경험적 학문이었던 기하학은 그리

스인들에 의하여 연역적 학문으로 재탄생하였
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으며, 이는 사상사에서 ‘그리스의 기적’이라고

평가된다(Dieudonné, 1971, p.251).

그리스인들은 기하학적 도형을 경험적 대상

이 아닌 시공간적 세계와 독립적으로 영원히

존재하는 형상(form)의 지위를 갖는 것으로 이

해하였다. 또 그리스인들은 경험적 방법이 아닌

공리로부터의 연역이라는 방법을 창안하였다

(Nagel, 1939, p.142). 이렇게 그리스인들이 체계

화한 공리적 방법은 오늘날 실질적(實質的) 공

리체계(material axiomatic system)라고 부른다.

공리체계를 구성하는 네 가지 요소는 바로 기

본용어․공리․정의된 용어․정리이며, 이에 대

하여 Eves(1972, p.11)는 실질적 공리체계의 양

식을 다음과 같이 제시하였다.

(1) 체계의 기본적인 전문용어를 도입하고, 이들

용어의 의미를 설명하는 정의가 제시된다.

이러한 용어들은 기본용어(primitive term)라

고 한다.

(2) 기본용어에 관한 기본명제의 목록이 제시된

다. 이 체계가 의미를 가지기 위해서, 독자들

은 (1)에 주어진 설명에 근거하여 이러한 기

본명제가 참인지 알아야 한다. 이러한 기본

명제를 공리라 한다.

(3) 체계의 다른 모든 전문용어는 그 이전에 도

입된 용어를 사용하여 정의된다. 기본용어

외의 전문용어를 정의된 용어(defined term)라

한다.

(4) 체계의 다른 모든 명제는 그 이전에 받아들

였거나 증명된 명제로부터 논리적으로 연역

된다. 이와 같이 연역된 명제들을 정리라 한

다.

유클리드 원론은 기본용어 점・선・면 등에

대한 사전적인 정의로부터 시작하며, 이러한

정의는 그 지시 대상이 공간 직관으로 알 수

있는 이상화된 물리적 실재임을 전달한다. 이

렇게 고대 그리스 수학에서 기본용어는 단 하

나의 이상화된 실재를 지시한다는 점에서 상수

(constant)의 성격을 가지고 있다(Wilder, 1967).

그러나 점․선․면이라는 기본용어를 공간

직관에 의존하여 이해한 유클리드는 순서 혹은

연속성에 대한 성질을 공리로 명시하지 않은

채 증명에서 암묵적으로 사용하고 있다는 것을

인식하지 못하였다. 고대 그리스적 증명도식에

서 기하학적 증명의 타당성은 공간 직관에도

의존하는 것이었으며, 유클리드와 같이 증명에

서 사용하는 모든 가정을 명시할 수 없었다.

이점에서 유클리드의 기본용어에 대한 정의는,

증명에서 공간 직관에 의존할 여지를 남겨두고

있다는 점에서 고대 그리스적 증명도식의 중대

한 논리적 결함의 요인이었다(Mueller, 1969, pp.

294-295).

그러나 유클리드 원론의 실질적 공리체계는

19세기 말 형식적 공리체계(formal axiomatic

system)라는 보다 추상적인 양식으로 바뀌게 된

다. Eves(1972, p.338)는 형식적 공리체계의 양

식을 다음과 같이 제시하였다.

(1) 무정의 용어가 도입된다. 이러한 용어를 기본

용어라 한다.

(2) 기본용어에 대한 임의의 명제가 제시되며 수

용된다. 이러한 기본명제를 공리라 한다.

(3) 체계의 다른 모든 전문용어는 그 이전에 도

입된 용어를 사용하여 정의된다.

(4) 체계의 다른 모든 명제는 그 이전에 받아들

였거나 증명된 명제로부터 논리적으로 연역

된다.

여기서 세 가지 대상의 체계를 고려하고자 한

다. 첫 번째 대상을 점이라 하고,    등

으로 표기하자. 두 번째 대상은 직선이라 하며,

   등으로 표기하자. 세 번째 대상은 면이

라 하고,    등으로 표기한다. 또 점, 선,

면 사이의 어떤 특정 관계를 생각할 수 있는데,

이것을 ‘위에’, ‘사이에’, ‘평행’, ‘합동’, ‘연속’이

라 한다. 기하학의 공리체계는 정확한 수학적

목적을 위하여 이러한 관계를 충분히 기술한다
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(Hilbert, 1997, p.3).

실질적 공리체계에서 형식적 공리체계로의

변화는 항목(1)의 기본용어에 대한 취급에서 시

작된다. 힐베르트 공리체계에서 무정의 용어

점・선・면 등은 이에 관한 공리체계로 기술되

는 관계가 그대로 유지되면 다른 용어로 교환

가능한 변수이며, 무정의 용어를 포함하는 공

리 또한 참 혹은 거짓인 명제가 아니라 명제

함수이다(Eves, 1995). 따라서 공리체계에서 정

의된 것 외의 기본용어에 대한 직관적인 의미

를 증명에서 사용될 수 없다. 그리하여 형식적

공리체계에서 증명은 기본용어의 직관적 의미

에도 암묵적으로 의존하였던 고대 그리스적 증

명도식에서 공리체계로 서술된 형식에만 의존

하며, 증명에서 사용하는 모든 가정을 명시 가

능한 현대수학적 증명도식으로 변화하였다.

기본용어에 대한 사전적 정의는, 2000여년

동안 연역적 이론의 패러다임으로 간주되었던

유클리드 원론이 ‘공리체계로부터의 논리적 증

명’의 측면에서 사실 불완전하였음을 보여주고

있다. 결국 기하학에서 공간직관에 의존하지

않는 형식적 정의와 형식적 증명의 개념이 나

타난 것은 19세기 말 현대수학적인 공리적 방

법이 정립된 이후였다. 고대 그리스에서 현대

수학적인 공리적 방법으로의 변화에서, 사전적

정의에서 형식적 정의로의 ‘정의’ 및 이와 관련

된 ‘증명’ 개념의 변화를 찾아 볼 수 있다.

Ⅲ. ‘양’, ‘공간’, ‘선험성’ 으로부터

기하학의 해방

이 절에서는 고대 그리스의 공리적 방법에서

현대수학적인 공리적 방법으로의 기하학의 발

달과정을 ‘양적 과학’, ‘공간의 과학’, 그리고

‘선험적 과학’이라는 상식에서의 단계적인 해방

으로 기술하고 있는 Nagel(1939)의 논의를 중심

으로 살펴본다.

고대 그리스로부터 기하학은 길이, 각도, 넓

이와 같은 크기의 관계인 계량적 성질을 탐구

하는 양적 과학으로 생각되었다. 그러나 비계

량적인 사영기하학이 체계적으로 탐구되면서,

기하학의 탐구 대상은 2, 3차원에 배열된 크기

의 탐구에서 위치와 순서 관계를 포함하는 것

으로 확대되었으며, 양적 과학에서 벗어나게

되었다. 그러나 양적 과학에서 벗어난 이후에

도 여전히 기하학의 탐구대상은 시각적인 공간

도형이었다는 점에서 기하학은 여전히 공간의

과학이었다(Nagel, 1939, pp. 144-149).

공간의 과학이라는 뿌리 깊은 상식이 붕괴하

게 된 수학적 계기는 사영 기하학에서 이상점

의 도입이었다(Nagel, 1939, pp.149-178). 공간의

과학으로서의 기하학은 시각적인 공간적 대상

이 아닌 이상점을 가질 수 없었다. 또 ‘무한대

에 위치한 두 평행선의 교점’이라는 이상점의

정의는, ‘쪼갤 수 없는 것’이라는 유클리드의

점에 대한 정의와 달리 무한대에 대한 불확실

한 직관에 의존하므로 널리 인정받지 못하였

다. 따라서 이상점은 유클리드 원론의 기본용

어에 대한 정의와 다른 성격의 정의를 필요로

하였다. 결국 사영기하학에서 이상점을 수학적

으로 정의하려는 시도는 유클리드 원론에서의

기본용어에 대한 사전적 정의에서 벗어나게 되

는 계기가 되었다.

Nagel은 기하학에서의 이상점, 또는 대수학

에서의 허수와 같은 새로운 수학적 대상의 도

입 방법을 다음과 같은 공리화(postulation), 암

묵적 정의(implicit definition), 그리고 구성

(construction)의 세 가지로 분류하였다2). 먼저

2) Nagel(1939, pp.162-163)은 대수학에서 허수 의 도입에 대한 공리화, 암묵적 정의, 구성의 방법을 다음과 같
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공리화란 특정 수학적 대상의 존재 자체를 공

리로 수용하는 것이다. Poncelet는 대수학에서

형식불역의 원리와 유사한 역할을 하는 연속성

의 원리로 기하학에서 이상점의 도입을 정당화

하였으며, 이것은 공리화의 방법으로 간주된다.

그러나 단순한 공리화의 방법은 공리적으로 창

조된 수학적 대상을 의심했던 수학자들에게는

여전히 거센 비판의 여지를 가지고 있었다. 따

라서 Gergonne와 Grassmann과 같은 수학자들은

수학적 대상에 대해 가정되는 관계를 공리체계

로 명시하여 어떤 수학적 대상을 암묵적으로

정의하는 방법을 구상하였다. 한편 Von Staudt

는 한 직선위에 있는 두 쌍의 실점으로 결정되

는 타원적 대합이라는 함수가 이상점에 대해

가정되는 형식적인 관계를 만족하므로, 바로

이 함수로 이상점을 구성 혹은 정의할 수 있다

고 보았다. 이렇게 Von Staudt는 이상점을 실점

으로부터 ‘구성’함으로서 이상점의 수학적 지위

를 최종적으로 정당화하게 된다(Nagel, 1939,

pp.149-178).

결국 ‘대상’ 자체가 아닌 그 대상이 만족하

는 ‘관계’를 정의하는 암묵적 정의와 구성의 방

법이 등장하면서, 수학적 대상에 대해 약정된

관계만이 중요하며 그 대상이 무엇인가에 대한

직관적인 해석은 불필요하다는 인식이 싹트기

시작하였다. 이런 점에서 이상점을 어떻게 정

의할 것인가에 대한 사영기하학에서의 논쟁은,

기하학에서 정의의 초점이 결국 대상 자체에서

대상 사이의 관계로 옮겨지게 된 계기가 되었

다. 이렇게 ‘공간’에 속하지 않는 이상점을 가

진 기하학은 이제 더 이상 공간의 과학에 한정

될 수 없었으나, 여전히 점 혹은 선과 같은 기

하학의 기본 용어의 의미는 직관적인 해석의

굴레로부터 완전히 자유롭지 못하였다(Nagel,

1939, pp.178-179).

기하학의 기본용어는 하나의 공간적인 모델

을 표상하는 상수라는 유클리드적 인식에서 완

전히 벗어나 기하학이 공간의 과학이라는 속박

으로부터 완전하게 해방된 계기는 바로 쌍대성

원리의 발견과 그것이 적용되는 다양체의 확장

과정이었다. 쌍대성 원리는 직관적으로는 절대

대등하지 않은 점과 선을 서로 교환할 수 있음

을 보여준다. 이러한 쌍대성 원리와 그 수학적

결과에서 점차 수학자들은 점과 선 등의 기본

용어는 하나의 공간적인 모델을 표상하는 상수

가 아니라 다양한 해석이 가능한 변수임을 점

차 인정하게 되었으며, 마침내 다음과 같은 형

식적 공리체계로서의 순수기하학에 대한 인식

이 출현하였다. 순수기하학의 기본용어는 하나

의 공간적인 모델로 해석되는 상수가 아니라

해석될 필요가 없는 변수이다. 그리고 수학적

증명은 이러한 변수에 대한 해석이 아닌 오직

이에 대하여 공리체계로 약정된 관계에만 의존

한다(Nagel, 1939, pp.178-192).

하지만 기하학이 공간의 과학에서 벗어났음

에도 불구하고, 여전히 기하학은 감각 경험과

독립적인 선험적 과학으로 생각되었다. 그리스

인들은 유클리드 원론의 기본용어는 하나의 공

간적인 모델을 지시하며, 또 공리는 공간에 대

해 자명한 참인 명제라고 생각하였다. 따라서

그리스인들은 이러한 공리로부터 논리적으로

연역된 유클리드 기하학을 공간에 대한 사실적

이 설명하고 있다. 공리화의 방법은 허수 를 실수와 비슷한 연산법칙을 만족하지만 방정식  을 만

족하는 해로서 도입한다. 암묵적 정의는 새로운 기호 에 대해 가정되는 연산 규칙을 공리체계로 명시하여

를 간접적으로 정의한다. 이렇게 공리체계로 암묵적으로 정의된 수학적 대상에 대해서도 가정된 공리체계

를 만족하는 수학적 대상이 정말 존재하는가를 질문할 수 있는데, 이에 대하여 구성의 방법은 새로운 수

학적 대상을 이미 확립된 수학적 존재자의 조합으로 정의하는 것이다. 실수의 순서쌍으로 복소수를 정의

한 해밀턴의 방법이 바로 구성의 방법이다. 구성은 공리체계에 의해 암묵적으로 정의되는 대상의 존재성

을 증명함으로서 암묵적 정의를 보조한다.



- 62 -

진리이자 동시에 선험적 진리라고 간주하였으

며(Blanché, 1962), Kant역시 이의 연장선상에서

유클리드 기하학을 종합적 선험적 지식으로 수

용하였다. 특히 Kant는 인간의 공간 개념은 본

래 그 자체의 공간이 아닌 머릿속에 현상된 공

간이라고 주장하였다. 그리고 그는 유클리드

공리는 우리 두뇌 속에서 공간을 조직하는 바

로 그 원리들이며 따라서 종합적이면서도 선험

적인 진술이라고 이해하였다(Trudeau, 1987, pp.

107-117).

그러나 Kant의 견해는 비유클리드 기하학의

출현으로 붕괴하였다. 비유클리드 기하학의 출

현으로 어떤 기하학이 공간을 가장 잘 기술하

는가라는 경험적 문제가 제기되었으며, 이에

대하여 Poincaré는 물리적 탐구에서 기하학의

선택은 물리적 사실로 결정될 수 없는 규약의

결과라고 하였다. 결국 19세기 말 기하학의 역

사는 응용수학과 순수수학 즉 해석된 체계와

해석되지 않은 체계의 구획으로 종결되었으며,

그리스인들이 유클리드 기하학이 모두 가지고

있다고 생각하였던 사실적 진리성과 형식적 진

리성은 각각 응용수학과 순수수학으로 해체되

었다(Nagel, 1939, pp.193-216)

Poincaré는 현대수학의 입장에서 유클리드 기

하학의 명제는 종합적 선험적 진술이라는 칸트

의 논의를 다음과 같이 수정하였다. 해석되지

않은 체계인 순수기하학에서 무정의 용어는 변

수이며 그것을 포함하는 공리나 정리는 참 혹

은 거짓을 판단할 수 없는 명제함수이다. 따라

서 순수기하학의 공리와 정리는 그것이 참이라

는 판단이 경험에 의존하지 않는 선험적인 진

술이다. 한편 점, 선, 면과 같은 무정의 용어는

공리체계에 의해 암묵적으로 정의되는 것이기

때문에, 순수 기하학의 공리는 공리가 참이라

는 판단이 그것을 이해하는 이상의 것을 필요

로 하지 않으므로 분석적이다. 반면 해석된 체

계에서의 무정의 용어인 선을 곧게 펴진 실 혹

은 광선의 진행 경로로 물리적으로 해석할 수

있다. 이렇게 모든 무정의 용어를 해석하면, 공

리의 참 혹은 거짓을 실험으로 결정할 수 있

다. 따라서 응용기하학의 공리는 종합적이나

선험적인 것은 아니다. 결론적으로 응용기하학

혹은 순수기하학의 그 어느 쪽을 선택하더라도

Kant의 견해처럼 기하학의 공리들이 종합적인

동시에 선험적일 수는 없다(Trudeau, 1987, pp.

248-250).

여기서도 기하학의 공리적 발달 과정에서 상

수에서 변수로의 기본용어의 성격 변화는 해석

된 체계와 해석되지 않은 체계를 구분하게 된

계기가 되었으며, 또 이로 인하여 수학에서 사

실적 진리성과 형식적 진리성 혹은 종합성과

선험성이 명확하게 분리되었다.

Ⅳ. 결론

이 논문은 학교수학에서 대학수학으로의 이

행에서 나타나는 정의와 증명 개념의 차이 및

그 이면에 내재한 수학에 대한 인식 변화를 이

해하기 위하여, 기하학 분야를 중심으로 고대

그리스에서 현대수학의 공리적 방법에 이르는

과정을 분석하였다.

고대 그리스의 공리적 방법에서 현대수학적

인 공리적 방법으로의 변화를 이해하는데 있

어, 특히 기본용어의 상수 혹은 변수라는 성격

차이는 중요한 지표이다. 유클리드 원론의 점

과 선이라는 기본용어는 하나의 공간적인 모델

을 지시하는 상수에 불과하였으며, 결국 현대

수학적인 공리적 방법이 확립된 이후에야 기본

용어는 변수로 인식될 수 있었다(Wilder, 1967,

pp.116-117). 이러한 기본용어의 차이는 실질적

혹은 형식적 공리체계에서의 공리의 성격을 결
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정한다. 따라서 기하학의 공리적 발달 과정은

바로 그 기본용어가 상수에서 변수라는 인식으

로 변화하는 과정이라 할 수 있다.

고대 그리스와 현대수학의 공리적 방법에서

상수에서 변수로의 기본용어의 성격 변화는 수

학에서 ‘정의’와 ‘증명’의 성격도 바꾸어 놓았

다. 특히 정의 문제의 핵심은 정의된 용어에

대한 것이 아니라 기본용어인 점과 선에 대한

수학적 정의가 무엇인가라는 것이었다. 유클리

드의 원론에서 ‘쪼갤 수 없는 것’이라는 점의

정의는 하나의 공간적인 대상에 대한 사전적

정의에 불과하였다. 그러나 힐베르트 공리체계

에서 무정의 용어인 점은 공리체계 전체로 정

의되어, 그것을 이용하여 논리적 증명이 가능

한 형식적 정의가 되었다. 또한 상수에서 변수

로 기본 용어의 성격이 변화하면서, 증명 역시

그 타당성이 직관에도 암묵적으로 의존하는

‘고대 그리스적 증명 도식’에서 오직 공리체계

라는 형식에만 의존하는 ‘현대수학적 증명도식’

으로 변화하였다(Harel, Sowder, 2007, 1998). 이

러한 고대 그리스의 공리적 방법에서 현대수학

적인 공리적 방법으로의 전환은 정의와 증명

개념의 변화 이상의 수학 자체에 대한 인식의

변화를 수반하였으며, 특히 기하학에서는 양적

과학, 공간의 과학, 그리고 선험적 과학이라는

전통적인 통념에서의 해방으로 나타났다.

McClure(2000)가 지적하듯이, 현대수학에 익

숙한 수학자들은 자신에게는 너무나 자연스러

운 형식적 정의와 증명 개념에 대하여 대학 신

입생들이 어떠한 의문을 가지고 있으며 또 왜

그토록 어렵게 생각하는지를 이해하기 어렵다.

다음과 같은 Freudenthal(1983, p.469)의 언급은

이러한 상황과 관계가 있다.

나의 경우뿐만이 아니라 다른 사람들에 있어서

도, 통찰의 근원이 결국 자동화(automatism)에

가려버리게 된다는 것을 경험할 수 있었다. (학

생들이 이해하지 못하는) 어떻게 그리고 왜에

대한 질문이 더 이상 제기되지 않을 정도로 이

미 어떤 활동을 완벽하게 숙달한 이들에게는,

더 이상 어떻게 그리고 왜라는 질문을 할 수

없다. 또한 그들은 이러한 질문을 더 이상 유의

미한 질문으로 이해할 수 없다.

Dorier(1995)는 대학생들에게 형식적이고 추

상적인 개념을 설명하는 것 보다 왜 추상화와

형식화가 필요한지를 설명하는 것이 더 중요

하다고 하였다. Luk(2005)도 대학수학의 입문

과정에서 형식주의의 의미를 전달하지 않는다

면, 대학생들에게 형식주의는 완전히 외래어에

불과하며 그 가치와 상관없이 강의에서 아무것

도 이해하지 못할 것이라고 지적한다. 특히

Luk은 유클리드 원론과 힐베르트 공리체계를

비교하여 보는 경험, 또 Bourbaki의 텍스트에

대한 소개를 통해 대학 신입생들에게 형식주의

를 소개한 교수경험을 보고하였다.

이러한 맥락에서 기하학 분야를 중심으로 고

대 그리스에서 현대수학적인 공리적 방법으로

의 전환에 대해 고찰한 본 연구는 학교수학과

대학수학에서 정의와 증명 개념의 변화 및 수

학자체에 대한 인식 변화가 어떻게, 또 왜 일

어나게 되었는가라는 질문에 대한 수학사적 답

변이라 하겠다. 따라서 본 연구의 수학사적 분

석이 Luk의 시도와 같이 대학수학에서 형식적

정의와 증명 개념으로의 이행을 돕기 위한 유

용한 토대가 되기를 기대한다.
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Historical Analysis of Definition and Proof Conceptions

in the Transition from Secondary to Tertiary Mathematics
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The conceptions of definition and proof radically

change in the transition from secondary to tertiary

mathematics. Specifically this paper analyses the

historical development of the axiomatic method from

Greek to modern mathematics. To understand Greek

and modern axiomatic method, it is important to know
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the different characteristics of the primitive terms,

constant and variable. Especially this matter of primitive

terms explains the change of conceptions of definition,

proof and mathematics. This historical analysis is useful

for introducing the meaning of formal definition and

proof.




