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요 약

보간 필터는 통신과 멀티미디어 응용프로그램에 널리 사용된다. 다항식 보간은 보간된 값을 얻기 위해서 입력정보에 따른

다항식의 계수를 계산한다. 최근에 다항식 보간방법의 성능을 향상시키기 위하여 보조필터를 이용한 FIR 보간방법이 제안되었

다. 본 논문에서는 최대값 또는, 최소값 계산 등 특정 순간의 보간 값만 필요한 응용에서 보간필터의 성능을 더욱 향상시킬 수

있는 보조필터를 이용한 가중치 적용 보간방법을 제안한다. 제안한 방법을 X-선 형광분석장치에서 사용되는 정규분포곡선에

대한 보간에 적용하여 기존 보간방법에 비해 더욱 우수한 보간 성능이 제공됨을 보인다.

Abstract

Interpolation filters are widely used in many communication and multimedia applications. Polynomial interpolation

computes the coefficients of the polynomial according to the input information to obtain the interpolated value. Recently,

FIR interpolation method using supplementary filters was proposed to improve the performances of polynomial interpolation

methods. In this paper, by combining a weighting factor approach with the supplementary filter method, we propose a

weighted interpolation method which can be efficiently used to compute the maximum or minimum values of a given

curve using only a restricted number of sample values. With application to the interpolation of normal distribution curves

used in XRF systems, it is shown that the proposed approach exhibits improved performances compared with conventional

interpolation methods.

Keywords : interpolation, Lagrange, polynomial interpolation, supplementary filter.

Ⅰ. 서  론

보간은 샘플값들이 주어졌을 때 그 사이의 값을 구하

기위한 방법으로 널리 연구되어 왔으며 디지털 모뎀,

샘플링 변환기와 같은 디지털 시스템에서 많이 사용된

다
[1∼3]

. 일반적으로 보간 회로는 FIR 구조와 IIR 구조로

구현될 수 있다. IIR 구조는 하드웨어가 적게 소요된다

는 장점이 있지만
[4]

위상특성이 비선형이므로 FIR 구조
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가 사실상 널리 이용된다.

FIR 보간 방법으로는 Lagrange, Taylor 알고리즘 등

이 사용된다
[5∼6]

. 이러한 알고리즘의 구현 시 Horner의

법칙을 적용하여 시변 계수를 하나의 파라미터 다항식

형태로 만들어 지연시간을 조절하는 Farrow 구조가 지

금까지 가장 많이 알려져 있다
[7]

.

최근 FIR 보간에 보조필터를 적용함으로써, 다항식을

이용한 보간방법의 성능이 향상 될 수 있음을 보였다
[8]

. 본 논문에서는 보조필터와 가중치적용기법을 결합한

새로운 보간 방법을 제안한다. 이 방법을 X선 형광 분

석시스템의 정규분포곡선 보간에 적용하였을 때, 3차 8

탭 Farrow 구조와 비교하여 곱셈기를 27개에서 7개로

감소시키며 보간 오차도 25%정도 감소됨을 보인다.

Ⅱ절에서 보조필터를 이용한 보간방법에 대하여 살
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펴보고, Ⅲ절에서 가중치를 적용한 보간방법을 제안한

다. Ⅳ절에서 시뮬레이션 결과를 제시하고, Ⅴ절에서 결

론을 맺는다.

Ⅱ. 보조필터를 이용한 보간 방법

1. Lagrange 알고리즘을 이용한 보간방법

그림 1과 같이 데이터 {   }가 입력되었을 때

 만큼 지연 된 순간의 데이터를 구하고자한다면 먼저

식(1)과 같은 3차 다항식 를 구한 후   를 대

입함으로서 구할 수 있다.

 
 

  (1)

다항식 계수 {   } 는 입력 {   } 를

이용하여 계산된다. 4개의 계수를 계산하기 위해서는 4

개의 서로 다른 다항식이 필요하다. 식 (1)과 그림 1에

서 계수 {   }와 입력 {   }에 대한 4개

의 방정식은 다음과 같이 구할 수 있다.

     

  

      (2)

     

식(2)는 다음과 같이 행렬식으로 표현 가능하다.




























   
   
   
   
















(3)

그림 1. 3차 다항식을 이용한 보간 방법

Fig. 1. Interpolation using third-order polynomial.

식 (3)으로부터 계수 {   }는 역행렬을 이용하

여 식 (4)와 같이 계산된다.
















 












   

   
   

   
















(4)

식(4)로 부터 계산된 계수를 이용하여   인 순간의

보간된 값을 다음과 같이 계산한다.

 
 

   (5)

식 (4)와 (5)를 modified Farrow 구조로 나타내면 그림 2

와 같다
[8]

. 그림 2에서 1/2은 1비트 시프트 연산을 취함으

로써 쉽게 구현할 수 있다. 따라서 그림 2의 modifed

Farrow 3차 Lagrange 보간회로는 3개의 프로그래머블

곱셈과 3개의 상수곱셈, 10개의 덧셈 연산을 이용하여 구

현할 수 있다.

그림 3은 그림 2에서 를 0.1 간격으로 0에서 1까지
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그림 2. 3차 Lagrange 보간회로

Fig. 2. Third-order Lagrange interpolation circuit.

그림 3. 3차 Lagrange 보간 필터 특성과 위상지연특성

Fig. 3. Third-order Lagrange filter magnitude and

phase delay characteristics.
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증가시키면서 3차 Lagrange 보간 필터의 리플 특성과

위상지연 특성을 나타낸 그림이다. 그림 3에서 0∼0.3π 

사이의 리플 및 위상 지연 최대 오차는 각각 0.1176과

0.0024이다.

필터의 보간 주파수 구간을 확장시키기 위해 필터 차

수를 으로 증가 시키면 다항식의 계수를 계산하기 위

한 계수 행렬의 크기가 
이 되므로 하드웨어 크기는


에 비례하여 증가한다.

2. 보조필터를 이용한 보간방법

데이터 {   }가 입력되었을 때 를 추정하

는 3차 Lagrange 보간 다항식 ≤ 가 그

림 4의 점선과 같이 계산될 때 원 신호와 3차 Lagrange

보간 다항식으로부터 계산된 값 사이에 에러가 발생한

다. 그림 5에서와 같이 를 만큼 아래로 이동하면 새

로운 입력 데이터 {   }에 대한 보간 다항식

를 얻을 수 있다. 이 때 ≤ 구간에서만

를 와 비교하였을 때 보간 오차가 줄어들게

됨을 알 수 있다. 따라서, 를 다양하게 변화시킴으로

써, ≤ 구간에서 보간 필터의 성능을 향상시킬

수 있는 최적의 를 찾을 수 있다. 의 계수는 다

음 행렬식으로 나타낼 수 있다.

그림 4. 3차 Lagrange 보간 다항식

Fig. 4. Interpolation by Lagrange method.
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그림 5. 를 만큼 이동시킨 후 보간

Fig. 5. Interpolation after moving  downward by .
















 












   

   
   
   
















(6)

최적의 를 찾기 위해 를 입력 데이터의 함수로서 다

음과 같이 정의 할 수 있다.

         

  (7)

식 (7)에 근거하여 최적의 를 계산하는 알고리즘은 [8]

에 상세하게 제시되었다. 식 (7)의 보조필터는 통과대역

내 리플의 크기로 성능을 평가한다.

일반적으로 보조 필터는 선형위상특성을 가지지 않

지만 식(7)을 식(8)과 같이 변형시켜 선형위상특성을 갖

도록 할 수 있다.

     

   (8)

예를 들어 보조필터의 통과대역이 0.3π이고 =1 이면

선형위상보조필터는 식(9)와 같이 표현된다.

 (9)

그림 6은  ,  일 때 선형위상 보

조필터의 통과대역 리플특성과 위상특성을 나타낸다.

기존의 3차 Lagrange filter의 통과대역 리플 에러가

0.1176인 반면, 보조필터를 이용한 보간회로의 리플에러

는 0.08로 리플에러가 감소됨을 알 수 있다.

그림 6. 보조필터의 통과대역 리플특성과 위상 지연특

성

Fig. 6. Magnitude and phase delay characteristics of

supplementary filter-based interpolation scheme.

Ⅲ. 가중치 적용 보조필터를 이용한 보간

최대값이나 최소값의 결정이 중요한 응용분야에서는
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그림 7. 정규분포곡선에서 추출한 샘플값

Fig. 7. Sampled values from a normal distribution

curve.

모든 순간에서의 보간 값이 아닌 특정한 순간에서의 보

간 값만을 필요로 할 수 있다. 그림 7은 X선 형광분석

에서 사용되는 정규분포 곡선의 샘플 값들을 보여준다.

필요한 정보는 정규분포곡선의 최대값으로부터 얻을 수

있기 때문에 샘플 값 {   }의 보간을 통해 최대값

을 계산하여야한다.

본 논문에서는 특정 순간의 보간성능을 향상시키기

위해 가중치 요소 를 적용하여 를 다음과 같이 수

정한다.

  ×  (10)

그림 8은 적절한 가중치 요소를 선택함으로써 최대

값에 보다 근접한 보간값을 얻을 수 있음을 보여준다.

즉,  를 선택함으로서 다른 영역에서는 오차가

크지만 최대값 부근에서는 가장 오차가 적은 보간값을

얻을 수 있음을 알 수 있다. 보조필터의 종류와 무관하

게 식 (10)의 가중치를 적용할 수 있지만 본 논문에서

는 구현상 간단한 식(9)의 보조필터를 사용한다.

최적의 가중치는 입력 데이터에 따라 달라질 수 있으

므로 는 입력 데이터의 함수로 결정되어야한다. 이

를 위해 다음과 같이 를 먼저 계산하고 그 결과를

이용하여 를 선택한다.






×
(11)

식 (11)의 분자항은 식 (9)와 동일하다. 식 (11)의 계

산 결과인  값에 따라 는 표 1의 가중치 선택 규

칙에 의하여 결정된다. 표 1의 가중치 선택규칙은 

가 0에서 0.3 사이일 때 MATLAB 시뮬레이션을 통하

여 결정되었다. 많은 X선 형광분석시스템에서는 정규분

포곡선을 샘플한 20여개의 데이터를 이용하여 최대값을
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그림 8. 보간된 정규분포 곡선: (a) 4개의 다른 가중치를

갖는 보간된 곡선, (b) (a)의 최대값 근처의 상

세화된 곡선

Fig. 8. Interpolated normal distribution curves: (a)

interpolated curves with 4 different weighting

factors, (b) detailed plots of (a) around the max

values.

 Optimal weighting factor

0∼0.085 1

0.086∼0.155 2

0.156∼0.249 3

0.25∼0.3 4

표 1. 가중치 선택 규칙

Table 1. Weighting factor selection rule.

구하며, 이 때 는 0.3을 초과하지 않는다. 그림 9는

제안한 보간회로의 구조이다.
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그림 9. Weighting factor를 적용한 보간회로

Fig. 9. Architecture of the weighted interpolation

method.

Ⅳ. 시뮬레이션 결과

표 2는 서로 다른 최대값을 갖는 6가지 경우에 대한

시뮬레이션 결과이다. ②, ⑤, ⑥의 경우에 최상의 성능

은  인 경우에 얻을 수 있다. ③의 경우에는

 일 때, ①과 ④의 경우에는  인 경우에

최상의 성능을 얻을 수 있다. 표 2에서 최적의 가중치

의 선택은 표 1에서 제안한 가중치 선택 규칙과 일치함

을 알 수 있다. 표 2에서 가중치를 ‘0’으로 하면

( ) 원래의 Lagrange 보간방법에 상응한다. 또

한  인 경우는 보조필터를 갖는 Lagrange 보

간방법에 상응한다. 따라서 제안한 보간방법은 [8]에

Ideal
max  a, b, c, d        

① 145.1 0.164

a=76.06
M=143.6

e=1.5

M=144.1

e=1

M=144.7

e=0.4

M=145.4

e=0.3

b=130.83
c=141.37
d=95.97

② 664.9 0.075

a=469.85
M=662.7

e=2.2

M=664.4

e=0.5

M=666.1

e=1.2

M=668.0

e=3.1

b=628.97
c=655.73
d=532.41

③ 797.9 0.117

a=483.94
M=792.6

e=5.3

M=795.3

e=2.6

M=798.1

e=0.2

M=801.1

e=3.2

b=736.54
c=782.09
d=579.38

④ 997.4 0.214

a=456.62
M=982.8

e=14.6

M=987.2

e=10.2

M=991.8

e=5.6

M=996.8

e=0.6

b=880.16
c=966.67
d=604.93

⑤
2849.6 0.052

a=2208
M=2844.2

e=5.4

M=2849.9

e=0.3

M=2855.8

e=6.2

M=2862

e=12.4

b=2735.6
c=2820.7
d=2420.3

⑥
3324.5 0.075

a=2349.3
M=3313.3

e=11.2

M=3321.7

e=2.8

M=3330.6

e=6.1

M=3340.1

e=15.6

b=3144.9
c=3278.7
d=2662.1

표 2.  에 따른 시뮬레이션 결과

Table 2. Simulation using different  values.

Ideal Max value 145.1 664.9 797.9 997.4

3rdorder
4-tap

Farrow

Max 144.3 660.0 793.1 992.1

error 0.8 4.9 4.8 5.3

3rdorder
8-tap

Farrow

Max 144.8 663.3 796.2 995.5

error 0.4 1.6 1.7 1.9

3rdorder

Lagrange

Max 143.5 662.7 792.6 982.8

error 1.6 2.2 5.3 14.6

5
th

order

Lagrange

Max 144.5 664.4 796.3 991.2

error 0.6 0.5 1.6 6.2

Proposed
Max 145.4 664.4 798.1 996.8

error 0.3 0.5 0.2 0.6

(M : Max value, e : error)

표 3. 시뮬레이션결과 비교

Table 3. Comparison with other interpolation methods.

ct ct

input

outputct

3b 2b 1b 0b

그림 10. 3차 4탭 Farrow 구조

Fig. 10. Third-order 4-tap Farrow structure.

서 제안한 보간방법의 일반화라고 할 수 있다.

제안한 방법과 다른 보간방법들의 성능 비교결과를

표 3에 보였다. 표 3은 표 2의 시뮬레이션 중 ①, ②,

③, ④에 사용된 데이터에 대해 5가지 보간방법을 적용

하여 시뮬레이션 한 결과이다. 제안한 방법이 Farrow

구조와 같이 널리 사용되는 방법에 비하여 에러가 더

적음을 알 수 있다. 제안한 방법의 평균 에러는 다른 보

간방법중 가장 에러가 적은 3차 8탭의 Farrow 구조에

비해 25%정도밖에 되지 않는다. 그림 10은 19개의 곱셈

기를 필요로 하는 3차 4탭의 Farrow 구조이다. 3차 8탭

의 Farrow 구조는 27개의 곱셈기를 필요로 한다. 제안

한 방법은 그림 9에서와 같이 단지 7개의 곱셈기와 

선택로직으로 구성된다.  선택로직은 실제로 나눗셈

없이 몇 개의 compare-select 회로를 조합하여 구현할

수 있다. 따라서 제안한 구조는 특정 순간의 보간 값만

요구되는 응용에서 기존 보간방법에 비해 낮은 하드웨

어 복잡도를 가지며 향상된 성능을 제공한다.
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Ⅴ. 결  론 

본 논문에서는 보조필터와 가중치를 결합한 새로운

보간 방법이 제안되었다. 제안한 방법은 특정 순간의

보간 값만 요구되는 응용에 효율적으로 적용될 수 있

다. X선 형광분석시스템에서 사용되는 정규분포곡선의

보간을 통해 제안한 방법이 적은 하드웨어로 우수한 보

간 성능을 제공함을 보였다.

제안한 방법은 응용분야에 따라 가중치선택 규칙만

을 시뮬레이션을 통해 정의하면 다른 응용에도 쉽게 적

용될 수 있다.
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