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물리현상의 인과성에 대한 필요충분조건은 Kramers-Krönig (K-K) 관계식으로 표현된다. 음파에 대한 Kramers-Krönig 
관계식은 음파의 위상속도 분산식과 감쇠계수 분산식 사이의 힐버트 변환 쌍으로 나타난다. 본 연구에서는 400 kHz–1.1 MHz의 

고주파 영역에서 물이 찬 다공성 유리구슬 매질에서 측정된 p파 음속 및 감쇠계수를 Waters 등에 의해 얻어진 미분 형태의 

Kramers-Krönig 관계식과 정량적으로 비교했다. 감쇠계수는 주파수의 거듭제곱형태를 따르며, 이때 실험값은 Kramers- 

Krönig 관계식과 비교적 정확히 일치한다.

핵심용어: Kramers-Krönig 관계식, 다공성 매질, p파 음속 및 감쇠계수, 유리 구슬 매질

투고분야: 수중음향 분야 (5.3)

The necessary and sufficient condition for causality of a physical system can be expressed as Kramers-Krönig (K-K) 

relation. K-K relation for acoustic wave is a Hilbert transforms pair between dispersion equations of phase speed 

and attenuation. In this study, we quantitatively compare the acoustic measurements in water-saturated glass beads 

for the frequency ranges from 400 kHz to 1.1 MHz with the predictions of differential form of K-K relation obtained 

by Waters et al. For media with attenuation obeying an arbitrary frequency power law, acoustic measurements show 

good agreements with the predictions of Kramers-Krönig relation.
Keywords: Kramers-Krönig relation, porous medium, p-wave sound speed and attenuation, water-saturated glass beads

ASK subject classification: Underwater Acoustics (5.3)

I. 서 론

선형파동 (linear wave)이 만족하여야 할 선험적인 법

칙으로서 인과성 (causality)이 있다 [1]. 파동이 전달되는 

매질이 감쇠매질 (attenuating medium)일 때 인과성에 

따라 파동은 항상 분산특성 (wave dispersion)을 보인다. 

인과성을 만족시키기 위해 특정 주파수 영역에서의 감쇠

현상은 모든 주파수 영역의 파동의 위상속도에 영향을 

주게 되며, 반대로 모든 주파수 영역에서의 위상속도는 

특정 주파수 영역의 감쇠현상에 영향을 미치게 된다.

1920년대 Krönig와 Kramers는 이러한 인과성을 바탕

으로 전자기파 굴절률의 실수부와 허수부가 서로 Hilbert 

변환식의 쌍을 이룬다는 것을 보였다 [2-3]. 이후 Kramers- 

Krönig 관계식은 파동의 전달을 다루는 전기공학이나 핵

물리학, 양자역학 (Toll, 1956; Nussenveig, 1972) 등에 

대부분 적용되었다 [1,4]. 음파에 대한 Kramers-Krönig 
관계식은 1950년대에 발표되었고, 감쇠현상과 분산현상

에 대한 정확도 높은 실험이 가능해진 시기인 1960년대 

이후에 실험적으로 증명되었다.

음향학적 Kramers-Krönig 관계식은 음향 매질의 복

소 파수 (complex wave number)의 실수부와 허수부의 

관계를 나타내는 것으로 물리적으로는 음파의 위상속도와 

감쇠계수 사이의 관계를 표현한다. 이 때문에 Kramers- 

Krönig 관계식은 음파의 분산특성 및 실험결과의 인과성

을 검증할 수 있는 근거로 사용할 수 있다. 그래서 많은 
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연구자들이 새로운 음향 실험결과의 합리성을 검증하기 

위해 종종 Kramers-Krönig 관계식을 이용한다.

대표적으로 Wintle [5]은 Polymer의 음향 데이터의 인

과성을 Kramers-Krönig 관계식으로 검증하였고, Alvarez 

등 [6]은 온도와 습도를 고려한 공기의 분산특성의 변화

를 Kramers-Krönig 관계식으로 정리하였다. Lee 등 [7]

과 Szabo [8]는 비교적 넓은 주파수 대역에서 정확도 높

은 실험을 통하여 Kramers-Krönig관계식의 타당성을 

검증하였고, 최근에는 Fellah 등 [9]이 다공성 물질에서의 

Kramers-Krönig 관계식을 검증하는 연구를 발표했다. 

음향학적 Kramers-Krönig 관계식은 표현 방식에 따

라 크게 적분 관계식과 미분 관계식으로 구분할 수 있다 

[10-12]. 적분 관계식은 Kramers-Krönig 식의 기본식으

로서 특정 주파수에서 위상속도 (또는 감쇠계수)는 모든 

영역의 주파수에 대한 감쇠계수 (또는 위상속도)의 적분

식으로 표현된다. 하지만 전 영역에 대한 복소 파수의 분

산식을 측정하는 것은 사실상 불가능한 일이기 때문에 

기본 적분식을 사용하는 경우는 없으며 일반적으로 유한

한 영역 (finite bandwidth)에 대한 Kramers-Krönig 식
의 근사식이 사용된다 [10-11]. 

한편, 음파의 감쇠계수가 주파수의 거듭제곱 형태를 

가지는 경우에는 Kramers-Krönig의 적분 식은 미분 식 

형태로 표현할 수 있으며 해석적으로 계산 가능하다 [12]. 

본 논문에서는 Waters 등 [12]에 의해 얻어진 미분 식 형

태의 Kramers-Krönig 관계식을 이용해 이 등 [13]의 고주

파 영역의 음향 측정 실험 결과를 검증했다. 2장에서는 

Kramers-Krönig 관계식에 대해 기술을 하였고 3장은 음

향 측정 실험 결과 소개 및Kramers-Krönig 관계식과의 

비교에 대한 내용을 담고 있다. 4장은 결론이다.

 

II. 음향학적 Kramers-Krönig 

관계식의 리뷰

본 장에서는 음향학적 Kramers-Krönig 관계식의 두 

가지 형태, 즉 적분형 및 미분형 관계식에 대해 간략하게 

소개한다 [1].

2.1. 적분 관계식

음파의 복소 파수를 아래와 같이 정의한다.

( ) / ( ) ( )c jγ ω ω ω α ω= +                              (1)

여기서, ( )α ω 는 감쇠계수, ( )c ω 는 음속, ω는 각 주파

수를 나타낸다.

이때, 음파에 대한 Kramers-Krönig 기본 관계식은 다

음과 같이 적분식 쌍으로 표현된다.

1 Im[ ( ')]Re[ ( )]
( )

d
c
ω γ ωγ ω ω
ω π ω ω

∞

−∞
′= =

′ −∫                
(2)

1 Re[ ( ')]Im[ ( )] ( ) '
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dγ ωγ ω α ω ω
π ω ω

∞

−∞
= = −
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(3)

식 (2)-(3)에서 적분은 Cauchy 주치 (Cauchy principal 

value) 적분이다.

위의 적분식은 ( ) ~γ ω ω  이하로 발산하는 경우에 수학

적으로 제곱적분가능 조건 (square integrable)을 만족한

다. 그러나, ( )γ ω 의 거동이 주파수의 1승을 초과하여 발

산하는 경우에는 Titchmarsh정리에 의해 위의 식은 성립

하지 않으므로, 감산법 (subtraction method)를 이용하

여 식 (2)-(3)이 제곱적분가능 조건을 만족하도록 재정의

해야 한다 [1]. 

( ) ~ nγ ω ω 의 거동으로 발산한다고 할 때, Kramers- 

Krönig 관계식의 핵함수 (kernel function)는 아래와 같

이 감산법에 의해 재정의된 0( , )n ω ωΛ 로 표현할 수 있다 

[1,6,11].

( ) ( )
0 0

1
1

0 0 01

0
0

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( 1)!( , )

( )

n
n

n

n n

d d
d n dω ω ω ωγ ω γ ω γ ω ω ω γ ω ω ω
ω ωω ω

ω ω

−
−

−= =
− − − − ⋅⋅− −

−Λ =
−

(4)

식 (4)의 0( , )n ω ωΛ 는 수학적으로 복소 파수 함수를 

McLaurin 전개를 했을 때의 잉여 (remainder)를 의미한

다. ( )γ ω  대신에 위의 함수를 이용하여 식 (2)-(3)과 동일하

게 Kramers- Krönig 기본 관계식을 구하면 다음과 같은 

관계식을 얻을 수 있다.

0 0
0
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위의 식에서 적분 식 분자의 2번째 항은 ω ω′ = 에서 핵

함수가 일정한 크기를 갖도록 만들기 위해 임의로 더해준 

상수 값이다 ( 0dω
ω ω

∞

−∞

′
=

′ −∫Q ).

일반적으로 위의 식 (5)-(6)을 n차 감산의 Kramers- 

Krönig 관계식이라 칭한다 [1,11]. 

위의 적분식을 실제 실험 결과에 적용하기 위해서는 

한가지 난점을 해결해야 한다. 식 (5)-(6)에서 특정 주파
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수의 위상속도나 감쇠계수를 계산하기 위해서는 전 영역

에 걸친 해당 쌍의 값을 알아야 한다. 실제 모든 음향 실험

이 유한한 주파수 영역의 펄스로 수행된다는 것을 고려하

면 사실상 식 (5)-(6)을 측정결과에 적용하는 것은 불가

능하다. 이 때문에 여러 연구자들은 유한한 주파수 영역에 

관한 근사식을 제안했으며, 실제 측정 값과 비교를 할 때

는 유한한 영역에 대한 적분 근사식을 이용한다 [10-11].

2.2. 미분 관계식

앞 절에서 기술 했듯이 Kramers-Krönig 의 기본관계

식은 핵함수가 제곱적분가능 조건을 만족해야 한다. 하

지만 핵함수가 균일한 수렴 조건을 만족하는 경우 식 

(2)-(3)의 식의 제한 조건은 더 완화될 수 있다 [14]. 감쇠

계수가 주파수의 거듭제곱으로 표현되는 경우도 이에 해

당하며, 이때 인과성의 필요충분조건은 식 (2)-(3)의 제

한조건보다 더 완화되어 아래와 같은 일반화 된 Hilbert 

변환 (generalized Hilbert transform) 쌍으로 표현할 수 

있다 [12].

2 2
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여기서 n은 짝수이며 일반화 된 Hilbert 변환이 수렴하

도록 선택하면 된다.

위 식에서 ( )njω 로 나눠진 ( )γ ω 의 실수 및 허수부 쌍이 

'ω ω→ 에서 균일하게 수렴하는 (uniformly convergent) 

Taylor 전개로 표현 가능하다고 할 때, 식 (7)-(8)의 적분

식은 해석적으로 계산가능하며 식 (7)-(8)은 아래와 같은 

미분 형태로 정리할 수 있다 [12].

1
1

Im[ ( )]Re[ ( )] tan
2 ln

n
n

d
d

π γ ωγ ω ω
ω ω

−
−

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠               

(9)

Re[ ( )]Im[ ( )] tan
2 ln

n
n

d
d

π γ ωγ ω ω
ω ω

⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠                

(10)

여기서 tan()는 탄젠트 미분 연산자이며, 위의 식 (9)- 

(10)을 Kramers-Krönig 관계식의 미분 형태라고 부른다.

n이 홀수인 경우에는 짝수인 경우와 똑같은 유도 과정

을 거쳐서 최종적으로 아래와 같은 식을 얻는다.
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한편, Waters등 [12]은 감쇠계수가 주파수에 대해 

0 1( ) yα ω α ω α= + 로 표현된다고 가정할 때, 1 1n y n− < < +

이며 임의의 정수 n이 짝수인 경우에 미분형 관계식을 

고려했다. 이 때, 식 (10)으로부터 아래와 같은 식을 얻을 

수 있다.

( ) ( ) ( )1 1
0 0

0

1 1 tan
2

y yy
c c

πα ω ω
ω ω

− −⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠ , 

( 1 1,  even)n y n n− < < +                            (13)

여기서 0ω 는 식의 정리과정에 얻어지는 임의의 상수를 

의미하며 물리적으로는 유한한 주파수대역을 갖는 음파

의 하한 (lower) 주파수 경계 값으로 볼 수 있다.

식 (13)은 y가 홀수인 영역을 제외한 모든 영역에서 사

용 가능하다. y가 홀수인 경우의 K-K식은 식 (11)과 (12)

로부터 계산이 가능하다. 하지만, y n≈  (여기서 n은 홀

수)인 경우에는 해석적으로 K-K 관계식의 미분 형태를 

계산하기 힘들기 때문에 Waters 등은 식 (11) 로부터 근사

적으로 아래와 같은 식을 얻었다.

( ) ( ) 01 1
0 0 0

1 1 2 lnn nc c
ωα

ω ω ω ω π ω− −− ≈ −
, 

( ,  odd)y n n≈                                     (14)

식 (14)에서는 식 (11)의 tangent 미분 연산자의 1차항 

만을 고려했다는 점에 유의해야 한다.

이 등 [13]의 실험에서 계측된 감쇠계수의 분산 특성은 

주파수의 거듭제곱 형태의 거동을 보인다. 그렇기 때문에 

본 연구에서는 식 (13)과 (14)를 이용하는 것이 가능하다. 

식 (13)-(14)의 미분 형태의 해석적인 식은 식 (5)-(6)의 적

분 관계식을 직접 계산하는 것에 비해 수치계산 상의 이점이 

있다. 그러나, 식 (13)-(14)는 감쇠계수가 0 1( ) yα ω α ω α= +  

형태일 때 유도된 식으로 공명 손실 (resonance loss)와 

같은 특이한 거동의 감쇠 특성을 보이는 경우에는 사용할 

수 없다.

III. 다공성 매질의 고주파 측정결과에 적용

이 절에서는 위 절까지 Waters 등 [12]에 의해 유도된 

Kramers-Krönig관계식 (13)과 (14)에 의한 추정 값과 이 

등 [13]의 실험에 의해 얻어진 실험값을 비교했다. 이 등
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그림 1. 6가지 평균입자크기에 대한 측정 결과  [13] 

(a) p파 음속, (b) p파 감쇠계수

Fig. 1. Acoustic measurements in six kinds of water-saturated 

glass beads (Ref. 13). 

(a) p-wave sound speed, (b) p-wave attenuation

표 1. 감쇠계수 실험 결과의 거듭제곱함수 형태 추세값

Table 1. Regression analysis of attenuation measurements.

0 1( ) yf fα α α= +

 S1 S2 S3 S4 S5 S6

0α 51.26 10−× 51.31 10−× 153.31 10−× 266.45 10−× 251.18 10−× 252.28 10−×
y 1.058 1.052 2.621 4.486 4.495 4.517

1α 0 0 5.25 5.89 2.7 2.62

표 2. 감쇠계수가 거듭제곱함수의 형태를 가질 때 K-K 관계식 및

상수 값

Table 2. Kramers-Krönig dispersion relation and constants 

for arbitrary frequency power law.

( ) ( ) ( )1 1
0 0

0

1 1 tan
2

y yy f f
c f c f

πα − −⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠ ,  ( 1 1,  even)n y n n− < < +

 S1 S2 S3 S4 S5 S6

0f 58.70 10× 58.95 10× 55.45 10× 54.60 10× 54.45 10× 55.20 10×

0( )c f 31.79 10× 31.82 10× 31.78 10× 31.76 10× 31.75 10× 31.68 10×

의 실험은 물이 찬 여섯 종류의 유리 구슬 매질에서 매질

의 p파 음속 및 감쇠계수를 측정하기 위해 계획되었다. 

여섯 종류의 유리구슬의 평균입자크기는 최소 90 ㎛부터 

최대 875 ㎛의 크기를 가지며 계측된 주파수 대역은 400 

kHz와 1.1 MHz 사이이다.

여섯 종류의 유리 구슬의 평균입자크기에 따른 주파수 

별 음속 및 감쇠계수의 측정 결과는 그림 1 [13]과 같다. 

그림 1 (a)의 평균입자크기에 따른 주파수 별 음속 변화를 

보면 미세한 유리 구슬로 이루어져 있는 S1, S2 매질에서

는 분산현상이 거의 나타나지 않으며 매 실험 때마다 음

속의 변동이 크게 나타났다. 이러한 음속 변동 현상은 다

른 실험적 연구에서 일찍이 보고된 바 있다 [15]. 이러한 

현상은 grain-packing 효과에서 오는 불확실성에 의한 

오차라고 생각된다. 그러나, 비교적 굵은 알갱이로 이루

어져 있는 S3, S4, S5, S6의 매질의 경우에는 확연히 음 

분산 (negative dispersion) 경향이 나타나는 것을 볼 수 

있다. 또한 평균입자크기가 큰 매질일수록 음 분산 경향

이 강하게 나타나는 것을 알 수 있다. 그림 1 (b)는 평균입

자크기에 따른 주파수 별 감쇠계수의 변화를 관찰할 수 

있다. S1과 S2 매질의 경우에는 모든 실험 주파수 범위 

내에서 1f 에 비례하는 경향을 보이는 것을 관찰할 수 있

고, S3 매질의 경우에는 500 kHz 부근에서 1f 에 비례하

다가 800 kHz 부근에서는 2f 에 비례하는 경향을 보이는 

것을 확인할 수 있다. 그리고 S4, S5, S6 매질의 경우에는 

4f 에 비례하여 감쇠계수가 변화하는 것을 관찰할 수 있

다. 따라서 그림 1 (b) 에서 관찰한 바와 같이 이 등 [13]의 

실험에서 나타난 고주파 감쇠계수는 주파수의 거듭제곱

함수의 형태로 표현될 수 있음을 확인할 수 있다. 

그림 1 (b)의 감쇠계수의 거동을 0 1( ) yf fα α α= +  형

태로 회귀분석을 하면 표 1과 같은 결과를 얻는다. 표 1 

의 수치들로 나타낸 각 매질의 추세선과 감쇠계수 실험 

결과의 비교는 그림 2 와 같다. 감쇠계수 실험 결과와 거

듭제곱함수 형태로 표현된 추세선이 일치하는 것을 확인

할 수 있다.

표 1에서 얻어진 0α 와  1α , y의 값은 식 (13)-(14)의 

Kramers-Krönig 관계식에 의해 음속을 추정하는데 사

용했다. 여기서 감쇠계수 값의 단위는 Neper/m이고 또한 

y의 값이 정수가 아니기 때문에 실제적으로는 식 (13)을 

사용하게 되며 이때 얻어진 임의의 상수 0f , 0( )c f 의 값은 

표 2 와 같이 정리하였다. 

그림 3에서는 Kramers-Krönig 관계식에 의한 추정 값

과 실험을 통해 계측한 음속 결과를 비교했다. 비교 결과

를 보면 실험을 통해 얻은 음속 결과와 Kramers-Krönig 
관계식으로부터 예측한 음속 결과가 전체적으로 일치한

다는 것을 확인할 수 있다. 다만 평균입자크기가 다른 매

질에 비해 미세한 S1과 S2 매질에 대해서는 실험오차가 
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그림 2. 감쇠계수 실험 결과와 거듭제곱함수 추세선 비교

(a) S1, (b) S2, (c) S3, (d) S4, (e) S5, (f) S6

Fig. 2. Comparison of attenuation measurements and regression analysis.

(a) S1, (b) S2, (c) S3, (d) S4, (e) S5, (f) S6

그림 3. 음속 실험 결과와 K-K 관계식으로부터 예측된 음속 결과 사이의 비교

(a) S1, (b) S2, (c) S3, (d) S4, (e) S5, (f) S6

Fig. 3. Comparison of sound speed measurements and predictions of K-K relation. 

(a) S1, (b) S2, (c) S3, (d) S4, (e) S5, (f) S6

크기 때문에 정량적인 비교를 하는데 어려움이 있다. 하

지만 S3, S4, S5, S6매질에서는 감쇠계수 결과로부터 추

정된 음속과 계측된 실험결과의 매우 유사한 경향을 보이

는 것을 관찰할 수 있다. 각 매질마다 거의 모든 주파수 

대역에서 최대 ± 8 m/s 차이를 가지는 안정적인 결과를 

보였으며 다만 S6의 경우 높은 주파수에서 비교적 낮은 

SNR로 인해 실험결과가 Kramers-Krönig 관계식에 의

해 예측된 값보다 최대 오차범위보다 조금 크게 떨어지는 

것을 알 수 있다. 이러한 비교 결과는 이 등 [13]의 실험결

과가 선험적인 인과성을 만족하고 있음을 입증한다.
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IV. 결 론

본 논문에서는 음향학적 Kramers-Krönig 관계식에 

대하여 리뷰하고 여섯 종류의 물이 찬 유리 구슬 매질에

서 측정된 고주파 측정결과와 Kramers-Krönig 관계식

의 추정 값을 비교했다.

측정된 다공성 매질에서의 음속 및 감쇠계수가 전반적

으로 분산 특성을 보이고 또한 감쇠계수 데이터가 거듭제

곱함수의 형태를 가진다는 사실에 착안하여 Waters 등에 

의해 유도된 미분 형태의 Kramers-Krönig 관계식을 이

용해 해석적으로 음속 결과를 예측했다. 추정 값과 실험값

이 비교적 정확히 일치하며, 이것은 Waters 등의 Kramers- 

Krönig 관계식의 타당성을 검증함과 동시에 이 등 [13]이 

다공성 매질 실험을 통해 계측한 음속과 감쇠계수 측정결

과는 물리적 인과성을 만족한다고 결론지을 수 있다.
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