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진동하는 원통셸에서는 파동의 크기를 유지하며 전파하는 진행파 (굽힘파, 종파, 전단파)와 전파함에 따라서 파동의 크기가 

지수 함수적으로 급격히 감쇠하며 소멸되어가는 감쇠파가 발생한다. 감쇠파의 영향은 일반적으로 가진 지점 혹은 구조물의 

끝단 지점 부근에 국한되어 작게 발생되게 된다. 그러나 원통셸의 경우 상당히 큰 감쇠파가 발생할 수 있으며, 이러한 감쇠파로 

인하여 종진동이 끝단 부근에서 상당히 크게 발생하는 현상이 일어날 수 있다. 이러한 현상은 저자의 유한 원통셸의 종진동 

측정 실험 논문에서 관찰되었으며, 본 논문에서는 이러한 큰 감쇠파에 의한 원통셸의 끝단 종진동 현상을 해석적으로 분석하

였다. 원통셸의 진동해석을 위하여서는 파동 전파 방법을 활용하였으며, 해석 결과를 실험 결과와 비교함으로써 진동하는 

원통셸의 끝단에서 모드 변환 (굽힘파와 감쇠파간의 변환)에 의하여 상당히 큰 감쇠파가 발생할 수 있음을 보였다. 또한 

감쇠파의 영향은 원통셸 끝단의 큰 종진동을 발생시키며, 원통셸 전체 길이의 1/3 지점까지도 영향을 줄 수 있음을 보였다. 

핵심용어: 유한 원통셸, 탄성파, 전파성 파동, 감쇠파, 끝단 종진동, 모드 변환

투고분야: 구조음향 및 진동 분야 (11.2)

Propagating waves (flexural, longitudinal and shear waves) travelling with constant amplitudes and evanescent waves 

decaying exponentially are generated on a cylindrical shell. Evanescent waves are generally generated in the vicinity 

of an vibration excitation point and near ends of the shell. But the evanescent waves can generates strong axial 

vibration at the ends of the cylindrical shell. The strong end axial vibration due to those evanescent waves has been 

observed in an author’s previous paper dealing with measurements of the in-plane axial vibration of a finite cylindrical 

shell. In this paper the strong end axial vibration due to the evanescent waves has been theoretically analyzed. In 

order to analyze the vibration of the cylindrical shell, wave propagation approach has been implemented. Comparison 

between theoretical and experimental results for the axial vibration of the shell showed that the strong evanescent 

wave can be generated due to mode conversion (conversion from flexural wave to evanescent wave) at the ends of 

cylindrical shell. It also showed that the evanescent wave can generate the strong axial vibration near the ends of 

the cylindrical shell and that it can have effect even on 1/3 of the total length of the shell. 

Keywords: Finite cylindrical shell, Propagating waves, Evanescent waves, Strong end axial vibration, Mode conversion

ASK subject classification: Structural Acoustics and Vibration (11.2)

I. 서 론

원통셸 진동은 가진 지점으로부터 발생된 후 전파되어 

나아가고 또한 끝단으로부터 반사되는 탄성파 파동들의 

영향으로 발생된다. 진동하는 원통셸에서는 파동의 크기

를 유지하며 전파하는 진행파 (굽힘파, 종파, 전단파)와 

전파함에 따라 파동의 크기가 지수 함수적으로 급격히 

감쇠하며 소멸되어가는 감쇠파가 발생한다. 감쇠파의 영

향은 일반적으로 가진 지점 혹은 구조물의 끝단 지점 부

근에 국한되어 작게 발생되게 된다. 그러나 문헌에 의하

면 이론적인 반무한 구조물인 반무한 보 [1], 반무한 평
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그림 1. 유한 원통셸

Fig. 1. Finite cylindrical shell.

판 [2] 그리고 반무한 원통셸 [3]의 경우 해당 구조물의 

끝단 부근에서 종진동을 발생시키는 감쇠파의 영향이 상

당히 크게 발생할 수 있음이 해석 결과로부터 알려져 왔다. 

또한 이러한 현상은 유한 보 [4]와 유한 원형 평판 [5]의 

경우 실험 결과로도 보고되어 왔다. 그리고 최근에는 유

한 원통셸의 경우에도 본 논문 저자에 의하여 실험적으로 

원통 셸의 끝단에서 큰 감쇠파로 인한 종진동이 관찰되었

다 [6]. 본 논문에서는 이러한 유한 원통 셸 끝단에서 발생

하는 종진동 현상을 해석적으로 분석하였다. 이러한 분

석을 위하여 파동전파 방법을 활용하여 유한 원통셸의 

진동을 해석하였고, 해석 결과와 실험 결과를 비교함으

로써 진동하는 원통 셸의 끝단에서 발생하는 모드 변환 

(굽힘파와 감쇠파간의 변환) 현상에 의하여 상당히 큰 감

쇠파가 발생할 수 있음을 보였다. 또한 감쇠파의 영향은 

원통 셸 끝단의 큰 종진동을 발생시키며, 원통셸 전체 길

이의 1/3 지점까지도 영향을 줄 수 있음을 보였다. 

II. 파동 벡터 해석의 이론적 배경 

각진동수 로 진동하는 원통셸의 진동을 표시하기 위

하여 그림 1과 같이 양 끝단에서 자유단을 갖고 길이 , 

반지름 , 두께 인 원통셸을 고려한다. 그리고 좌표로

써는 원통 좌표계   와 시간 를 이용하며, 해당 

좌표계의 각 방향 변위 성분을   으로 나타낸다. 또

한   ′,  인 지점에 작용하는 수직 방향의 점가진

력에   ′   에 의한 강제진동을 

고려한다. 진동하는 유한 원통셸에서는 가진력이 작용하

는 지점을 기준으로, 왼쪽 및 오른쪽 영역, 즉 두 가지 

파동 영역이 존재하며 해당 파동 영역의 물리적 특성은 

가진 조건과 원통셸 끝단의 경계조건에 의하여 결정된

다. 이러한 특성을 고려하기 위하여 가진력이 작용하는 

지점 (  )을 기준으로 그림 1과 같이 왼쪽 (L)영역과 

오른쪽 (R)영역으로 나누기로 한다.

원통셸에 대하여 표면에서의 공간 진동 데이터가 실험

적으로 혹은 해석적으로 알려져 있는 경우, 이러한 공간 

진동 정보를 이루고 있는 다양한 탄성 파동들을 분리하여 

내기위해서는 다음과 같은 과정의 파동 벡터 해석을 고려

할 수 있다. 진동은 서로 다른 위상 속도를 갖고 다양한 

방향으로 전파되는 파동들에 의한 영향의 선형적인 합으

로 볼 수 있으므로, 각 파동의 영향을 공간에 대한 2차원 

Fourier 변환을 활용하여 표현할 수 있다. 예로써 (R)영

역에서 길이 방향 면내 진동 변위 에 대하여, 시간에 대

한 항을  로 고려하는 경우, Fourier 변환 

로써 다음 식과 같이 표현할 수 있다 [7].
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식 (1)과 (2)에서   는 원주 방향 파동 모드

와 축 방향 파수 성분을 나타내고, 는 원주 방향 파수 

성분을 나타낸다. 그러므로 은 식 (3)으로 표시되는 

파수 벡터 

 


                                (3)

의 방향으로 전파되는 파동이 발생시키는 길이 방향 변위 

성분 크기를 나타낸다. 여기서  
 는 각각 축 방향과 

원주 방향의 단위 벡터를 나타낸다. 또한 해당 파동은 전

파 속도   를 갖는다. 원통셸의 진동 분포에 대한 

데이터를 측정 또는 수치 해석을 통하여 구하는 경우, 식 

(2)에서 해당 변위 성분    을 각각 고려함으로써, 

Fourier 변환인  , 즉 해당 파동이 발생시키는 

길이 방향, 원주 방향 및 반경 방향 변위의 크기를 구할 

수 있다. 진동 분포에 대한 공간 영역 데이터로부터 파수 

영역 결과를 구하기 위하여 식 (2)를 적용하기 위해서는 

공간 2차원 FFT (fast Fourier transform)기법 [8-9]을 

활용할 수가 있다. 수치 해석 결과로서 Fourier 변환 값

의 크기를 파수 영역에 대하여 3차원 그림으로 나타낼 

수 있는데, 이러한 결과를 파수 스펙트럼 (wavenumber 

spectrum) [7]이라 부른다. 이러한 파수 스펙트럼으로부

터 해당 주파수에서 발생하는 파동들의 크기와 종류들을 
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알아낼 수 있고, 또한 파동들의 분산 관계 (dispersion 

relation)를 추정할 수가 있다.

III. 원통셸의 진동 해석

식 (2)에서 나타내고 있는 원통셸의 표면에 걸친 축 방

향 진동 변위  와 그리고 원주 방향 변위  와 반경 방향 

변위  는 실험적으로 혹은 해석적으로 결정할 수 있다. 

이러한 원통셸의 공간 진동 데이터를 해석적으로 결정

하기위해서는 파동 전파 방법 [10-11]을 적용할 수 있으

며, 해석 과정은 다음과 같다. 그림 1과 같이 얇은 두께 

(≪ )를 갖는 원통셸에 대하여 주파수 를 갖는 

점 가진력에 의한 강제진동을 고려하는 경우, 진동 변위

벡터 v  는 다음과 같이 Donnell의 운동방정

식 [12]으로 나타낼 수 있다.

 v                                     (4) 
여기서 은 선형 미분연산자 행렬을 나타내고 문헌 

[13]을 참고할 수 있으며,   는 가진력 

벡터를 뜻한다. 원통셸 원주 좌표 ()의  주기성을 고

려하면, 변위 벡터 v 성분들은 다음과 같이 표현된다. 

 


 cos   ω 

 


 sin  ω                      (5)




 cos  ω   

여기서    은 식 (3)의 파수벡터  



 의 방향으로 전파하는 파동이 야기하는 각 방향 변

위 성분의 크기를 나타낸다. 이 경우 점 가진력 또한 다

음과 같이 Fourier 급수로 나타낼 수 있다.

 


∞

cos                       (6)

여기서    ′   이고, 는  일 

경우 1 그리고  일 경우 2를 나타낸다.

원통셸의 영역을 가진력이 작용하는 지점 (  ′ )을 

기준으로, 그림 (1)과 같이 왼쪽 (L)영역과 오른쪽 (R)영

역으로 나누어, 원통셸의 강제진동을 고려하면, 가진력

에 의한 가진 조건을 경계조건으로 다룰 수 있기 때문에 

자유진동처럼 해석할 수 있다. 따라서 각 영역에서 운동

방정식은  에 대한 다음의 식으로 표시된다.

 




























                               (7)

여기서

        
 

 


, 

         
 

 ,

           ,  

       



                   (8)

        




 , 

         ,

        
  

그리고,  ,   
, 여기서 는 링주파

수,  
,에 대해서 무차원화된 주

파수를 나타내고,  는 Poisson비와 탄성 계수를 나타

낸다. 에 대한 해가 존재하기 위해서는  행

렬식의 값이 0이 되어야 한다. 이러한 관계식은 탄성파의 

전파를 지배하는 분산식으로 다음 식과 같이 표현된다.

                                 (9)

분산식 식 (9)는 주어진 과 값에 대해서 
 의 4차 다

항식으로 표시되어, 4쌍의 복소 해, 즉 ±  (  )

가 존재한다. 여기서    는  방향과  방향

으로 전파하는 탄성파의 축방향 파수를 각각 나타내며, 

복소 해의 형태에 따라 진행파 (굽힘파, 종파, 전단파) 

혹은 감쇠파를 나타낸다. 

진동장을 나타내기 위하여 각 영역에서 변위벡터를 정

의하면, 다음과 같이 표현된다. 각 영역 (  )에 

대하여

v
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각 영역에서 , 각 방향으로 전파하는 4종류의 탄

성파가 존재함을 고려하면, 해당 영역에서의 변위 성분

은 다음과 같이 표현된다.
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     (a)

     (b)

그림 2. 파수 스펙트럼   

(a) 해석 결과, (b) 실험결과 (  에 대한 상대 값)

Fig. 2. Wavenumber spectrum  .

(a) theoretical result and (b) experimental result 

(relative to   )

여기서   와   는 다음 식과 같이  에 대한 

 와  의 비를 나타내며, 다음과 같이 구해진다. 

 


 

 
,  

 


 

 
                  (12)

여기서    는 식 (7)  행렬의 해당 요소

를 나타내며,  와  는 두 영역에서 같은 값을 갖으

며,  ,    (  )인 관계를 

갖는다. 원통셸의 각 영역에서 진동해를 구하기 위해서

는 식 (11)에서 주어지는 반경 방향 변위와 관련된 8개 

파동의 크기     (  )를 구하여야 하

므로 두 영역을 고려하면 총 16개의 미지수에 대한 해를 

구하여야 한다. 이러한 미지수를 구하기 위하여 원통셸

의 각 끝단에서 주어지는 4개의 경계 조건과 가진 지점인 

  ′지점에서 주어지는 가진 조건 즉 두 영역의 접합 

지점에서의 변위, 전단력 및 모멘트의 연속성 그리고 가

진력의 평형조건으로 8개의 조건을 고려할 수 있다 

[10-11]. 이러한 경계조건과 가진 조건을 적용함으로써 

식 (10)과 식 (11)으로부터 각 영역의 진동해를 구할 수 

있고, 각 파동의 기여도를 파악할 수 있다. 

IV. 해석 결과 및 분석 

4.1. 해석 결과

원통셸의 끝단 종진동에 대한 해석을 위한 원통셸 모델

로서, 문헌 [6]의 실험 모델에 해당하는 원통셸 모델을 

고려하였다. 원통셸의 크기는 반지름    , 두께 

    , 길이    이다. 재료 데이터로서는 

철에 대한 밀도   , 탄성계수 ×, 

Poisson 비   을 사용하였다. 그리고 원통셸 자체 

재료의 구조감쇠를 고려하기 위하여 탄성계수 를 복

소수, 즉  로 고려하고 감쇠계수 로서는 강

판에 대한 근사식    [13]을 활용하여 

  을 사용하였다. 원통셸은 자유단의 경계 조

건을 갖고, 진동은 내부  지점에 놓인 점 가진력에 

의하여 발생한다 (그림 1). 이러한 원통셸의 진동을 해석

함으로써 가진 지점 오른쪽 부분 [R}영역의 원통셸 표면 

×  지점에서 발생하는 축 방향 변위 를 결정하였

다. 이 경우 주파수는  을 고려하였으며, 원통 

셸의 링주파수    의 에 해당한다. 

이러한 조건들은 문헌 [6]에서의 실험 조건들과 동일하

며, 해당 실험에서는 종진동이 면내진동 측정용 레이저 

도플러 진동측정기를 이용하여 측정되었으며, 보다 자세

한 사항은 문헌 [6,14]를 참고할 수 있다.

그림 2 (a)는 해당 주파수에서의 공간적인 진동 해석 

결과, 즉 축 방향 변위 해석 결과로부터 파동의 영향을 

분리하기 위해서 2차원 FFT 기법을 이용하여 처리한 파

수 스펙트럼 의 해석 결과를 보여준다. 파수 스펙트럼

에서 확인되는 각 피크는 식 (3)의 해당 파수 성분들로 

구성되는 파수 벡터 방향으로 전파하는 파동의 크기를 

나타낸다. 외곽으로 원을 구성하는 작은 피크들은 면외 

파동인 굽힘파를 나타내며, 가운데 지점들의 큰 피크들

은 면내 파동인 전단파와 종파를 나타낸다. 이러한 파수 

스펙트럼 의 해석 결과는 문헌 [6]에서 얻어진 그림 

2 (b)의 실험적 결과와 비교하는 경우, 해당 진동을 형성

하는 파동들의 기여도 분리면에서 유사한 경향을 잘 보여

주고 있음을 알 수 있다. 그림 3은 분산관계를 나타내는 

식 (3)의 파수 곡선에 대한 이론 결과를 실험 결과와 비교

하고 있다. 그림 3은 종파, 전단파 및 굽힘파인 진행파에 

대한 분산관계만을 나타내고 있으며, 이론 결과가 파수 

곡선에 대한 실험 결과 경향을 잘 나타내고 있음을 알 

수 있다. 이 경우 외곽의 가장 큰 원 형태를 이루는 곡선은 

굽힘파의 분산 곡선 그리고 중간 위치 및 가장 안쪽의 

원 형태를 이루는 곡선들은 각각 전단파 및 종파의 분산
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그림 3. 원통셸에서 전파하는 파동들의 분산관계

(a) ( ) 해석 결과, (b) (ooo) 실험결과

Fig. 3. Dispersion relation for waves propagating on a 

cylindrical shell.

(a) ( ) theoretical result, (b) (ooo) experimental result

그림 4.   인 경우 원통셸의 축 방향 변위 성분   의 실험 

결과와 해석 결과와의 비교 (  에 대한 상대 값)

Fig. 4. Comparison of theoretical result for axial displacement 

component   as    with experimental result 

(relative to   ).

그림 5.   인 경우 원통셸의 축 방향 변위 성분  의 실험 

결과와 해석 결과와의 비교 (  에 대한 상대 값)

Fig. 5. Comparison of theoretical result for axial displacement 

component  as     with experimental result 

(relative to   ).

곡선을 나타낸다. 원통셸의 분산관계 식 (9)에서 보면, 

주어진 값에 대해서  ,  각각 방향으로 전파하는 

4개의 파동이 존재하므로,  방향을 고려하는 경우, 진

행파를 나타내는 그림 3으로부터  에 대해서는 

종파, 전단파 그리고 굽힘파 그리고 감쇠파가 존재하며, 

 ∼에 대해서는 굽힘파와 3개의 감쇠파가 존재

함을 알 수 있다.

주파수  에서  인 경우에는 분산식 

식 (9)와 그림 3의 분산관계로부터, 면내 파동인 종파 

( ± )와 전단파 ( ± ) 그리고 면외

파동인 굽힘파 ( ±  ) 그리고 감쇠파 ( 

±   )가 존재함을 알 수 있다. 그러나 그림 2와 3

에서 보면,  인 경우 원통셀의 축방향 면내 변위 

는 주로 면내 파동인 종파와 전단파의 기여로서 발생함

을 알 수 있다. 그림 4는  인 경우 원통셸의 길이 방

향에 따른 해당 변위 성분 의존도인 를 나타내며 

에 대한 이론 결과가 실험 결과를 잘 나타내고 있음

을 알 수 있다.

주파수   에서  인 경우에는 분산식 식 

(9)와 그림 3의 분산관계로부터, 감쇠파 (  ± 

±    ±  )와 진행파로는 면외 파동인 굽힘파 

(  ±)만이 존재함을 알 수 있다.  의 경우 

원통셸의 길이 방향에 따른 축 방향 변위 성분 에 

대한 각 파동의 기여도를 확인하기 위하여, 그림 2의 주

파수 스펙트럼 결과 를 관찰하면,  ±

에서 굽힘파에 해당하는 작은 피크이외에     주위

에서 넓은 피크가 해석 결과 (그림2 (a))와 실험 결과 (그

림 2 (b))에서 나타나고 있음을 알 수 있다. 이러한 현상을 

확인하기 위하여 에 대한 해석 결과와 실험 결과를 

비교하면 그림 5와 같으며, 해석 및 실험 결과에서 원통 

셀의 오른쪽 끝단으로부터 발생하는 감쇠파의 기여도를 

확인 할 수 있다.

4.2. 분석

감쇠파의 영향을 보다 분석하기 위하여 원통셸 전체 

길이에 걸쳐  에 대한 모든 변위 성분 즉  

  에 대한 해석 결과를 나타내면 그림 6과 같

다. 그림 6에서 보면 감쇠파의 영향이 원통셸의 양쪽 끝

단 ( ±  )과 가진점 위치 (  )에서 

나타나고 있음을 확인할 수 있다. 특히 원통 셸의 원주 

방향 성분  (그림 6 (b))와 반경 방향 성분  (그

림 6 (c))에서는 원통셸 끝단 부위인 근접장에 국한되어 

감쇠파의 영향이 발생하지만, 종진동인 길이 방향 성분 



366     한국음향학회지 제30권 제7호 (2011)

    

(a) (b) (c)

그림 6. 원통셸 체 길이에 걸친    에 대한 변위 성분의 해석 결과

(a)   , (b)   , (c)   ( 에 대한 상대 값)

Fig. 6. Theoretical result for displacement components as    along a whole length of the cylindrical shell.

(a)   , (b)   , (c)   (relative to   )

         

그림 7.   에 대한 종진동 성분  를 형성하는 파동들의 기여도 분리에 대한 해석적 결과 (  에 대한 상대 값) 

((a)-(f): 감쇠파의 영향, (g),(h): 굽힘파의 영향, : 입사파동, : 반사파동)

Fig. 7. Theoretical decomposition of contribution of waves to displacement component    as    (relative to   ).

((a)-(f): contribution of evanescent waves, (g), (h): contribution of flexural waves, : incident wave, : reflected wave)
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 (그림 6 (a))에서는 감쇠파의 영향이 원통셸의 끝

단으로부터 전체 길이의 1/3 정도까지도 나타나고 있음

을 확인 할 수 있다. 종진동은 가진 지점으로부터 발생하

여 원통셸 양 끝단으로 입사하는 입사 파동과 양 끝단

에서 반사하는 반사 파동의 중첩으로 발생된다. 이러한 

종진동 를 형성하는 각 파동의 기여도를 해석적

으로 분리하면 그림 7과 같다. 원통셸에서는 가진 지점 

(   )을 기준으로 좌측 [L] 영역 ( 

  )과 우측 [R] 영역 (    ) 

각 영역에서 4개의 입사파 (그림 7에서 로 표시)와 4개

의 반사파 (그림 7에서 로 표시)가 존재하는데, 그림 

7은  의 경우, 파동의 종류로는 감쇠파 (그림 7 

(a)-(f))와 진행파인 굽힘파 (그림 7 (g), (h))가 존재함을 

나타낸다. 우측 영역을 고려하면 가진 지점으로부터 발

생하여 오른쪽 끝단으로 입사하는 파동의 축 방향 무차

원 파수는            이며, 오른

쪽 끝단으로부터 반사하는 파동의 해당 파수는  

         이다. 이 경우 허수 

값은 감쇠파의 파수에 해당하며, 실수 값은 굽힘파의 파

수를 나타낸다. 좌측 영역의 경우에는 입사파동과 반사 

파동이 우측 영역의 해당 파수 값과 반대 부호를 갖게 

된다. 그림 7 (g)에서 보면 가진 지점으로부터 굽힙파가 

발생하여 원통셸의 오른쪽 끝단으로 입사하게 되며, 오

른쪽 끝단에서 모드 변환이 발생하여 반사 파동으로서 

굽힙파 (그림 7 (h))와 감쇠파 (그림 7 (b), (d), (f))가 발생

함을 알 수 있다. 이 경우 파수  를 갖는 감쇠

파 (그림 7 (f))의 경우, 굽힘파의 크기 (그림 7 (h))에 비하

여 상대적으로 매우 큰 크기를 갖고 발생하며, 그 반사 

영향이 원통셸의 오른쪽 끝단으로부터 전체 길이의 1/3 

정도까지도 나타나고 있음을 확인 할 수 있다.

V. 결 론

본 논문에서는 감쇠파에 의하여 유한 원통셸 끝단에서 

발생하는 큰 끝단 종진동 현상을 해석적으로 분석하였

다. 이러한 분석을 위하여 파동전파 방법을 활용하여 유

한 원통셸의 진동을 해석하였고, 해석 결과와 실험 결과

를 비교함으로써 진동하는 원통셸의 끝단에서 모드 변환 

(굽힘파와 감쇠파간의 변환) 현상에 의하여 상당히 큰 감

쇠파가 발생할 수 있음을 보였다. 또한 감쇠파의 영향은 

원통셸 끝단의 종진동을 발생시키며, 원통셸 전체 길이

의 1/3 지점까지도 영향을 줄 수 있음을 보였다. 본 논문

에서는 실험에서 확인된 원통셸에서 끝단 종진동을 발생

시키는 큰 감쇠파를 다루었으며, 끝단 굽힘진동을 발생

시키며 해당 원통셸의 상당부분까지 영향을 끼치는 끝단

에서의 반경 방향 진동과 관련된 상당히 큰 감쇠파의 가

능성에 대해서는 항후 연구주제로 다루고자한다.
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