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Abstract：In this study, an accurate 2-noded hybrid-mixed element for continuous fiber-reinforced laminated beams 
is newly proposed. The present element including the effect of shear deformation is based on Hellinger-Reissner 
variational principle, and introduces additional consistent nodeless degrees for displacement field interpolation in 
order to enhance the numerical performance. The micromechanical and lamination theory are employed in the 
finite element description to consider the effects of the laminate stacking sequences, material orthotropy, and fiber 
volume fraction, etc. The element stiffness matrix can be explicitly derived through the stationary condition and 
static condensation using Mathematica program. Several numerical examples confirm the accuracy of the present 
hybrid-mixed element and also show in detail the effects of the continuous fiber volume fraction, stacking 
sequences and boundary condition on the bending behavior of laminated beams.
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1. 서  론

섬유보강 복합 적층재는 무게 대비 높은 강도와 

보강재의 방위각, 재료선정 그리고 적층 순서 등에 

따라 원하는 복합재를 용이하게 설계할 수 있는 장

점 등으로 많은 연구자들이 관심을 가져왔다1～2). 그

렇지만, 이러한 재료들은 종방향 탄성계수에 비해 낮

은 횡방향 전단계수로 인해 횡방향 전단변형이 발생

하게 되어 전통적인 Euler-Bernoulli 가정에 기반한 

적층보 이론으로는 두께가 비교적 큰 보에 대해서는 

정확한 해석이 어려운 문제점을 가진다3)
. 이러한 전

단변형의 영향을 고려하기 위해서 Timoshenko의 일

차 전단변형이론이 제안되었다4). 이 이론에서는 횡방

향 전단변형률이 두께방향으로 일정하다고 가정하기 

때문에 횡방향 전단 강성을 보정하기 위해 전단보정

계수(shear correction factor)가 사용된다. 이후, 전단

보정계수를 사용하지 않고 적층 복합 보의 거동을 

보다 정확하게 해석하기 위해 고차 보 이론들도 제

안되어졌다5～6).

다수의 연구자들이 일차 변형 이론(first deformation 

theory)에 바탕한 뛰어난 수치거동을 가지는 보 요소

의 개발에 관심을 가져왔으며, 이를 위해 지금까지 

다양한 변분이론들이 적용되어졌다. 이 중 최소 퍼텐

셜 에너지 이론에 바탕한 변위모델이 가장 일반적으

로 사용되어 왔다. 변위와 회전에 대해 각각 독립적

인 동일 차수의 보간함수를 사용하면 복잡한 요소의 

사용을 피하고 오직 연속조건만을 충족시키는 간단

한 보간함수를 사용할 수 있는 장점이 있다. 그러나 

연속조건만을 충족시키는 전통적인 요소를 사용하면 

두께가 길이에 비해 아주 작은 경우의 문제에서 가

성구속(spurious constraint)이 발생하여 강성과잉현

상이 발생한다7). 이러한 강성과잉문제를 해결하기 위

해 변위모델들에서 제시된 대표적인 방법들로는 감

차/선택 적분 요소(reduced/selective integration 

element)7), 장일치 요소(field consistent element)8) 

및 변형률 요소9)
 등이 있다. 이러한 변위모델에 대한 

또 다른 대안으로서, Hellinger-Reissner 변분이론을 

이용한 혼합유한요소의 개발도 활발히 이루어지고 
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있다10～12)
.

본 논문에서는, 연속적인 섬유 강화 적층보의 거동

을 보다 정확하게 해석하기 위해 전단변형률을 고려

한 새로운 고차 혼합 보요소를 정식화하였다. 섬유강

화 적층보요소의 정식화는 보강섬유의 체적비

(volume fraction)와 적층배열에 따른 유효물성의 영

향을 고려할 수 있도록 전통적인 미소역학이론과 적

층이론을 요소의 정식화 과정에 적용하였다13～14). 수

치예제들에 대한 해석을 통하여, 본 논문에서 제안한 

섬유강화 적층 보요소의 정확성을 확인할 수 있었으

며 보강섬유의 비율, 적층 배열 및 경계조건 등에 따

른 보의 굽힘 거동을 상세하게 살펴보았다. 

2. 섬유강화 적층보의 기본방정식

Fig. 1은 길이가 이고, 폭이   그리고 개의 

적층으로 이루어진 두께가 인 섬유강화 적층보의 

기하학적 형상을 보여주고 있다. 보의 중심축을 정의

하기 위해 축은 축방향을, 축은 횡방향을, 그리고 

축은 두께방향을 나타내는 직교좌표계가 사용되었

다. 보의  면의 면내변형만을 가정하면, 직선 보

의 변위성분들은 다음과 같이 표현된다. 

≡                      (1a)

≡                                (1b)  

≡                           (1c)

여기서 와 는 각각 축방향과 횡방향의 변위를 

나타내며 는 수직방향의 변위를 나타낸다. 그리고, 

와 는 각각 중심축에서의 축방향 변위와 회전각

을 나타낸다. 

Fig. 1 A fiber-reinforced laminated beam model

변형률과 변위간의 관계식은 다음과 같이 표현된다.

                          (2a)

                                 (2b)

면내변형에서 k번째 층에 대한 응력과 변형률 사

이의 관계식은 다음과 같다.

 
                             (3a)

 
                          (3b)

여기서,  는 두께방향으로 포물선 분포를 가정

하면 전단보정계수 를 이용하여 다음과 같이 정의

된다.

     
                       (4)

그리고, 과 는 각각 탄성계수와 전단계수

를 의미하며, Fig. 1에서 적층 배향각 와 재료주방

향(principal material direction)의 물성들과의 관계식

은 다음과 같이 나타낼 수 있다10)
.






cos





 cossin 
sin  (5a)

 cos sin                (5b)
직교이방성(orthotropic) 섬유강화 적층재료에서 혼

합특성식(Rule of mixtures formulation)과 Hopkins 

등의 단순화된 미소역학공식(Simplified Micro- 

mechanics Equations)들로부터 식(5)의 각 층에서 

재료주방향의 유효물성  ,  ,  , 들을 다음

과 같이 나타낼 수 있다11).  

                             (6a)

   


  (6b)

                              (6c)

   


  (6d)

여기서, 하첨자 f와 m은 각각 보강섬유(fiber)와 바

탕재료(matrix)를 나타내며, 와 은 보강섬유와 

바탕재료의 체적비(volume fraction)를 나타내며 

    이다.

다음으로, 복합재의 적층이론을 이용하면, 합력-변

형률(stress resultants-strains) 사이의 관계식을 다
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음과 같이 얻을 수 있다.
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
















                (7b)

여기서,

  
 





                    (8a)

  
 







   
               (8b)

  
 







   
               (8c)

  






 




 

   (8d)

추가적인 유한요소정식화를 위해 식(7a)를 다음과 

같이 행렬식으로 표현하는 것이 편리하다.

  ⋅                                  (9)

여기서 합력벡터와 변형률벡터는 각각  

 와  
이고, 는 적층보

의 합력과 변형률간의 강성행렬을 의미한다. 컴플라

이언스 행렬(compliance matrix) 는   로서 

정의된다.

3. 혼합 유한요소정식화

직선보에 대한 Hellinger-Reissner 복함수(functional)

를 식(9)의 합력 벡터와 변형률 벡터로 다음과 같이 

나타낼 수 있다.

 

 

         (10a)

여기서,









     (10b)

본 연구에서는, 2절점 보요소의 수치적 효율성을 

향상시키기 위해 일반적인 등매개(isoparametric) 보

간함수에 무절점 자유도를 도입하여 변위장 

 를 3차의 보간함수로 다음과 같이 근사

화하였다.

     
  (11a)

     
  (11b)

          
    (11c)

여기서, 무차원 변수   ( ≤ ≤ )로 정의되

며, 식(11)을 행렬형태로 표시하면 다음과 같다.

 ∙                     (12)
식(2)와 (12)로부터 변형률은 다음과 같이 나타낼 

수 있다. 

 ∙                     (13)

여기서,  
는 절점에서 정

의되는 변위에 대한 자유도 성분들이며, 

 
는 절점에서 정의되지 않는 

무절점 자유도들이다. 혼합정식화에서, 보의 두께가 

아주 얇아지거나 비신장 굽힘(inextensional bending)

과 같은 극한 거동에서 발생하는 가성구속조건

(spurious constraints)에 의한 가성에너지를 제거하

기 위해서는 변위함수에 대응되는 적절한 합력에 대

한 매개변수를 선정하여야 한다. 이를 위해서는 변위

함수보다 한 차수 낮은 2차의 함수로 가정하여야 한

다9).

                            (14)

여기서,  ⋯
는 합력에 대한 매개변

수를 나타내며, 는 합력에 대한 (3x9)의 크기를 가

지는 합력함수의 행렬을 나타낸다.

제안하고자 하는 2절점 적층보요소의 강성행렬을 

유도하기 위해, 식(12)부터 (14)를 식(10)에 대입하여 

다음의 식으로 표현한다.

  



              (15)

여기서, 

 


                           (16a)
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 


                  (16b)

여기서, 은 하중벡터이며, 식(15)에서 벡터 와 

에 대해 범함수의 평형조건을 적용하여 요소단위에

서 를 제거하면 다음의 식을 얻을 수 있다.




 
 




 


                      (17)

여기서, 부행렬 성분 (i, j는 c 또는 h)는 다음과 

같다.

 
                            (18)

윗 식에서 무절점 자유도 를 정적축약(static 

condensation)을 통하여 위의 요소방정식에서 제거하

면, 최종적으로 다음의 요소 강성행렬 를 얻을 수 

있다.

  
                      (19)

4. 수치 해석

4.1 경계조건과 하중조건에 따른 수렴성

본 논문에서 제안된 적층 보요소의 수치적 성능을 

살펴보고자 다양한 경계조건에서 집중하중 와 분

포하중 를 받는 길이  , 두께  , 넓이  , 단면적 

를 가지는 직선보에 대해서 해석하였다. Table 1에서 

경계조건과 하중에 따른 해석결과들을 Timoshenko 

보이론에 근거한 정해14)와 Saleeb 등10)의 혼합유한요

소인 HMC2와 비교 정리하였다.  해석에는 한 개의 

요소만을 사용하였으며 양단 단순지지 및 양단 고정

된 경우 대칭조건을 사용하여 절반만 모델링하였다. 

표의 해석결과는 다음과 같이 정의된 값들로서 표현

하였다.

  


   ,   


       (20a) 

  
 ,   


   (20b)

해석결과에서 경계조건과 하중조건에 따라 해석

결과의 수렴성과 정확성에 약간의 차이가 발생함을 

알 수 있다. 특히 Saleeb 등의 HMC2 요소는 양단 

고정인 경우에는 굽힘에 의한 변형성분이 나타나지 

않았다. 하지만, 대부분의 경우 본 논문에서 제안된 

요소는 정해와 일치하는 결과를 나타냄을 알 수 있

다. 3점 굽힘을 받는 보에서 
  

 와  


  

 로 정의하면 제안된 요소를 사용하

여 구한 중앙에서의 최대변형값은 다음과 같다.

max 


 


 















 





 




      (21)

해석결과로부터 
 

 의 계수비와 세장비 

에 좌우되는 전단변형의 효과를 본 요소가 잘 

고려하고 있음을 알 수 있다. 또한, 두께가 아주 얇

은 보에서의 강성과잉현상 없이 전단변형의 효과가 

무시되는 결과가 얻어짐을 확인할 수 있다.

4.2 세장비/적층배열에 다른 거동해석

Fig. 2는 본 논문에서 제안된 보요소를 이용하

여 구한 양단 단순지지 및 고정된 반대칭 크로스-

플라이(antisymmetric cross-ply) (0/90), (0/90/0)

와 앵글-플라이(angle-ply) (-45/45) 적층보의 세

장비( ) 변화에 따른 무차원화된 최대변형량 

 max   ×의 해석결과를 보여주

고 있다. 해석에는    ,      , 

   ,     및   들이 사용되

었다.

Table 1 Comparison of transverse deflections of 
laminated composite beams with various 
boundary and load conditions

Laminated beam
Maximum deflection

Exact HMC2 Present

Hinged-
Hinged

Central 
point load 


  


 


  


 


  




Uniform 
load 


  





  





  




Fixed-
Fixed

Central 
point load


  


 


 


  




Uniform 
load 


  


 


 


  




Fixed-
Free

Central 
point load 


  


  


 

Uniform 
load 


  


 


  


 


  




양단고정인 경우 세장비가 ≤ 인 경우 단

순지지된 경우보다 비교적 전단변형의 효과가 크게 

나타나고 있다. 이로부터 경계조건이 전단변형의 크

기에 큰 영향을 주고 있음을 알 수 있다. 그리고, 크
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로스-플라이 적층보가 앵글-플라이 적층보보다 적층

배열에 의한 굽힘강성이 커짐을 알 수 있다. 
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Fig. 2 Transverse deflection versus   of simply- 
supported (SS) and clampled-clamped (CC) 
laminated beams

Fig. 3은 분포하중을 받는 양단 단순지지된 크로스

-플라이(0/90) 적층보에서 세장비 및 재료의 직교이

방성이 재료의 변형에 미치는 영향을 보여주고 있다. 

의 비가 클수록 최대변형값이 작아지며, 

≤ 인 경우 재료의 직교이방성에 의한 전단

변형의 효과도 비교적 커짐을 알 수 있다. Fig. 4는 

이층(two-layer)의 반대칭 앵글-플라이 (  ) 적

층보에서 적층 각도가 양단이 단순지지된 보의 굽힘

변형에 미치는 영향을 보여주고 있다. 적층각도가 작

아질수록 반대칭 앵글-플라이 적층보의 굽힘강성이 

커지면서 변형량이 감소함을 알 수 있다.
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Fig. 3 The effect of material orthotropy and shear 
deformation on transverse deflections of 
simply-supported laminated beams
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Fig. 4 The effect of lamination angle on maximum 
deflections of two-layer antisymmetric angle- 
ply laminated beams

Fig. 5 Maximum transverse deflection versus fiber 
volume fraction according to the lamination 
angle

Fig. 5는 중앙에서 집중하중을 받는 단순지지된 이

층 반대칭 앵글-플라이 (  ) 적층보에서 적층각

도와 보강섬유의 체적비에 따른 무차원화된 최대처

짐값의 변화를 보여주고 있다. 해석에 사용된 보강섬

유의 물성치는 Table 2와 같다. 보강섬유가 직교이방

성일 경우  ≥ 일 때 의 크기가 작아 변형량

이 커짐을 알 수 있다. 보강섬유의 체적비가 0.1보다 

작고  ≤ 인 경우 적층각도 가 작아질수록 체

적비의 영향이 상대적으로 크게 나타남을 알 수 있

다. 이러한 결과들은 적층보의 거동을 적절하게 설계

하는데 있어 복합재의 적층배향과 보강섬유의 체적

비 등이 매우 중요한 설계변수들임을 다시 한 번 보

여준다.
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Table 2 Material properties
Materials Orthotropic

Fiber

 220 GPa

 13.79 GPa

 30.11 GPa

 0.22

Matrix
 3.45 GPa

 1.28 GPa

 0.35

  

4. 결  론

본 연구에서는 섬유강화 적층보의 거동을 정확하

게 해석할 수 있는 새로운 혼합유한요소를 제안하였

다. 제안된 요소는 Hellinger-Reissner 변분이론에 

바탕하고 전단변형을 고려하였으며, 다음과 같은 결

론을 얻었다.

1) 변위장에 대해 무절점 자유도를 추가적으로 도

입하고 가성에너지를 제거하기 위해 변위장에 대응

하는 적절한 응력매개변수를 선정하여 요소의 성능

을 크게 향상시켰다. 

2) 미소역학이론과 적층이론을 유한요소 정식화 

과정에서 적용하여 직교이방성 섬유강화 적층보의 

적층배열, 보강섬유의 체적비 등에 의한 영향을 고려

하여 해석할 수 있도록 하였다. 

3) 요소정식화의 최종단계에서 정치조건과 정적축

약을 통하여 요소의 강성행렬 성분을 유도하였다. 

4) 몇 가지 수치예들에 대한 해석을 통하여, 제안

된 요소의 정확성을 검증하였으며, 섬유강화 적층보에

서 보강섬유의 체적비, 배향각 및 경계조건 등이 적층

보의 거동에 미치는 영향을 자세하게 살펴보았다. 
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