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1. 서  론

최근 사회 인 동향을 보면 시스템이  소형화 량화 

되어 가면서 개체(agent)간의 상호 통신  력을 통해 다 

개체 군집 시스템(Multi-Agent System, 이후 MAS라 칭함)

이 특정 목 을 달성하도록 하는 것이 요한 문제로 두

되고 있다[1]. 

그 에서도 특히 MAS를 이루는 개체의 상태 변수들이 

개체 간 상호 통신을 이용해 하나의 상태로 수렴해가는 상

태일치(state consensus) 문제가 주목을 받고 있다. 를 들

어, 다수의 이동 로 이 하나의 장소에서 만나도록 하거나 

(rendezvous problem) 는 여러 비행체가 형을 이루게 

하는 문제(formation control)의 경우 각 로 이나 비행체의 

상태 변수들의 값이 기치에 상 없이 같은 값을 가지도록 

개체들 간에 통신(consensus algorithm)이 이루어져야 한다. 

이러한 다 개체 시스템의 상태일치 문제를 풀기 해서 각 

개체 간에 상태 변수 정보를 주고받는다는 가정 하에 많은 

연구들이 수행되었다[2-6]. 하지만 부분의 연구가 연속 시

간에 한 결과들이고 이산 시간에 한 연구가 드물다. 

한 실제에서는 각 개체의 상태 정보 신 출력 정보만

을 이용하여 개체 간 통신을 하는 경우가 많다. 그리하여 

각 개체의 상태 변수 정보 부를 알지 못하고 출력만 알 

수 있는 상황에서 상태일치를 이루게 하는 조 제어 알고

리즘의 개발이 필요하다. 연속 시간에 해서는 출력 정보

만을 가지고 상태 일치를 이루는 연구가 존재한다[7,10]. 하

지만 [7]의 경우는 수렴 속도가 느리고 제어 분리의 원칙

(separation principle)을 만족하지 않게 된다는 단 이 있다. 

따라서 본 논문에서는 결과 [10]에 한 이산 시간 연구 

결과를 소개한다. 즉 개체가 이산 시간 선형 시스템으로 모

델링되어 있는 경우 조 제어 이득을 선형 행렬 부등식

(LMI: Linear Matrix Inequlity)을 이용하여 설계하는 방법

을 제안한 후 각 개체가 출력만을 주고받는 상황에서 미지 

입력 측기(UIO: Unknown Input Observer) 설계 기법에 

기반한 조 제어 알고리즘을 제안한다.

2. 본  론

2.1 상태일치 문제 정의

 이산시간에서 조 제어 문제의 상을 다개체 시스템

(MAS, Multi-Agent System)이라 하고 다음과 같이 선형 

시불변 시스템으로 나타낸다.


   ∈ ∈ ∈
    ⋯

     (1)

여기서 와 는 각각 와 을 나타내고  MAS가 

개의 선형 시스템으로 구성되어 있다고 가정한다. 주어진 

MAS의 시스템 행렬 는 안정화 가능(stabilizable)하고 

는 감지 가능(detectable)하다고 가정한다. 모든 개체의 
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동역학 모델은 같고 기값이 다른 경우를 고려한다.

정의 1:  MAS (1)에 해서 다음 조건이 만족할 때 상태

일치(state consensus)를 이루었다고 한다. 

lim
→∞

   ∀             (2)

 

조 제어 문제는 제어기를 상태일치 조건 (2)가 만족하도

록 설계하는 문제이다. 이 논문에서는 (2)를 만족시키는 다

음과 같은 형태의 입력 를 고려한다[3,6,10].

 
 



                  (3)

여기서 는 이득 값인데 첨자가 없음으로 모든 개체가 하

나의 이득 값으로 상태일치를 이루도록 입력 를 설계해야 

한다는 의미가 된다. 는 각 개체 사이의 연결 여부를 나

타낸다. 즉 i번째 개체와 j번째 개체가 연결이 있으면     

연결이 없으면   이다. 결국 입력 의 의미는 다음과 

같다. 각각의 개체들이 연결된(서로 통신할 수 있는) 개체들

과의 정보 교환을 통하여 상태 정보를 주고받음으로써 조 

제어 문제를 해결한다는 것이다. 이제 이 연결 상태를 고려

하여 체 개체를 포함하는 MAS를 벡터 형식으로 표 하

면 다음과 같다[5]. 

  ⊗⊗.            (4)

은 크기가 인 항등 행렬이고  
 

  
 이다. ⊗

는 크로네커 곱(Kronecker product)이고 은  주어진 MAS

의 네트워크를 나타내는 로 구성된 라 라시안 행렬

(Laplacian matrix)로서 다음과 같이 정의된다. 

  ∈ℝ×                  (5)

 











   ≠


 



    
 

라 라시안 행렬 (5)는 도식화되어 있는 각 개체들의 연결 

상태를 수식 으로 잘 해결할 수 있도록 도와 다. 를 들

어 그림 1와 같은 연결 상태를 가진 개체들을 고려해보자.

  (1) 신장트리를 포함하는 경우 (2) 신장트리를 포함하지 않는 경우

그림 1 연결 상태     

Fig. 1 Example of network

그림 1-(1)은 4개의 개체들의 연결 상태를 나타낸다. 를 

들어 1번 개체는 2번 개체와 3번 개체로부터 정보를 달받

고 2번 개체와 4번 개체에게 정보를 달하게 된다. 이를 

라 라시안 행렬로 나타내면 다음과 같다. 

 











   
   
   
   

 











   
   
   
   

그림 2 그림 1에 한 라 라시안 행렬

Fig. 2 Laplacian matrices for Fig. 1

그림 2의 과 는 그림 1-(1), 1-(2)의 연결 상태를 라

라시안 행렬로 나타낸 것이다. 여기서 번째 행은 번째 개

체로 정보를 주는 개체들을 나타내고 있다. 한 각 성분

은 각 행의 합을 0으로 만드는 값이 된다. 를 들어 의 

1번 개체는 2, 3번 개체로부터 정보를 받기 때문에   성

분이 -1이 되고 성분은 2가 된다. 이러한 특성에 따라 라

라시안 행렬은 0인 고유값을 반드시 한 개 이상 가지고 

있고 0이 아닌 나머지 고유 값들은 거쉬고리안 정리

(Gershgorian theorem)에 의하여 모두 열린 우방 평면에 존

재하게 된다[11]. 

2.2 선형 행렬 부등식 기반 상태 궤환 상태일치 

알고리즘

이장에서는 앞서 설명한 조 제어 이득 를 설계하는 
방법을 제안한다. 조 제어 설계를 하여 다음과 같은 가

정이 필요하다.

가정 1:  MAS의 연결 상태를 나타내는 그래 는 신장트

리(Spanning tree)를 포함한다.

신장트리란 원래 연결 상태 그래 의 부분 그래 이면서 한 

개체에서 나머지 모든 개체에 도달가능(reachable)한  트리

를 말한다. 그림 1-(1)에서 1번 개체의 정보는 2, 3, 4번 개

체에 도달가능 하므로 그림 1은 신장트리를 포함하게 된다. 

반면에 그림 1-(2)와 같은 연결은 스스로를 제외하고 나머

지 모든 개체에 정보를  수 있는 개체가 없기 때문에 신

장트리가 없는 경우가 된다. 결국 그래  이론 에서 가

정 1을 해석하면 조 제어를 하기 해서는 모든 개체에 

정보 달이 가능한 개체가 어도 하나는 존재해야 한다. 

의 가정이 성립한다는 제 하에서 이후의 모든 논의를 

진행한다.  

보조정리 1 [12, 5]:  에서    이라고 놓고 

 을 제외한 모든 , 즉  ⋯, 에 해서 안정한 행

렬(Schur)이면 MAS (1)은 조건 (2)를 만족하여 상태일치를 

이룬다. 

조 제어 알고리즘을 해서는 이득 가 개의 개체로 이

루어진 MAS의 조 제어 문제를 하여 설계되어야 한다. 

그런데 보조 정리 1을 살펴보면 이득 를 구하는 문제가 
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단일 개체의 강인 안정화(robust stabilization) 문제로 바꿀 

수 있음을 볼 수 있다. 즉 이득 를 DC 게인(DC gain)에 

복소수 형태의 불확정성(uncertainty)이 있는 하나의 선형 

시스템을 안정화하도록 설계하면 보조 정리 1에 의하여 

체 MAS가 상태일치를 이룬다. 이러한 상태일치 조건은 많

은 논문들에서 제시되었지만 부분의 경우 개체 모델이 

분기인 경우를 다루어서 일반 인 선형시스템인 경우에는 

그 결과를 용하는 것이 힘든 경우가 부분이다. 한 개

체 모델이 일반 인 이산시간 선형 시스템인 경우 이득 

를 설계하는 방법이 제안된 사례는 드물다. 이 장에서는 선

형 행렬 부등식 (LMI: Linear Matrix Inequality)를 이용하

여 이산 시간에서 보조 정리 1에 소개된 조건을 만족하는 

이득 를 구하는 방법을 제시한다. 

보조 정리 2:    에 해서 다음 부등식을 만족하는 

칭 양행렬(positive definite) 가 존재하면 

                   (6)

행렬 의 모든 고유값(eigenvalue)의 크기는 보다 작다

(∣∣ ). 

증명. 수식 (6)의 우변이 음이므로  리아푸노  부등식에 

의해서 ∣∣이다. 한 수식 (6)에 의해 다음 부등식

이 성립한다.

                   (7)

이 부등식은 다음 부등식과 동치이다.







                 (8)

새로운 행렬  

을 정의하면 수식 (8)은 이 새로운 행렬

에 한 리아푸노  부등식이 된다. 즉 다음이 성립한다. 



                    (9)

이는 ∣

∣를 의미하므로 ∣∣  이다. ■      

         

이제 이를 바탕으로 보조 정리 1을 만족하는 이득 를 설

계하는 방법을 제시한다.

정리 1 [4]: MAS (1)과 수식 (3)의 형태를 가지는 조 

제어 알고리즘을 고려할 때,   에 하여 다음 선형 

행렬 부등식을 만족하는 칭 양행렬 ∈×와 행렬 
∈×가 존재하면 






   
   

   
   






      (10)

이득  는 ∣ ∣  ( ) 을 만
족하게 하여 MAS (1)은 상태일치를 이룬다. 여기서 

    이고  이며 *는 각선을 기 으로 

칭 치에 있는 행렬의 치 행렬을 의미한다.

증명:    (  ⋯ )의 고유값은 각각의 에 

해서 다음 선형 시스템의 극값(pole)과 같다. 

 

 



 





   




  
 





   



 
 



        (11)

따라서   에 하여 다음을 만족하는 칭 양행렬 

가 존재하면 










       (12)

보조 정리 2에 의해서 행렬  의 고유값의 크기는 

보다 작게 된다. 이후 개를 해 다음과 같은 행렬들을 

정의한다.


     



 
 



 


 
 



 

 
 





이 정의들을 이용하면 부등식 (12)에 해서 다음과 같은 

계가 성립한다.












⇔
 

⇔



 











⇔


  





 






⇔



 


 
 






  





 







 


 
 






⇔


  







 






의 마지막 행렬의 (2,1) 요소는 다음과 같이 바꾸어 쓸 수 

있다.

  


 
 





 
 






  
 






 
 





 


  
 






          

따라서 수식 (10)를 만족하면  의 고유값의 크기

는 보다 작게 되고 는 가정에서 1보다 작다고 하 으므

로  의 고유값의 크기는 1보다 작게 된다. 이산시

간에서 고유값이 1보다 작게 되면 안정한 행렬이 되므로 보

조 정리 1에 의해서 MAS (1)은 상태일치를 이루게 된다. 

■            

따라서 정리 1에서 제안된 선형 행렬 부등식을 만족시키는 

와 를 구하면, MAS가 상태일치를 이루는 이득행렬 를 
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얻을 수 있게 된다. 

2.3 미지 입력 측기 기반 출력 궤환 상태일치 

알고리즘 

이산 시간 개체들로 구성된 MAS에서 개체들끼리 상태 

변수 정보를 주고받는 상황에서 상태일치 문제는 보조 정리 

1을 이용하면 해결된다. 하지만 실제에서는 각 개체의 상태 

변수 정보 보다는 출력정보만을 서로 교환하는 경우가 많

다. 그러므로 각 개체의 상태 변수 정보를 알지 못하는 상

황에서 출력 정보만을 가지고 상태일치를 이루는 조 제 

어 알고리즘이 필요하다. 이를 해 먼  상 인 출력 정

보를 다음과 같이 나타내기로 한다. 

 
 



   
 



            (13)

 
 



  를 이용하여 
 



  를 추정할 수만 

있다면 2.2장에서 제안된 조 제어 알고리즘을 사용하여 

상태일치를 이룰 수 있게 된다. 이 장에서는 다음과 같은 

형태의 출력 궤환 조 제어기를 제안한다[9].


   

   
         (14)

설계된 출력 궤환 조 제어기는 각 개체들 간의 상 인 

출력 정보를 받아서 조건 (2)를 만족하는 입력값 를 만들

어내는 제어기이다. 따라서 앞에서 언 한 바와 같이 출력 

궤환 조 제어기가 원래 개체의 상 인 상태 변수

(
 



  )를 잘 추정한다면 상태 궤환 상태일치 알고

리즘에 의해서 MAS는 상태일치를 이루게 된다. 원래 개체

의 상 인 상태 변수를 추정하기 해서 다음을 정의한

다.

  
 



  

 
 



  

               (15)

이 게 정의된  를 (1)식에 입하여 식을 개하면 다음

과 같은 시스템을 얻을 수 있다.


  

   
            (16)

한 (3)은 (15)를 입하면 다음과 같이 표  된다.

                        (17)

수식 (16)에서 는 상태 궤환 조 제어를 하여 추정하고

자 하는 원래 개체들 간의 상 인 상태 변수이고 는 상

인 입력 정보이다. 결국 주변 개체들 사이의 입력 정보 

를 알 수 없는 상태에서 상 인 상태 변수 를 추정하

는 문제로 귀결된다. 이는  미지 입력 측기가 하는 역할

과 비슷하다는 것을 알 수 있다. 따라서 히 설계된 UIO

를 이용하여 미지의 에 해서 정보만을 가지고 를 추

정할 수 있다면 출력 궤환에 의한 상태일치 문제가 상태 궤

환에 의한 상태일치 문제로 해결될 수 있을 것이다. 

2.3.1 미지 입력 측기

상태 변수를 추정하기 해 미지 입력 에 한  차수 

미지 입력 측기(Full-order UIO: Unknown Input 

Observer)를 고려한다. (16)을 한 미지 입력 측기는 다

음과 같다.


      
    ∈ℝ ∈ℝ 

       (18)

  ,     이고 ≥이라고 가정

한다.

보조 정리 3[8]: (16)과 같은 시스템에서 다음과 같은 조

건이 성립하면 수렴하는 미지 입력 측기 (18)은 존재한다.

(i)   

(ii)   는 감지 가능(detectable)하다.

미지 입력 측기는 다음과 같이 구할 수 있다.

    
       

   차수를 만족하는 임의의 행렬.                  (19)

    가 근 으로 안정하게 되는 행렬.

  . 

2.3.2 출력 궤환 상태일치 알고리즘

이 장에서는 2.3.1의 미지 입력 측기를 이용한 출력 궤

환 알고리즘이 상태일치를 이룸을 보인다.

정리 2: MAS (1)과 수식 (3)의 형태를 가지는 조 제어 

알고리즘을 고려할 때, 정리 1과 보조 정리 3의 조건을 만족

하면 출력 궤환 조 제어기 (14)는 상태일치를 이루게 된

다. 여기서   ,    은 (19)의 조건을 만족하고 

,   이며 는 정리 1의 이득이 된다.

증명: 증명 과정은 다음과 같다. 먼  미지 입력 측기

(UIO: Unknown Input Observer)의 출력 가 상 인 상

태 변수 로 근 으로 수렴하는 것을 보이고 이 게 추

정된 을 이용하여 출력 궤환 조 제어 알고리즘 (14)에 

의해 MAS가 상태일치를 이룸을 보인다. 

상 인 상태 변수의 추정을 보기 해서 MAS (1)에 

(15)를 입하여 개하면 (16)과 같은 시스템이 되어 원래

의 동특성을 유지하게 된다. 그리고 측기 에러를 다음과 

같이 정의한다.
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그럼 다음과 같은 측기 오차 동특성을 얻을 수 있다.


  

 
 

 
 

  
 

 


  
 



     
      
       
     
       
  
 

여기서 를 행렬이라고 놓고 보조 정리 3의 (1)을 용하

면   
  이 되어 마지막 

수식이 얻어진다. 한 보조 정리 3의 (ii)로 부터 한 

를 찾으면 는 근 으로 안정한 행렬이 된다. 따

라서 측기 오차 가 0으로 수렴해가므로 
가   로 수렴

해 가면서 원래 개체의 상 인 상태 변수를 추정하게 된

다. 이 게 추정된 값을 조 제어 (17)에 이용하면 

 
                      (20)

가 되고  
  이므로 

 


 



  

가 되면서 다음과 같은 폐루  시스템을 생각할 수 있다.


  

 



  

  
 

 ⋯
  ,  

 
 ⋯

   이므로 (4)와 같이 크로네

커 곱의 형태로 표 하면 다음과 같다.

  ⊗⊗⊗

  ⊗

       (21)

여기서 ⊗⊗부분은 각각의 개체별로 해석하면 

 와 같다. 정리 1에 의해서  를 안정하

게 만드는 이득 를 찾을 수 있었고 보조 정리 3에 의해서

  인 동특성을 가진 각 개체의 측기 오차 가 모

두 0으로 수렴해 가는 것을 알 수 있었다. 결국 앞선 두 성

질에 의해서 폐 루  시스템 (21)은 보조 정리 1의 조건을 

만족하여 상태일치를 이루게 된다. ■

정리 2에서는 출력 궤환 조 제어기를 통해 상태일치를 

이루는 알고리즘을 제안하 다. 하지만 의도 으로 추가된 

제어기는 원래 MAS 폐루  시스템의 동특성을 해치지 않

게 고려되어야 한다. 이를 제어 분리의 원칙(separation 

principle)이라고 한다. 제어 분리의 원칙이 성립하는지 여부

를 보기 해 먼   (21)을 행렬의 형태로 나타내면 다음과 

같다.















 


⊗⊗ ⊗

 ⊗








이 행렬은 블록 상 삼각 행렬이므로 ⊗⊗의 고

유값과 ⊗의 고유값의 합집합으로 체 폐 루  

시스템의 고유값이 이루어진다. 그러므로 출력 궤환 조 

제어기를 추가하여도 원래 폐루  시스템의 동특성에는 

향을 주지 않게 된다. 이는 곧 주어진 폐루  시스템이 제

어 분리의 원칙을 만족한다는 뜻이 된다.

3. 모 의 실 험

모의실험을 해 다음과 같은 동특성을 지닌 4 의 개체

를 고려한다.






  
  
  




 












  


 
 







각 개체들의 연결은 그림 2-(1)과 같다고 가정하면 라 라

시안 행렬은 그림 2의 과 같게 나타나게 되고 신장트리를 

포함하므로 가정 1을 만족시킨다. 를 0.99로 놓고 정리 1을 

용하면 이득 는

   

와 같이 주어진다. 이후 각 개체의 입력을 앞에서 구한 이

득 를 이용하여 수식 (3)에 용하면 그림 3과 같은 결과

를 얻을 수 있다.

그림 3 상태일치를 이루는 상태 변수들

Fig. 3 State consensus of state variables
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그림 3을 보면 4 의 개체의 상태 변수들이 3개의 값

(State1, State2, State3)으로 상태일치를 이루는 것을 알 수 

있다.

출력 궤환에 한 결과를 보면.      이

고 우방 평면에 존재하는 PA행렬의 모든 고유값에 해서 

PBH(Popov–Belevitch–Hautus) 랭크 테스트를 한 결과가 

 랭크(full rank)를 가지므로 감지 가능하고 보조 정리 3

에 의해서 미지 입력 측기가 존재한다. 행렬 는 행렬 

  를 근 으로  안정하게 만드는 행렬로 여기서는 

다음과 같이 설정한다.






 










이 게 설계된 측기는 다음과 같다.












  
  
  

 










 



















 






   

  행렬의 고유값은 0.1234 + 0.2792i, 0.1234 - 

0.2792i, 0.3947이기 때문에 안정한 행렬이 되어 상 인 상

태 변수 를 추정하게 된다. 

그림 4 미지 입력 측기의 상태 추정 결과 (1번 개체)

Fig. 4 State and its estimate from UIO (Agent 1)

그림 4를 보면 1번 개체의 미지 입력 측기의 출력이 상

인 상태 변수 를 추정하는 것을 알 수 있다. 선형 행렬 

부등식으로 구한 이득 와 미지 입력 측기에서 추정한 

상 인 상태 변수를 이용하여 (20)를 구하면 정리 2에 의

하여 MAS는 상태일치를 이루게 된다. 

4. 결  론

본 논문에서는 이산시간에서 다개체 시스템의 상태 일치 

문제를 해 조 제어를 한 이득을 선형 행렬 부등식을 

이용하여 구하는 방법을 제안하 다. 한 상태 변수를 주

고받는다는 조건을 완화하기 하여 미지 입력 측기를 이

용하여 출력 궤환 조 제어를 제안하 다. 하지만 미지 입

력 측기의 존재성을 해서는 다소 강한 가정

(  )이 필요하다. 따라서 추후에 연구해

야 할 내용으로는 미지 입력 측기 존재성의 가정을 완화

하며 출력 궤환을 통한 상태 일치 연구를 들 수 있겠다. 
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