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硏究論文

온도구배가 있는 액체 내에서 기포가 유발하는 대류유동

배대석*†․ 김정수**

Bubble-driven Convective Flow in the Liquid with 

Temperature Gradient

Dae Seok Bae*†․ Jeong Soo Kim**

ABSTRACT

  Numerical simulation has been performed to investigate the bubbly flow in the liquid with vertical 

temperature gradient. The objective of this study is to establish an accurate numerical prediction 

program of gas-liquid two-phase flows in a vertical temperature gradient condition, whose 

mathematical model is formulated by the Eulerian-Lagrangian model. The present numerical results 

reveal the temperature mixing mechanism and the fluid dynamical characteristics induced by the 

bubbly flow in the liquid with stratified temperature. The effects of bubble radius, void fraction, and 

gas flow rate on bubble-driven convective flow are considered, too.

초       록

  수직온도구배를 가진 유체 내의 기포유동을 수치해석적 방법으로 연구하였다. 본 연구의 목적은 

Eulerian-Lagrangian 방정식모델을 적용하여 온도가 수직으로 층상화된 기-액 2상류(two phase flow)의 

대류유동을 정확하게 해석할 수 있는 프로그램의 개발과 온도가 층상화된 유체의 기포에 의한 온도혼

합과정의 가시화 그리고 유체역학적 특성을 이해하는 것이다. 또한, 기포반경, 보이드율, 그리고 유량이 

기포에 의해 야기된 대류유동에 미치는 영향을 함께 검토하였다.
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Nomenclature

CD : 항력계수

f : 체적율

F : 힘

g : 중력가속도

h : 자유표면위치

p : 압력

q : 유량

r : 기포반경
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Re : 레이놀즈 수

s : 시간(초)

t : 시간

Th : 고온

Tl : 저온

u : 속도

V : 체적

w : 캐비티 폭

x : 수평좌표

y : 수직좌표

Greek Symbols

 : 기포발생기의 보이드율

 : 점성계수

 : 밀도

 : 표면장력계수

 : 동점성계수

Subscripts

b : 바닥

F : 자유표면

FH : 자유표면에서의 수평방향

FV : 자유표면에서의 수직방향

G : 기상성분

L : 액상성분

n : 수직방향

S : 표면성분

W : 벽

1. 서    론

  기포는 화학공정, 원자로 냉각, 우주산업, 환경

보존 등의 분야에서 활용이 빈번하고, 그 자체현

상에 대한 해석과 유동 측정법 및 예측법 확립

은 공학적으로 매우 중요한 과제이다. 화학공정

에서는 액체-기체의 용해 및 분리과정에서 기포

가 응용되며, 원자로 냉각에서는 증발세관 내의 

비등기포류가 열전달에 영향을 미친다. 특히, 원

자로 및 우주발사체 연료탱크 시스템에서의 기-

액 2상류(two phase flow)는 시스템의 안정과 

관리 측면에서 대단히 중요한 역할을 하므로 열

적 성층화를 억제하기 위해 여러 연구기관 및 

연구자들의 집중적인 연구가 수행되어왔다[1].

  환경분야인 수조, 호수, 댐 등에서는 유체의 온

도가 층상화되면 미생물이 번식하여 수질이 악화

되는데, 이를 억제하기 위하여 기포에 의한 대규

모 대류유동이 쓰인다. 또, 기포의 부력을 이용하

여 지하수, 해수, 원유 등을 대량으로 끌어올리는 

공기펌프, 해안/부두부근에서 사용되는 소파용 

장비, 대량의 이산화탄소를 바다 밑에 용해/확산

시키는 기술개발 등에 대한 프로젝트가 진행되고 

있다. 이와 같이 기포는 공업장치로의 적용뿐만 

아니라, 지구환경오염 및 에너지절약 문제해결을 

위한 새로운 접근법으로서 그 기능을 적극적으로 

활용 가능한 기술개발이 필요하다.

  Taylor[2] 이후, 기포류에 관한 연구는 대부분 

기포플룸(bubble plume)의 구조와 주위유체의 순

환유동에 대하여 이루어지긴 하였지만, 유체가 

등온이라는 가정 하에 수행되었다. 그러나 기포

유동이 용융액체의 균일한 혼합이나 호수의 정화

를 위하여 사용될 때는 층상화된 온도구배의 영

향이 고려되어져야 한다. 이러한 층상화된 환경

의 영향을 고려한 연구는 현재까지 미흡한 수준

이며, 소수의 연구자에 의해서만 수행된 바 있다. 

McDougall[3]은 밀도 성층화된 유체 내에서 기

포플룸에 의해 상승하는 유체는 동일 밀도 영역

까지 상승한 후 수평방향으로 유동함을 실험으로 

증명하고, 이중플룸 모델(double-plume model)을 

제시하였다. Hussain 등[4]은 층상화된 유체의 내

부 유동과 온도를 단순화시킨 수학적 모델을 이

용하여 계산한 결과를 기존의 실험치와 비교하였

다. Asaeda 등[5]은 층상화된 유체 내에서 그 강

도와 기체유량이 기포플룸의 형태에 미치는 영향

을 검토하고 3가지 모델을 제안하였다. Chen 등

[6]은 혼합되는 2개의 다른 밀도로 층상화된 유

체에서 저 레이놀즈 수(Re) 플룸의 거동과 혼합

과정을 실험 및 이론적으로 연구하였다. 최근 

Murai 등[7]은 혼합되지 않는 서로 다른 밀도를 

가진 유체가 층을 이루고 있는 조건에서의 기포

유동 특성을 실험 및 수치해석적 방법으로 연구

한 바 있다. 이들은 유동장 구조를 정성적으로 

가시화하고 성층화된 환경의 영향을 받은 기포플

룸의 형상을 개략적으로 나타내기는 하였으나, 

표면류의 형성 및 순환유동으로 말미암은 층상화 
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① Non-slip wall, ② Free surface

Fig. 1 Schematic diagram of calculation domain and 

boundary conditions

유체의 혼합과정에 대한 설명이 미흡하였다.

  따라서 본 연구에서는 수직온도구배로 층상화

된 유체의 기포에 의한 대류유동을 해석할 수 

있는 수치해석 프로그램을 개발하여 온도혼합과

정을 규명하고, 보이드율(void fraction), 기포의 

반경 및 유량 변화가 대류유동에 미치는 영향을 

검토하고자 한다.

2. 수치 해석

  기포류 해석을 위해 제안된 수치해석적 방법으

로는 균질류 모델(homogeneous model), Drift-Flux 

모델, 2유체 모델(two fluid model), 수밀도 모델

(number density model), Lagrangian 모델, 그리고 

DNS(direct numerical simulation) 등이 있다.

  균질류 모델은 기포류를 균일한 혼합류로 가

정하여 모델링한 것으로, 기체와 액체가 동일한 

속도로 운동하거나 기-액 사이의 상대속도가 전

체유동의 속도에 비해 매우 작아 무시할 수 있

는 경우에만 성립한다. 그러나 실제 기포는 중력

의 영향을 받으며, 기포의 크기가 충분히 작은 

경우가 아니면 기-액 사이의 속도차를 무시할 수 

없다. 이를 극복하기 위하여 기-액 2상의 상대속

도 차를 보이드율의 함수인 Drift 속도로 모델화

한 것이 Drift-Flux 모델이다. 이 모델은 공기펌

프나 관내에서 상승하는 기-액 2상류 등과 같은 

일차원적 거동을 하는 기포류에만 국한되며, 다

차원 유동에는 적용될 수 없다.

  다차원 2상류 해석은 2유체 모델이 주로 이용

되며, 이는 기-액 2상류가 각기 다른 두 개의 속

도장을 가진 유동으로 모델화한 것으로서 질량, 

운동량, 에너지 보존법칙을 기상과 액상에 대하

여 독립적으로 적용하는 것이다. 따라서 2유체 

모델은 Drift-Flux 모델에 비해 기-액 2상류의 물

리적 현상을 보다 정확하게 도출할 수 있는 장

점이 있는 반면, 기-액 사이의 질량/운동량/에너

지 교환 등의 구현을 위한 방정식이 많이 필요

하다는 단점이 있다. 또한 2유체 모델은 기-액 2

상류 전체에 적용(보이드율: 0~1)을 전제로 한 

모델이지만, 기포류 해석에 있어서는 그 보이드

율이 최대 0.2 정도 되기 때문에 보다 구체적인 

수식이 필요하다.

  그 일환으로 분산성 2상류인 기포류의 특성을 

단위체적 내의 기포중심수로 정의되는 기포 수

밀도를 이용하여 표현한 수밀도 모델이 사용되

기도 한다. 이처럼 분산상을 공간 평균된 양으로 

분산체의 이동을 취급하는 모델이 Euler 모델이

며, Euler-Euler 방정식모델이라 불리기도 한다

[8]. Euler 모델은 각 기포의 중심위치나 체적에 

관한 정보가 반드시 필요하지는 않지만 공간평

균화 절차가 요구되며, 공간평균 스케일은 기포

의 크기보다 충분히 커야 한다. 또, 액체를 연속

상태로 간주하여 공간평균화 방정식을 추가한 

것이 Lagrangian 모델이며, 이와 함께 수밀도 모

델을 이용하여 분산성 2유체로 취급하면 보다 

실제 유동에 근접된 해석이 가능하다. 이러한 방

법을 적용한 것을 Eulerian-Lagrangian 방정식모

델이라 한다[9-13].

  DNS는 변형하는 기포의 자유계면을 수치적으

로 추적하고, 동시에 주위 액체의 유동장을 

Navier-Stokes 방정식을 이용하여 계산하는 방식

이다. 이 방법은 기포운동에서의 항력, 양력 등 

상세한 정보를 획득할 수 있고, Lagrangian 모델 

및 수밀도 모델에 사용되는 기포유동의 수식화

에 필수적인 매개변수의 제공이 가능하다. 그러

나 DNS에 의해 취급되는 기포류는 컴퓨터의 메

모리 용량이나 처리속도의 한계로 현재는 몇 개

의 기포에 대한 해석만이 가능한 실정이므로, 수

많은 기포를 함유한 현실적인 해석을 위해서는 

DNS 보다는 병진운동과 체적운동 방정식을 수

식화한 수밀도 모델 및 Lagrangian 모델을 이용
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계산영역, × 0.2 m × 0.15 m

격자 수 80 × 60

자유표면 높이,  0.1 m

액체 동점성계수,  10-4 m2/s

중력가속도,  9.81 m/s
2

기포발생기의
보이드율, 

0.05, 0.10, 0.20, 0.30

기포 유량,  4.5×10
-8 ~ 5.2×10-6 m3/s

기포발생기 폭 0.0025 m 

기포 반경,  0.25, 0.5, 1.0, 3.0 mm

Table 1. Calculation conditions

함이 타당한 것으로 판단된다. 따라서 본 연구에

서는 온도가 성층화된 유체의 기포에 의한 온도

혼합과정을 연구하기 위해, 액체는 Euler 모델을, 

기체는 Lagrangian 모델을 적용하는 Eulerian- 

Lagrangian 방정식모델을 다음의 가정에 따라 

수행하였다.

  - 기상은 전부 기포로 구성되어 있으며 분산상임

  - 기포의 크기는 공간평균화에 사용된 검사체

적의 크기보다 충분히 작음

  - 액체는 비압축성이며 연속상임

  - 기포의 형상은 구형이고, 체적변화는 발생되지 

않음

  - 기체의 합체 및 분열은 유발되지 않음

 

  위 가정에 따른 지배방정식은 다음과 같다.

- 액상의 질량보존방정식:



 
∇∙    (1)

- 보이드율식:

  
 


 (2)

- 액상의 운동량방정식:




∇∙ 




∇∙

 ∇  

(3)

- 기포의 병진운동방정식:

 












∇

∇
 


∇∇∙

 




 

× ∇×  

(4)

- 기포의 평균체적방정식:

  




   (5)

- 2상류의 체적율 구속조건:

    (6)

여기서,

 ∇∙∇∇
  


∇∙ ,  

  ,   ,  


,

   ,  






이다.

  성층화된 액체의 기포에 의한 온도혼합특성 

해석을 위한 가상장치의 기하학적 형상을 Fig. 1

에 도시하고, 고체벽면 및 대기에 접하는 자유표

면의 경계조건을 다음에 나타낸다.

- 벽면 경계조건:

    


 







  


  

(7)

- 자유표면 경계조건:









  





  

(8)

  본 연구에서의 계산조건은 Table 1과 같으며, 

Eulerian-Lagrangian 방정식모델에 의한 지배방

정식의 대류항 이산화는 Van Leer Limiter를 이

용한 TVD법(total variation diminishing 

scheme)을 사용하였고, 나머지 항은 2차 중심차

분법을 사용하여 이산화 하였다. 그리고 지배방

정식의 해를 구하는 수치계산법은 SMAC(highly 

simplified MAC)에 기초하여 구성하였다.
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Fig. 2 Stratified temperature pattern at t= 0.0 s in the 

cavity

(a) t= 0.5 s (g) t= 0.5 s

(b) t= 10.0 s (h) t= 10.0 s

(c) t= 30.0 s (i) t= 30.0 s

(d) t= 60.0 s (j) t= 60.0 s

(e) t= 120.0 s (k) t= 120.0 s

(f) t= 300.0 s (l) t= 300.0 s

Fig. 3 Velocity (left) and temperature (right) 

patterns at = 0.2, r= 0.1 mm and six 

different instants

3. 결과 및 고찰

  사각 캐비티 내에서 온도가 성층화된 유체의 

기포에 의한 온도혼합과정을 Eulerian-Lagrangian 

방정식모델을 사용하여 수치해석하고 이를 가시

화하였다. Fig. 2는 유동이 존재하지 않는 유체

의 성층화된 온도구배를 나타낸다. 상부와 하부

의 온도는 각각 30
oC 그리고 27oC이며, 온도경계

층은 오로지 전도에 의해서만 형성된다. 뒤이어 

도시되는 그림들(Fig. 3, 6, 7, 9)의 온도표시는 

Fig. 2의 온도범례(temperature legend)에 기준한

다. 수치해석은 캐비티 바닥에서의 가스분출 시

점으로부터 300 s 동안 캐비티 내의 온도혼합 

과정을 고찰하기 위해 수행되었다. 층상화된 온

도분포를 가진 유체의 기포에 의한 온도혼합 과

정을 이해하기 위해서는 캐비티 내의 속도장과 

온도장을 동시에 검토할 필요가 있다.

  Figure 3은 시간변화에 따른 캐비티 내의 속도

(Fig. 3(a)-(f)) 및 온도분포 패턴(Fig. 3(g)-(l))을 

나타낸 것으로 성층화된 온도층의 기포유동에 

의한 파괴과정과 유체의 혼합평균온도 형성과정

을 의미한다. Fig. 3(a)는 기포분출 후 t = 0.5 s 

일 때의 속도벡터 분포를 도시한 것으로, 상승기

포에 의해 야기된 액체유동이 3방향으로 전환되

는 것을 알 수 있다: (1) 유체는 상승하는 기포

에 의해 수직방향 유동을 형성하고, (2) 주위유

체로의 진출을 위해 좌·우 방향으로 진행하며, 

(3) 아랫방향으로 방향전환을 하여 기포플룸 주

위에 순환유동을 형성한다. 이 천이과정의 속도

분포는 연속적인 기포발생으로 좌·우 방향 유동

에 의해 표면류가 형성되고, 일정시간 이후 정상

유동에 이르는 것을 Fig. 3(b)-(f) 및 Fig. 4에서 

확인할 수 있다.

  Figure 4는   = 0.2, r = 0.1 mm일 때 자유표

면에서의 시간별 수평방향속도 분포를 나타낸다. 

시간의 경과에 따라 수평방향속도가 증가하면서 

표면류를 형성하고 t = 5.0 s 이후부터는 속도분

포가 거의 일정하여 유동이 정상상태에 도달하
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Fig. 4 Horizontal velocity distributions for various 

instants at y/h= 1.0, = 0.2, r= 0.1 mm
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Fig. 5 Vertical velocity distributions for various 

bubble radii at x/w = 0.5, = 0.2, t= 60 s
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Fig. 6 Temperature patterns for various bubble radii at 

= 0.2, t= 60 s

였음을 알 수 있다.

  Figure 3(g)-(l)은 캐비티 내의 온도혼합 과정

을 나타낸다. 기포발생기에서 생성되어 바닥으로

부터 상승하는 기포는(Fig. 3(g)) 바닥표면 가까

이에 있는 청색유체(낮은 온도)를 상승시키면서 

중심선주위에 청색 버섯모양을 대칭적으로 형성

하고(Fig. 3(h)), 연속하여 녹색유체(중간 온도)를 

상부로 상승시켜 버섯모양 안에 녹색 버섯모양

을 형성한다(Fig. 3(i)). 이어서 적색유체(높은 온

도)를 상승시켜 녹색 버섯모양 안에 유체의 혼합 

및 열전달에 의해 온도가 하락한 갈색 버섯모양

을 형성한 후(Fig. 3(j)), 순환유동으로 외부 경계

를 형성하는 녹색유체는 순환하면서 재상승하여 

중심선 주위에 또 하나의 버섯모양을 형성한다

(Fig. 3(k)). 이러한 기포에 의하여 야기된 기포대

류유동의 과정을 반복하면서 다른 온도를 가진 

유체는 서로 혼합되고, 온도가 서로 다른 유체의 

경계에서 전도 열전달이 일어나(Fig. 3(l)) 결과적

으로 유체의 온도는 혼합평균온도에 도달하게 

되는 것을 알 수 있다.

  Figure 5는   = 0.2, t = 60 s 일 때 캐비티의 

중심선에서 기포반경에 따른 유체의 수직방향속

도 분포를 나타낸다. 기포가 발생하면 기포의 상

승에 의해 유체의 상승속도는 상승하다가 y/h = 

0.5 부근에서 최대값을 갖고 점차적으로 감소하여 

자유표면에서는 0의 값을 가진다. 이러한 유체의 

수직방향속도는 기포반경이 증가함에 따라 기포

의 부력 증가에 의해 증가한다. Fig. 6은   = 0.2, 

t = 60 s 일 때 기포 반경이 대류유동에 의한 온

도혼합과정에 미치는 영향을 보여준다. Fig. 5에

서 설명한 바와 같이 기포 반경이 증가하면 수직

방향속도의 증가에 의한 유체의 대류유동이 증대

하여 온도혼합이 빨리 진행됨을 알 수 있다.

  Figure 7은 기포반경 r = 0.1 mm일 때   변

화에 따른 온도혼합특성을 시간별로 나타낸다. 

  = 0.05 에서는 기포유량의 감소로 대류유동이 

미약하여 상부의 고온유체는 재순환 영역의 저

온유체와 혼합되지 못한 채로 남아있고, 재순환 

영역 내에는 저온과 중간온도의 유체만이 유입

되어 주변과의 열전달을 통해 평균혼합온도를 

형성한다. 그 결과 재순환영역 외부는 온도 층상

화를 그대로 유지하는 현상을 보인다. 그러나 

Fig. 3(  = 0.2)과 Fig. 7(  = 0.3)에서 관찰된 

바와 같이 가 충분히 크면 대류유동이 활발히 

진행되어 상부의 고온 유체가 재순환 영역 내로 

흡입되고, 저온 유체와의 열교환 결과로 캐비티 

전체 온도는 혼합평균온도로 변하고 있음을 알 
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Fig. 8 Horizontal velocity distributions for various 

gas flow rate at y/h=1.0, r=0.1 mm, t=300 s

(a) q= 4.5×10-8 m3/s

(b) q = 9.0×10-8 m3/s

(c) q = 1.8×10-7 m3/s

Fig. 9 Velocity and temperature patterns for various 

gas flow rate at r= 0.1 mm, t= 300 s

(a) t= 0.5 s at α = 0.05 (g) t= 0.5 s at α = 0.30

(b) t= 10.0 s at α = 0.05 (h) t= 10.0 s at α = 0.30

(c) t= 30.0 s at α = 0.05 (i) t= 30.0 s at α = 0.30

(d) t= 60.0 s at α = 0.05 (j) t= 60.0 s at α = 0.30

(e) t= 120.0 s at α = 0.05 (k) t= 120.0 s at α = 0.30

(f) t= 300.0 s at α = 0.05 (l) t= 300.0 s at α = 0.30

Fig. 7 Temperature patterns for different void fractions 

at r= 0.1 mm and six different instants

수 있다.

  Figure 8은 기포 발생 후 t = 300 s, r = 0.1 

mm일 때 기포유량이 자유표면에서 수평방향속

도 분포에 미치는 영향을 나타내고, Fig. 9는 동

일조건에서 기포유량 변화에 따른 온도 및 속도 

분포의 변화를 가시화한 것이다. 기포유량이 증

가하면 부력의 증가로 자유표면에서 유체의 수

평방향속도 역시 증가하고 표면류의 범위가 확

대되어지며(Fig. 8), 기포에 의한 대류유동의 재

순환 속도층 또한 확대됨을 확인할 수 있다(Fig. 

9). 따라서 기포유량이 증대되고, 충분한 시간이 

경과하면 재순환 속도층이 캐비티 내부 전체를 

차지하여 유체 전체가 혼합평균온도에 도달하게 

됨을 알 수 있다.
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4. 결    론

  수직온도구배로 층상화된 유체 내에서 기포가 

유발하는 대류유동에 대한 수치해석을 위하여 

Eulerian-Lagrangian 방정식모델을 적용하였다. 

온도층과 속도장을 가시화하여 온도가 층상화된 

유체의 기포에 의한 온도혼합과정을 정량적으로 

제시할 수 있었고, 기포반경, 유량, 그리고 보이

드율이 기포에 의한 대류유동 및 온도혼합과정

에 미치는 영향을 시간별로 확인하였다. 기포반

경이 증가할수록 기포에 의한 대류유동이 활발

하여 온도가 층상화된 유체의 혼합은 원활하게 

이루어지고,   = 0.05에서는 기포유량의 부족에 

따른 대류유동의 감소로 캐비티 내의 층상화된 

온도층을 전부 파괴시키지 못하여 유체의 온도

혼합이 미흡하였으며, 기포유량 증가는 기포에 

의한 대류유동의 속도층을 증가시켜 재순환 영

역을 확대시킴을 관찰할 수 있었다.

후    기

  이 논문은 2008학년도 부경대학교의 지원을 

받아 수행된 연구임(PK-2008-036).

참 고 문 헌

 1. 조남경, 정용갑, 길경섭, 권오성, 김영목, “우주

발사체 액체산소 탱크 내에서의 열적 성층화 

현상에 대한 해석적 연구,” 한국추진공학회 제

23회 추계학술대회 논문집, 2004, pp.178-183

 2. Taylor, G., “The action of a surface current 

used as a breakwater," Proc. R. Soc. Lond. 

A, Vol. 231, No. 1187, 1955, pp.466-478

 3. McDougall, T. J., "Bubble plumes in 

stratified environments," J. Fluid Mech., 

Vol. 85, Issue 4, 1978, pp.655-672

 4. Hussain, N. A. and Narang, B. S., 

"Simplified analysis of air-bubble plumes in 

moderately stratified environments," J. Heat 

Transfer, Vol. 106, 1984, pp.543-551

 5. Asaeda, T. and Imberger, J., "Structure of 

bubble plumes in linearly stratified 

environments," J. Fluid Mech., Vol. 249, 

1993, pp.35-57

 6. Chen, M. H. and Cardoso, S. S. S., "The 

mixing of liquid by a plume of low- 

Reynolds number bubbles," Chemical 

Engineering Science, Vol. 55, Issue 14, 

2000, pp.2585-2594

 7. Murai, Y., Ohno, Y., Bae, D. S., Hassan, 

A., Ishikawa, M., and Yamamoto, F., 

"Bubble-generated convection in immiscible 

two-phase stratified liquids," Proceedings of 

ASME FEDSM-01, 2001, pp.481-486

 8. Zhang, D. Z. and Prosperetti, A., 

"Ensemble phase-averaged equations for 

bubbly flow,” Phys. Fluids, Vol. 6, Issue 9, 

1994, pp.2956-2970

 9. Shuen, J. S., Solomon, A. S. P., Faeth, G. 

M., and Zhang, Q. F., “Structure of 

particle laden jets: measurements and 

predictions,” AIAA Journal, Vol. 23, Issue 3, 

1984, pp.396-404

10. Squires, K. D. and Eaton, J. K., "Particle 

response and turbulence modification in 

isotropic turbulence," Phys. Fluids, Vol. 2, 

Issue 7, 1990, pp.1191-1203

11. Lu, Q. Q., Fontaine, J. R., and Aubertin, 

G., "A Lagrangian model for solid particles 

in turbulent flows," Int‘l J. Multiphase 

Flow, Vol. 19, Issue 2, 1993, pp.347-367

12. Stewart, C. W. and Crowe, C. T., "Bubble 

dispersion in free shear flows," Int'l J. 

Multiphase Flow, Vol. 19, Issue 3, 1993, 

pp.501-507

13. Murai, Y. and Matsumoto, Y., "Numerical 

analysis of detailed flow structure in a 

bubble plume," JSME Int'l J. Series B, Vol. 

41, No. 3, 1998, pp.568-574




