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요 약

주성분 분석(PCA)은 차원 축소와 특징 추출을 위해 널리 사용되는 기법 중의 하나이지만 자승 오류의 사용으로

인해 잡음에 민감한 단점이 있다. 이러한 잡음 민감성을 개선하기 위해 다양한 방법이 소개되었고 그 중 improved

robust fuzzy PCA(RF-PCA2)는 퍼지 소속도를 이용한 반복적 최적화 기법으로 다른 방법에 비해 우수한 성능을

보였다. 하지만 RF-PCA2 역시 국부적인 최적해에 빠질 수 있으며 그 원인 중 하나는 RF-PCA2 알고리듬이 소속

도를 균일한 값으로 초기화시키기 때문이다. 또한 퍼지 소속도를 사용하고 있지만 여전히 목적함수가 자승 오류 최

소화에 기초하고 있다는 사실도 그 원인이 된다. 이 논문에서는 RF-PCA2의 이러한 문제점을 개선한 RF-PCA3

를 제안한다. 제안하는 알고리듬은 RF-PCA2의 목적 함수를 바탕으로 하고 있다. 여기에 PCA의 목적 함수를 추

가하고 초기 소속도 값을 데이터의 분포로부터 계산함으로써 전역 최적해에 가까운 해를 얻을 수 있는 가능성을 높

여준다. 이러한 사실들은 실험 결과를 통해 확인할 수 있다.
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Abstract

Principal component analysis (PCA) is a well-known method for dimensionality reduction and

feature extraction. Although PCA has been applied in many areas successfully, it is sensitive to

outliers due to the use of sum-square-error. Several variants of PCA have been proposed to resolve

the noise sensitivity and, among the variants, improved robust fuzzy PCA (RF-PCA2)

demonstrated promising results. RF-PCA2, however, still can fall into a local optimum due to

equal initial membership values for all data points. Another reason comes from the fact that

RF-PCA2 is based on sum-square-error although fuzzy memberships are incorporated. In this

paper, a variant of RF-PCA2 called RF-PCA3 is proposed. The proposed algorithm is based on the

objective function of RF-PCA2. RF-PCA3 augments RF-PCA2 with the objective function of PCA

and initial membership calculation using data distribution, which make RF-PCA3 to have more

chance to converge on a better solution than that of RF-PCA2. RF-PCA3 outperforms RF-PCA2,

which is demonstrated by experimental results.
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Ⅰ. 서 론

주성분 분석(principal component analysis, PCA)은

차원 축소를 위해 널리 사용되는 방법 중 하나로, 자승 오차

(squared error) 또는 재건 오류(reconstruction error)의

합을 최소화하는 직교 변환이다[1]. PCA는 여러 영역에 성

공적으로 사용되었지만, 자승 오차 합을 사용함으로 인해 잡

음에 민감하다는 문제점이 있다. PCA의 잡음 민감성을 줄이

기 위해 여러 가지 방법이 제안되었고, 이들은 부분 집합을

이용하는 방법과 퍼지 소속도(membership)를 이용하는 방

법의 두 가지로 크게 나누어볼 수 있다. 부분 집합을 이용하

는 방법은 하나 이상의 데이터 부분 집합에 대해 PCA를 수행

하고 이들 결과를 이용하여 전체 데이터의 주성분을 구해낸다

[2][3][4][5]. 퍼지 소속도를 이용하는 방법은 전형적인 데

이터 포인트에만 큰 소속도 값을 할당함으로써 잡음 민감성을

줄인다[6][7][8]. 이들 PCA의 변형 중 improved robust

fuzzy PCA (RF-PCA2)는 소속도와 주성분을 반복적으로

최적화하는 과정을 통해 잡음에 민감하지 않은 주성분을 구해

내는 방법으로 다른 방법들에 비해 우수한 성능을 보여주었

다. 하지만 RF-PCA2 역시 국부 최적해만을 보장하는 문제

점이 있다[9].

RF-PCA2의 국부 최적해 문제는 여러 가지 원인이 있으

며 RF-PCA2의 초기 소속도 값이 모든 데이터 포인트에 동

일하게 주어지는 것이 그 중 하나이다. 모든 데이터 포인트에

동일한 소속도 값을 할당함으로써 RF-PCA2는 PCA를 이용

하여 초기화하는 효과를 가져오며 이는 잡음에 민감한 국부

최적해에 빠지도록 하는 원인이 된다. 또 다른 이유로는

RF-PCA2의 목적함수가 소속도를 포함하고 있지만 여전히

자승 오류의 합을 사용한다는 점이다. 이러한 문제점을 해결

하기 위해 이 논문에서는 RF-PCA2를 개선한 새로운 방법을

제안한다. 제안하는 방법은 먼저 초기화 문제를 해결하기 위

해 초기 소속도 값을 추정하여 사용한다. 잡음 또는 특이값

(outlier)을 판별하기 위한 많은 방법이 소개되었고 성공적으

로 사용되고 있지만[10] 이 논문에서는 초기 소속도 값으로

특이값에 작은 값을 할당해줄 수 있는 간단한 방법으로 충분

하다. 이 과정에서 특이값이 아닌 포인트에 작은 소속도 값이

할당될 수 있지만 이는 반복적인 최적화 과정을 통해 수정될

수 있다. 중요한 점은 RF-PCA2에서와는 다른 출발점을 가

지도록 함으로써 보다 나은 해에 수렴할 수 있는 기회를 증가

시키도록 한다는 점이다.

자승 오류의 합을 사용하는 한계점은 완전히 극복될 수는

없지만 PCA의 목적함수에 해당하는 항을 첨가함으로써 완화

시킬 수 있다. PCA와 RF-PCA2는 기본적으로 자승 오류의

합이 최소화되도록 한다. 제안하는 방법에서는 자승 오류의

합이 증가하는 것을 일부 허용함으로써 RF-PCA2에 비해 나

은 결과를 얻을 수 있다. 이러한 사실들은 실험 결과를 통해

확인할 수 있다.

이 논문의 구성은 다음과 같다. 다음 장에서는 RF-PCA2

를 간략히 소개하고 3장에서는 RF-PCA2의 목적함수 수정과

초기화 방법을 도입한 RF-PCA3를 제안한다. 실험 결과는 4

장에서 보이며 결론 및 향후 연구 방향은 5장에서 언급한다.

II. RF-PCA2

RF-PCA2는 잡음에 강건한 개의 정규직교(orthonormal) 벡

터 즉, 주성분(principal component)을 찾아내기 위한 반복 알

고리듬이다. 데이터 집합  ⋯가 주어진 경우

RF-PCA2의 목적 함수는 식 (1)과 같이 나타낼 수 있다.

argmin   
  



    



  



log  

 
  



 
  



log  

st   

······· (1)

이 때 는 데이터 포인트 의 소속도를, 은 가중치

평균을, 는 재건 오류[11]를, 는 개 단위 직교 벡터

를 열로 가지는 행렬을, 는 단위 행렬을 나타내며 는

regularization 상수이다. 는 재건에 사용될 직교 벡터의 개

수를 나타내며 알려진 것으로 가정한다. 식 (1)은 두 개의 항

으로 구성되어 있다. 첫 번째 항은 소속도를 가중치로 가지는

재건 오류의 합을 나타내고 두 번째 항은 주성분의 잡음 민감

성을 줄이기 위한 regularization 항이다.

먼저 식 (1)을 에 대해 편미분하면 식 (2)를 얻을 수 있다.




 log  ········································· (2)

식 (2)를 에 대해 정리하면 식 (3)의 소속도에 대한

update equation을 얻을 수 있다.
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  exp

  ····················································· (3)
유사하게, 식 (1)을 에 대해 편미분하면 식 (4)를 얻을

수 있다. 이 때 는 역행렬이 존재하여야 한다.






  



   ····································· (4)

식 (4)로부터 가중치 평균에 대한 update equation인 식

(5)를 얻을 수 있다.

 


  






  





······························································· (5)

가중치 평균을 이용하여 주어진 데이터 집합은 영의 가중

치 평균을 가지도록 만들 수 있고, 
′ , 이 경우 식

(1)을 최적화하는 를 구하는 것은 식 (6)을 최적화하는 것

과 같아진다.

 ′
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′ ··········································· (6)

의 제약 조건 하에서 식 (6)을 최소화하는 는

식 (7)로 정의되는 가중치 분산 행렬(weighted covariance

matrix)에서 개의 최대고유치를가지는고유 벡터로구성할

수 있다.
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··························· (7)

이에 관한 증명은 참고문헌 [9]을 참조하면 된다.

RF-PCA2 알고리듬은 그림 1과 같이 요약할 수 있으며,

이 때 은 미리 정해지는 상수이고 max는 최대 반복 횟수를

나타낸다.

1. 소속도    ⋯ 
  ⋯와 카운터

  를 초기화한다.

2. repeat

3. ←

4. 평균 과 분산 행렬 을 구한다. (식 (5), (7))

5. 의 고유 벡터로 를 구성한다.

6. 식 (3)으로 소속도 를 구한다.

7. until     또는   max8. return
그림 1. RF-PCA2 알고리듬
Fig. 1. RF-PCA2 algorithm

III. RF-PCA3

비록 RF-PCA2가 이전 방법들에 비해 나은 결과를 보였

지만 여전히 국부 최적해에 빠질 수 있다. 이를 개선하기 위

해 이 논문에서는 새로운 PCA의 변형 RF-PCA3를 제안하

며 이는 RF-PCA2와 두 가지 측면에서 다르다. 첫 번째는 목

적함수로 RF-PCA3의 목적함수는 식 (8)과 같이 정의된다.

argmin 
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st  

······················································································ (8)

식 (8)은 식 (1)에 세 번째 항, PCA의 목적 함수를 첨가한

것이다. 이 항은 음의 값을 가지며 자승 오류의 합이 커지는 것

을일부허용하는역할을하므로자승오류의합을최소화함으로

써 발생하는 잡음 민감성을 완화시키는 역할을 한다. 이 때

 는첫번째와세번째항사이의비율을결정하는역할

을 하며이 논문에서는 실험적으로 결정된값 0.5를사용하였다.

RF-PCA3의 update equation은 2장에서와 유사하게

폐형식으로 구할 수 있다. RF-PCA3에서 소속도의 update

equation은 식 (3)과 동일하고 평균과 분산 행렬은 식 (9)

와 (10)으로 각각 정의된다.

 


  






  





··················································· (9)
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·············· (10)

두 번째 RF-PCA2와 다른 점은 초기화 방법이다.

RF-PCA2는 그림 1에서와 같이 모든 데이터 포인트에 대하

여 동일한 값으로 소속도를 초기화한다. 하지만 이는 국부 최

적해에 빠지게 하는 원인이 되므로 RF-PCA3에서는 데이터

분포를 고려하여 초기값을 계산하는 방법을 사용한다.

PCA는 가우시안 분포를 가정하고 있으므로 전형적인 데

이터 포인트는 밀집된 영역에 존재하는 포인트로 볼 수 있다.

따라서 이들 전형적인 포인트는 다른 포인트들과 가까운 거리

에 존재하며 식 (11)의 다른 포인트들과의 거리 합은 전형성

(typicality)을 나타내는 척도로 사용될 수 있다.

 
 




 ························································ (11)

식 (11)로 구해진 거리의 합을 이용하여 식 (12)는 각 데

이터 포인트의 소속도를 계산한다.

  exp

′  ························································ (12)
이 때 ′는 식 (13)과 같이 계산된다.

′ max  ·················································· (13)

식 (13)에서 는 거리 합의 평균으로 식 (14)로 정의된다.

 
 

  



 ································································· (14)

식 (13)은 거리 합이 평균 거리 합보다 작은 경우 거리를

영으로 설정함으로써 소속도 값이 일이 되도록 해준다. 식

(12)에서 는소속도값의감쇄를 결정하는상수로이논문에

서는 식 (15)에서와 같이 거리 합의 표준편차를 사용하였다.


  

 
  




 ·················································· (15)

RF-PCA3 알고리듬은 그림 1과 동일한 구조를 가지지만,

단계 1에서 초기화 방법이 다르고 단계 4에서 식 (9)와 (10)

을 사용하는 점이 다르다. 그림 2는 RF-PCA3 알고리듬을

요약한 것이다.

1. 카운터   를 초기화하고 식 (12)로 초기 소속도를

계산한다.

2. repeat

3. ←

4. 평균 과 분산 행렬 을 구한다. (식 (9), (10))

5. 의 고유 벡터로 를 구성한다.

6. 식 (3)으로 소속도 를 구한다.

7. until     또는   max
8. return

그림 2. RF-PCA3 알고리듬
Fig. 2. RF-PCA3 algorithm

IV. 실험 결과 및 고찰

RF-PCA3가 RF-PCA2에 비해 나은 결과를 보인다는 것

을 확인하기 위해 이 장에서는 RF-PCA2와 RF-PCA3를

Matlab으로 구현하여 실험하였다. 그림 3은 실험에 사용한

데이터와 PCA 및 RF-PCA3를 사용하여 찾아낸 첫 번째 주

성분을 표시한 것이다. 실험에 사용한 데이터는 가우시안 분

포에서 생성하고 여기에 인위적으로 잡음을 첨가하여 구성하

였다. 그림 3은 실험에 사용한 데이터에 PCA와 RF-PCA3

를 이용하여 구한 첫 번째 주성분을 표시한 것이다.

RF-PCA2는 RF-PCA3와 거의 동일한 주성분을 찾아냈

기 때문에 그림 3에서는 표시하지 않았다. 그림 3에서 알 수

있듯이, PCA의 경우 잡음에 의해 주성분의 방향이 잡음쪽으

로 일부 치우친 것을 확인할 수 있다. 하지만 RF-PCA3는

RF-PCA2와 마찬가지로 잡음에 작은 소속도 값을 할당함으

로써 잡음에 민감하지 않은 주성분을 찾아낼 수 있다.

그림 3. PCA와 RF-PCA3를이용하여찾아낸첫번째주성분
Fig. 3. First principal component found by PCA and

RF-PCA3
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(a) RF-PCA2

(b) RF-PCA3

그림 4. 두주성분사이의각도
Fig. 4. Angles between two principal components

그림 3에서 RF-PCA2의 주성분은 표시하지 않았지만

RF-PCA3의 주성분과는 약간의 차이가 있었다. 따라서 첫

번째 실험은 두 방법이 찾아낸 주성분의 질(quality)을 비교

한다. 먼저 잡음이 없는 데이터에서 PCA를 이용하여 첫 번째

주성분 를 구하고, 잡음이 첨가된 데이터에서 RF-PCA2와

RF-PCA3로 각각 첫 번째 주성분 과 를 구한다. 잡음

이 첨가된 데이터에서 찾아낸 주성분이 잡음이 없는 경우의

주성분과 유사한 경우 그 성능이 우수한 것으로 생각할 수 있

으므로, 와  그리고 와  사이의 각도를 계산하여

비교하였다. 이 때 두 가우스 분포의 중심은 각각  과

 으로 설정하였다. 그림 4는 그림 3의 데이터를 이용

하여 1,000회 반복 실험한 결과를 히스토그램으로 나타낸 것

이며 RF-PCA2의 경우 평균 각도는 1.357°, RF-PCA3는

0.886°로 RF-PCA3가 나은 결과를 보였다.

첫 번째 실험에서 RF-PCA2 역시 잡음에 민감하지 않은

결과를 보여주었다. 하지만 잡음의 중심을  로 설정한

경우 RF-PCA2는 그림 5에 나타난 것과 같이 국부 최적해에

빠져 잘못된 결과를 보여주었다.

그림 5. RF-PCA2의국부최적해
Fig. 5. Local optimum in RF-PCA2

(a)
RF-PCA2

(b) RF-PCA3

그림 6. 두주성분사이의각도
Fig. 6. Angles between two principal components

하지만 RF-PCA3의 경우 특이값에 작은 소속도 값을 초

기값으로 설정함으로써 잘못된 국부 최적해에 빠질 가능성을

줄여준다. 그림 6은 그림 5의 데이터에 대해 RF-PCA2와

RF-PCA3를 적용한 결과를 요약한 것이다. 실험 방법은 앞

의 실험과 동일하다. 그림 6에서 알 수 있듯이, RF-PCA2는

대부분이 잘못된 국부 최적해에 빠지는 반면 RF-PCA3는 대

부분이 올바른 해에 근접하고 있음을 알 수 있다.
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V. 결론

Improved robust fuzzy PCA(RF-PCA2)는 퍼지 소속

도를 이용하여 PCA의 잡음 민감성을 줄여주는 반복 알고리

듬(iterative algorithm)으로 이전 알고리듬들에 비해 잡음

민감성이 줄어든다는 사실이 입증되었다. 하지만 RF-PCA2

역시 국부 최적해에 수렴하는 문제점이 있으며 이는 균일한

소속도 값으로 초기화하는 점과 자승 오류를 기반으로 한다는

점에 기인한다. 이 논문에서는 이 두 가지를 보완한 RF-PCA3

알고리듬을 제안하였다. 제안한 알고리듬은 데이터 분포를활

용하여 초기 소속도 값을 결정하고 PCA의 목적함수를 활용

하여 RF-PCA2 목적함수를 수정하였다. 제안한 알고리듬의

우수성은 실험 결과를 통해 확인할 수 있다.

비록 RF-PCA3가 이전 알고리듬에 비해 나은 성능을 보

이지만몇 가지 개선의 여지도 남아 있다. 목적함수에 도입된

상수 의 결정이 그 첫 번째이다. 이는 자승 오류의 합을 어

느 정도 반영할 것인지 결정하는 상수로 이 논문에서는 실험

적으로 결정된 값을 사용하였다. 현재 이 상수를 데이터 집합

에 따라 자동으로 결정하는 방법에 관해 연구 중에 있다. 또

다른 개선 방향으로는 초기 소속도 결정 방법이 있을 수 있다.

제안한방법은 PCA의가정에근거하고있고실험적으로도우

수한 성능을 보여 주었지만  의 연산을 요구하는 문제

가 있다. RF-PCA3는 반복 알고리듬으로 그 자체만으로도 많

은 연산을 요구하므로 적은 연산을 요구하는 방법으로의 전환

도 가치 있다 하겠다. 이는 향후 연구 과제로 남아있다.
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