
韓國數學敎育學會誌 시리즈 A <數學敎育> J. Korean Soc. Math. Ed. Ser. A: The Mathematical Education
2011. 11. 제 50권, 제 4호, 429-440. November. 2011, Vol. 50, No. 4, 429-440.

429

일상적 정의에서 수학적 정의로의 이행1)

- 영재 중학생들의 점과 선의 정의 인식 -

이 지 현 (서울전자고등학교)

Ⅰ. 서 론

유클리드는 순환논리를 피하기 위하여 증명 없이 수

용하는 공리가 필요함을 분명히 인식하고 있었다. 그러

나 왜 그는 ‘쪼갤 수 없는 것’, ‘폭이 없는 길이’라는 정

의가 순환 논리임은 깨닫지 못하였을까? 유클리드가 위

와 같은 정의를 제시했던 맥락을 이해하기 위해서는 유

클리드가 생각했던 ‘정의’란 과연 무엇이었는지를 살펴보

아야 할 필요가 있다.

서양 사상사에서 정의는 플라톤의 대화편에서 소크라

테스의 “가 무엇인가?”라는 철학적 물음에 대한 대답

으로써 처음 등장하였다(Robinson, 1954). 이렇게 고대

그리스의 철학자 소크라테스, 플라톤, 아리스토텔레스 등

에 의하여 처음 전개된 ‘정의’ 개념은 바로 ‘대상의 본질

에 대한 기술’이었다. 그리스의 정의 관념은 사전에서 찾

아볼 수 있는 일상적인 정의 개념, 즉 “어떤 말이나 사

물의 뜻을 명백히 밝혀 규정함. 또는 그 뜻. 뜻매김(민중

서림, 2001: 2045)”에서도 찾아볼 수 있다. 유클리드 원

론의 ‘쪼갤 수 없는 것’, ‘폭이 없는 길이’도 사전에서 찾

아볼 수 있을 법한 일상적 정의이다. 따라서 수학에서

점과 선을 무정의 용어로 수용한다는 것에는 위와 같은

일상적 정의는 수학에서의 정의가 될 수 없음이 전제되

어 있다.

일상적 정의는 정의되는 대상을 다른 것과 구별가능

하도록 기술하는 것을 목적으로 하며, 이러한 일상적 정

의에서는 정의와 정의되는 대상이 정확하게 일치할 필요
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가 없다. 반면 수학적 정의의 목적은 다른 대상과의 구

분이 아닌 정의로부터 이미 알고 있는 성질뿐만 아니라

새로운 성질들을 증명하는 것에 있다. 수학적 정의는 정

의와 정의되는 대상은 정확하게 동치 혹은 필요충분조건

이다. 따라서 정의로부터 증명된 결론은 그 정의를 만족

하는 모든 대상에 대해 항상 성립한다.

학교수학에서는 수학적 정의뿐만 아니라 일상적 정의

도 흔하게 찾아볼 수 있기 때문에, 학생들이 대상 혹은

개념을 단순히 기술하는 ‘일상적 정의’와 증명에 사용되

는 ‘수학적 정의’의 차이를 분명하게 인지하기란 쉽지 않

다. 고등수학적 사고(advanced mathematical thinking)분

야의 많은 연구들(Harel, Tall, 1991; Harel, Seldon,

Seldon, 2006; Alcock, Simpson, 2002; Edwards, Ward,

2004; Tall, 1992a; Gray, Pinto, Pitta, Tall, 1999)이 학교

수학의 관행에 젖어있는 대학생들은 일상적 정의와 수학

적 정의를 구별하지 못할 뿐더러, 수학에서 정의는 일상

적인 ‘기술’과 달리 증명의 기초라는 점도 명확하게 인식

하지 못한다는 점을 보고하고 있다. 이들 연구에서 일상

적 정의에서 수학적 정의로의 이행은 주로 대학초년생을

대상으로 극한, 벡터, 연속성과 같은 고등수학에 속하는

개념에 대하여 논의되었다.

수학 교과서에서 ‘정의’라는 용어는 중학교 2학년 논

증기하에서 처음 등장한다. 특히 조영미(2001: 95-116)

는, 논증기하에서 증명을 도입하면서 학교수학에서 요구

하는 정의의 기능이 달라진다고 지적한다. 즉 논증기하

에서는 도형의 정의에 대하여, 정의되는 용어가 그 정의

항과 동치 혹은 필요충분조건이라는 수학적 정의의 특징

을 필요로 한다. 예를 들어 “이등변 삼각형의 두 밑각의

크기는 같다.”의 증명에서 ‘이등변삼각형’이라는 용어에

대하여 ∆이라는 개념 이미지만으로는 충분하지 않으며

‘두 변의 길이가 같은 삼각형’라는 정의항으로 바꿀 수

있어야 한다(조영미, 2000). 이렇게 논증기하에서 증명의
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도입은 정의에 대해 대상을 기술하는 일상적 정의가 아

닌 수학적 정의의 사용을 요구한다. 이 점에서 중학교

논증 기하는 일상적 정의로부터 수학적 정의로의 이행이

처음으로 이루어지는 지점이라고 할 수 있다. 이 논문은

영재 중학생들을 대상으로, 점과 선의 정의를 무엇이라

고 생각하며 또 이와 관련하여 정의가 증명에 쓰인다는

것을 어떻게 이해하고 있는지를 분석하여, 중학교 논증

기하에서 영재 중학생들이 학습한 정의 개념을 확인하고

이것을 일상적 정의에서 수학적 정의로의 이행이라는 관

점에서 논의하는 것을 목적으로 한다. 이를 위해 다음

절에서는 먼저 일상적 정의에서 수학적 정의로의 이행을

다룬 고등수학적 사고 분야의 연구들을 살펴본다.

Ⅱ. 일상적 정의에서 수학적 정의로의 이행

1. 개념 이미지와 개념 정의

Vinner(1991)는 어떤 개념의 명칭을 듣거나 봤을 때

마음속에 떠오르는, 정의와는 같지 않으나 그 개념과 관

련된 그 무엇을 개념 이미지라고 하였다. 개념 이미지는

마음속에서 그 개념의 명칭과 결합된 비언어적인 것으로

서 보통 시각적인 표상 혹은 인상, 경험 등의 집합체이

다. 개념 이미지는 언어적인 형태로 번역될 수 있으나,

마음속에서 제일 먼저 떠오르는 것은 비언어적인 것이며

언어적인 형태는 더 나중 단계에서나 나타난다. 반면 개

념 정의는 어떤 특정 개념을 확인할 수 있는 문장이다.

특히 고등수학에서의 (개념) 정의는 그것의 예가 되기

위해 필요한 성질을 정확하게 명시하며, 정의에서 명시

한 성질은 그 개념이 가진 다른 성질을 증명하기 위해

사용된다(Tall, 1997). Vinner(1991: 70)는 정의가 도입될

때 인지구조 안에서 일어나는 (개념) 정의와 개념 이미

지 사이의 상호작용 유형을 다음과 같이 세 가지로 제시

하였다.

ⅰ) 개념 이미지가 정의에 동화되어 변화한다.

ⅱ) 개념 이미지는 그대로 남아있다. 반면 정의는 망

각되거나 혹은 왜곡된다.

ⅲ) 개념 이미지와 정의 모두 그대로 있다. 그러나 개

념 이미지와 개념 정의는 서로 연결되지 않은 채

독립적으로 작용한다.

일상적 맥락에서 정의는 개념의 전개와 직접적으로

관련이 없을 수도 있다. 그러나 전문적 맥락에서는 정의

가 개념의 전개와 직접적으로 관련되므로 반드시 개념

정의를 참조해야 한다. 그러나 학생들은 흔히 개념 정의

대신 일상 경험에서 많은 예를 통해 형성한 이미지만을

환기한다. Vinner는 학생들의 이러한 행동을 일상적 상

황에서의 사고 습관이 전문적인 상황에 해당하는 수학적

사고로까지 전이된 결과라고 보았다.

2. 학교수학에서 학문수학으로의 정의 개념의 이행

Raman(2004)는 학생들이 학교수학에서 학문수학으로

의 이행에서 겪는 어려움을 이해하기 위해 고등학교, 미

적분학, 해석학 교과서에서 연속함수 정의의 취급 방식을

비교하였다. 고등학교 교과서는 ‘종이에서 연필을 떼지

않고 그래프를 그릴 수 있는 함수’를 마치 형식적 정의인

것처럼 서술하고, ‘연속’에 대한 직관에 의존하여 연속함

수와 불연속함수를 분류해 보도록 하였다. 반면 미적분학

에서는 ‘lim
→
  ’라는 형식적 정의를 제시하였

으며, 이 정의를 이용하여 어떤 함수가 연속인가 아닌가

를 판단하는 문제들이 많았다. 하지만 연속함수의 형식적

정의 없이도 대부분의 문제를 해결할 수 있다는 점에서,

미적분학 수준에서도 학생들이 형식적 정의의 필요성을

느끼기는 어렵다. 마지막으로 해석학 교과서는  논

법에 의한 형식적 정의를 제시하였으며, 미적분학과는 달

리 “어떤 함수가 연속임을 보여라.”라는 문제유형이 없었

다. 해석학의 문제에서 연속함수의 정의는 가정 혹은 결

론으로서, 연속성의 가정으로부터 어떤 다른 결론을 유도

하는 것 혹은 어떤 가정 하에서 연속함수임을 증명하는

것이 요구되었다. 이러한 해석학 문제에서 정의는 필수불

가결한 것이며 정의 문장은 매우 중요하다. Raman의 연

구는 고등학교, 미적분학, 해석학 교과서의 정의 도입 방

식 및 각 텍스트에서 학생들이 이러한 정의를 어떻게 사

용하고 있는가를 분석하여, 각 텍스트들이 수학적 정의의

지위와 목적에 대해 상이한 인식론적 메시지를 전달할

수 있음을 구체적으로 보여주고 있다.

영국의 National Numeracy Strategy(NNS) 가이던스

는 초-중등학교에서 수학 용어 사전의 사용을 권장하였

다. 그런데 Morgan(2004, 2005)는 이렇게 수학 용어 사
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정의의 성격과 기능

어떤 개념의 예와

예가 아닌 것을 구별하기
증명의 기초로 사용하기

권위에 의해

제시된,

이미 존재하는

어떤 것

A: 예들을 테스트하기 위해 기준을 적용하기

혹은

기준을 만족하는 예를 만들어 보기

목적: 개념 자체를 이해하기

C: 그 이상의 성질을 연역하고 증명을 구성

목적: 관련된 지식의 전개; 증명 기술을

계발; 수학적 연역 추론하기

사용자가

구성할 수 있는

것

B: (토론이나 반례 등을 통하여)

사용자의 개념 이미지를 명확히 고정하기,

개념이미지를 정확한 정의에 가깝도록 정련하기

목적: 개념의 전개, 수학적 추론 및 논쟁

D: 흥미롭거나 유용한 결과를 산출하는

새로운 개념을 창조하기

목적: 진정한 수학적 관행에의 참여

<표 1> 수학에서 정의와 관련된 활동(Morgan, 2005)

전의 사용을 권장하는 것이 수학적 언어의 다른 중요한

특징들에도 불구하고 단순하게 용어만을 강조하는 것이

라고 비판한다. Morgan(2005)는 정의의 여러 가지 역할

을 다음과 같은 <표 1>로 제시하고 있다.

Morgan(2005)은 위와 같은 수학에서 정의의 다양한

역할을 고려할 때, 정의 학습에 대해 NNS 가이던스와

같이 수학 용어 사전의 사용을 강조하는 것은 어떤 개념

의 예와 예가 아닌 것을 구별하는 것 이외의 수학적 정

의가 가진 논리적이고 생산적, 창조적 측면을 간과할 수

있다고 지적하였다. Morgan(2004)은 수학 논문 및 중고

등학교 교과서 상에서 확립되는 정의 개념을 체계-기능

문법(systemic functional grammar)으로 분석하였다.

수학 논문에서는 고등수학적 사고 분야의 연구들에서

언급된 수학적 정의의 특징(논증에서의 역할, 다른 가

능한 정의들 중에서의 선택)을 찾아볼 수 있었던 반면,

교과서에서 학생들이 정의를 정말 수학적으로 사용할 수

있는 기회는 매우 드물었다. 그녀는 수학적 관행에의 참

여와 수학적 사고방식의 계발이 수학교육의 목표 중 하

나라 한다면, 학교수학에서도 여러 대안적인 정의들 사

이의 선택, 또 합의된 어떤 정의로부터의 연역 및 정의

로 귀착되는 논증과 같은 정의 경험을 제공해야 한다고

주장하였다(Morgan, 2004).

Alcock과 Simpson(2002)은 대학생들이 ‘수렴하는 수열

은 유계이다.’라는 명제의 증명과정에서 수열의 수렴 정

의를 다루는 유형을 세 가지로 분류하였다.

예를 들어 Wendy라는 학생은 ‘수렴하는 수열’에 대해

단조수열만을 떠올렸다. Cary는 Wendy와 달리 단조수

열 외에도 다른 수렴하는 수열들을 고려하였으며, 이러

한 수열들의 공통 성질을 찾아 증명을 시도하였다. 반면

Greg는 수렴에 대한  정의를 이용하여 값의 집

합이 유계임을 증명하였다.

Alcock과 Simpson은 이 세 학생들이 생각한 ‘수렴하

는 수열’ 정의의 성격에 근본적인 차이가 있다고 지적하

였다. 예를 들어 개념이미지에 의존한 Wendy와 Cary에

게 수렴하는 수열이 형식적 정의이전에 이미 존재하고

있는 어떤 것이었던 반면에,  정의를 이용한 Greg

에게 수렴하는 수열은 바로  정의 성질로부터 존재

하는 것이었다. 이렇게 수열의 수렴의 정의에 대한 사례

를 분석한 Alcock과 Simpson의 연구는 많은 대학생들이

이미 존재하는 어떤 대상을 기술하는 일상적 정의와 수

학적 정의의 사용을 구별하지 못하며, 그 결과 교수가

정의를 전달할 때 교수와 대학생들의 대화는 단절될 수

있음을 보여주고 있다. 즉 교수는 수학적 정의를 제시하

면서 학생들이 수학적 정의를 사용할 것이라고 기대하지

만, 많은 대학생들은 비전문적인 방식으로 개념 이미지

를 구성 혹은 개선하려고만 시도하며 자신이 구성한 개

념 이미지에 만족하면 이내 수학적 정의를 무시해 버린

다. Edward와 Ward(2004)도 역시 대학생들이 수학적 정

의의 성격에 대한 이해 부족으로 인하여 겪는 어려움을

대수학의 사례에서 논의하고 있다.
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Ⅲ. 영재 중학생들의 점과 선의 정의 인식

1. 연구방법 및 연구 참여자

본 연구에서는 중학교 논증기하에서 영재 중학생1)들

이 학습한 정의 개념을 조사하기 위하여 다음과 같은 세

개의 설문 문항을 개발하였다. 설문 문항의 개요는 <표

2>와 같다.

문항 문항 내용

문항 1
유클리드 점, 선의 정의에 대한 동의 여부를

‘수학에서의 정의’라는 관점에서 서술하기

문항 2 일상적 정의와 수학적 정의 개념 비교하기

문항 3-1
증명에서 유클리드 점, 선 정의가

사용되는지를 판단하기

문항 3-2
증명에서 유클리드 점, 선 정의와

이등변삼각형 정의의 사용을 비교하기

<표 2> 설문조사의 개요

문항 1은 유클리드 원론에서의 점과 선의 정의를 제

시하고, 이에 대한 동의 여부를 서술하는 과정에서 수학

에서의 정의에 대한 자신의 생각을 서술하는 것이다. 문

항 2는 수학적 정의와 사전에서의 ‘백조’ 정의와 비교한

Alcork과 Simpson(2002)의 예를 이용하여, 일상적 정의

와 수학적 정의 개념을 비교하는 문항이다. 문항 3은 증

명에서의 정의 사용에 관한 것으로, 문항 3-1에서는 유

클리드의 점과 선의 정의가 증명에서 사용되는지를, 문

항 3-2에서는 문항 3-1의 응답을 보다 자세히 확인하기

위해 연구자의 이전 연구(2011)에서 얻은 한 학생의 응

답 사례를 예시하여 유클리드의 점 정의가 이등변삼각형

의 정의처럼 증명에 사용되는가를 질문하였다.

설문 조사는 2011년 5월, 서울대학교 과학영재센터

수학분과 사사반 소속 중학교 3학년 영재 중학생 8명을

대상으로 약 1시간동안 실시하였다2). 설문 조사는 먼저

1) ‘일상적 정의에서 수학적 정의로의 이행’은, 학교수학에서 학

문수학으로의 이행과 관련하여 대학에서 수학을 전공하지

않을 보통의 학생들보다는 수학을 전공할 학생들에게 더 중

요한 문제이다. 따라서 본 연구에서는 보통 학생들보다 수학

또는 그 관련 학문을 전공할 가능성이 높다고 기대할 수 있

는 수학 영재학생들을 연구대상자로 선정하였다.

2) 서울대학교 과학영재교육원 수학분과에서는 초등학교 6학년

실시한 문항의 응답이 다음 문항의 응답에 영향을 끼치

는 것을 차단하기 위하여, 앞의 문항에 대한 응답을 걷

은 후 다음 문항을 배부하였다. 연구자는 설문 조사가 진

행되는 동안 학생들의 답안 작성 과정을 관찰하면서 각

학생들의 생각을 이해하기 위하여 대화를 나누고 이를

기록하였다. 그리고 좀 더 긴 대화가 필요했던 3명의 학

생들은 설문이 끝난 뒤에 추가적인 인터뷰를 실시하였다.

2. 조사 결과

(1) 유클리드의 점, 선의 정의에 대한 동의 여부와

‘수학에서의 정의’에 대한 생각

문항 1을 다음과 같이 제시하였다.

문항 1. 유클리드는 기하학 원론에서 ‘점’과 ‘선’을 다

음과 같이 정의하였다.

‘점’은 더 이상 쪼갤 수 없는 것이다.

‘선’은 폭이 없이 길이만 있는 것이다.

위와 같은 ‘점’과 ‘선’에 대한 정의에 동의합니까?

수학에서 ‘정의’란 무엇인지 생각해 보고, 유클리드의

정의에 동의 혹은 동의하지 않는 이유를 수학적 정의

라는 관점에서 설명하여 보세요.

한 명을 제외한 모든 학생들이 유클리드의 정의에 동

의하였는데, 다음은 유클리드의 정의에 동의한다고 밝혔

던 두 학생의 수학적 정의에 대한 생각이다.

<그림 1> 유클리드 정의에 동의한 학생A의 수학적

정의에 대한 생각

겨울에 15-20명의 학생을 선발하여 기본적으로 2년간 100시

간씩의 영재교육을 실시하고 있다. 본 연구의 설문에 참여한

학생들은 2년간의 영재교육 후에 다시 선발되어 1년간의 사

사교육을 받고 있는 매우 우수한 학생들로서 중학교 과정은

모두 선행 학습한 상태였다. 또 8명의 학생 중 남학생은 5

명, 여학생은 3명이었다.
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<그림 2> 유클리드 정의에 동의한 학생B의 수학적

정의에 대한 생각

학생 A, B가 서술한 “설명하고자 하는 대상을 남들이

알 수 있도록 규정하는 것”, 또 “그것을 들었을 때 그에

따른 것을 예외 없이 명확하게 표현하는 것”으로서의 정

의는 사실 국어사전의 일상적 정의와 다르지 않은 것이

다. 학생 A와 B의 이러한 응답은 정의에 대하여 ‘용어의

뜻을 명확하게 정한 것’이라는 설명에 그치는 교과서의

영향도 크다고 생각된다. 우리나라 교육과정상에서는 ‘정

의’라는 용어를 중학교 수학 2에서 처음으로 다음과 같

이 설명한다(이준열 외 5인, 2010: 170).

정삼각형의 뜻은 ‘세 변의 길이가 모두 같은 삼각형’

‘세 내각의 크기가 모두 같은 삼각형’과 같이 서로 다

르게 말할 수 있지만 한 용어의 뜻을 여러 가지로 정

하면 혼란이 생길 수 있으므로 ‘세 변의 길이가 모두

같은 삼각형’으로 정한다.

이와 같이 용어의 뜻을 간결하고 명확하게 정한 문장

을 그 용어의 정의라고 한다.

그러나 수학에서의 정의는 일상적 정의와는 달리, 정

의되는 개념(피정의항)과 그 정의가 정확하게 필요충분

조건이다. 이것을 미국 기하교과서 Jacob(2003), Schultz

외 3인(2003)에서는 논증기하의 도입부에서 자세히 다루

고 있는데, 예를 들어 Schultz외 3인(2003: 99-100)에서

의 정의에 대한 설명을 살펴볼 수 있다.

정의를 조건명제로 서술하면 특별한 성질을 가지고

있다. 예를 들어,

flopper는 하나의 눈과 두 개의 꼬리를 가지고 있다.

이 명제에서 가정과 결론을 교환하면 그 역명제를 얻

을 수 있다.

하나의 눈과 두 개의 꼬리가 있는 도형은 flopper이다.

여기서 원 명제와 그 역명제가 모두 참임에 주목하자.

이러한 성질은 모든 정의에서 성립한다. 이 때 둘 다

참이 되는 어떤 명제와 그 역명제는 “if and only if"

(기호로 표현하면( ⇔ )를 이용하여 다음과 같이

하나로 쓸 수 있다.

 if and only if  or  ⇔ 
이 때 flopper의 정의는 다음과 같다.

어떤 도형이 하나의 눈과 두 개 꼬리를 가지고 있을

때, 그리고 그때만이 flopper이다.

학생 C는 위와 같은 수학적 정의의 특징을 “수학에서

A의 정의란 A만을 지칭해야 하고, 또 A라면 모두 그

정의에 포함되어야 한다.”라고 서술하였다(<그림 3>).

하지만 학생 C는 ‘쪼갤 수 없는 것’이 이러한 수학적 정

의의 특징을 만족한다고 생각하였다.

<그림 3> 유클리드 정의에 동의한 학생C의 수학적 정의에

대한 서술

연구자는 학생 C와의 인터뷰에서, 점의 정의가 어떻

게 이러한 수학적 정의의 특징을 만족할 수 있는지를 질

문하였다. 이에 학생 C는 “점은 쪼개지지 않으며, 또 쪼

개지지 않는 것이 점이다.”이라고 다음과 같이 부연 설

명하였다.

학생 C: 제가 일반적으로 점이라고 알고 있는 게, 위

치만 있고 길이나 면적이나 부피나 그런 것

은 없는 건데... 쪼개지지 않는다는 것은 길이

나 면적이나 부피나 이런 것을 가지고 있어

서는 안 되고, 그런 것(길이나 면적이나 부피

를 가지고 있지 않은 것)은 쪼개지지도 않을

테니까.

한편 유클리드 정의에 동의하지 않았던 유일한 학생

인 D는 수학적 정의에 대하여 다음과 같이 서술하였다

(<그림 4>).
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<그림 4> 유클리드 정의에 동의하지 않은 학생 D의

수학적 정의에 대한 생각

학생 D는 수학에서의 정의란 “어떠한 대상에 포함되

는 모든 것만이 가지는 공통적인 특징”이라고 하였으며,

학생 C와 달리 ‘쪼갤 수 없는 것’은 점만이 가질 수 있

는 고유한 성질은 아니라고 보았다. 그러나 학생 D도 점

이 무정의 용어라는 사실은 모르고 있었으며 “도형의 기

본 단위가 되는 것으로 길이나 폭, 부피가 없다.”라는 정

의가 더 낫다고 하였다.

이상과 같은 문항 1에 대한 학생들의 응답결과에서,

대부분의 영재학생들이 서술한 수학적 정의는 사실 사전

에서의 일상적 정의와 거의 같은 것이었다. 그리고 유클

리드 원론에서의 혹은 그 외의 점과 선에 대한 직관적

기술을 그것의 수학적 정의라고 생각하고 있음을 확인할

수 있었다. 나름대로 수학적 정의의 특징을 정확하게 서

술할 수 있었던 학생 C도 ‘쪼갤 수 없는 것’이라는 점의

정의가 수학적 정의가 될 수 있다고 생각하고 있었다.

(2) 일상적 정의와 수학적 정의의 비교

일상적 정의와 수학적 정의 개념을 비교하기 위한 문

항 2는 다음과 같이 사전에서의 백조 정의를 이용하여

제시하였다.

문항 2. ‘정의’는 수학에만 있는 것은 아닙니다. 예를

들어 사전에서도 다음과 같은 ‘백조’의 정의를 찾아볼

수 있습니다.

백조: 백조속의 큰 물새로 유연한 긴 목과 물갈퀴가

있는 발을 가지고 있으며, 대부분의 종들은 하

얀 깃털을 가지고 있다.

이렇게 사전에서 찾아볼 수 있는 정의와 수학에서의

정의는 같은 것이라고 생각합니까?

만약 수학에서의 정의가 사전에서 찾아볼 수 있는 정

의와 다른 특징을 갖는다고 생각한다면, 수학에서의

정의가 갖는 고유한 특징을 예를 들어 적어주십시오.

문항 2에 대하여, 사전에서의 일상적 정의와 수학적

정의는 다르다는 응답과 같다는 응답은 똑같이 4명이었

다. 다음은 각각 수학에서의 정의가 사전에서 찾아볼 수

있는 일상적 정의와 다르다(<그림 5>), 같다(<그림 6>)

고 답변한 응답 사례이다.

<그림 5> 수학에서의 정의는 일상적 정의와

다르다(학생 E)

<그림 6> 수학에서의 정의가 일상적 정의와 같다는

응답(학생 B)

그 외 수학에서의 정의는 사전에서의 일상적 정의와

다른 것이라고 답변한 학생들은 수학에서의 정의는 “사

전에서의 정의 중 이미 명확하고 이미 증명된 것”, 또는

“객관적이고 엄밀한 것”이라고 언급하였다. 한편 수학에

서의 정의는 일상적 정의와 같은 것이라고 생각한 학생

들은 “사전에서의 정의도 수학적 정의와 마찬가지로 A

를 B로 정의할 때, A이면 B이고 A가 아니면 B가 아니

어야 하는 성질을 만족한다.”, 또 “사전에서의 정의와 수

학에서의 정의는 실생활과 수학 각각에서 편리하게 이용

할 수 있도록 정의한 것이므로 용도가 같다.”, “모두 그

물체를 설명함으로서 그것의 고유한 특징을 나타낸다.”

라고 서술하였다.
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한편, 앞에서 살펴본 미국교과서 Schultz외 3인(2003:

102-103)에서도 문항 2와 유사하게 사전적 정의와 수학

적 정의의 차이에 관한 다음과 같은 문제를 찾아볼 수

있었다.

문제 8-16. 다음 주어진 문장이 (수학적) 정의인지

아닌지를 다음 과정을 따라 판단하시오.

a. 주어진 문장을 조건명제로 써보아라.

b. 그 역명제를 써보아라.

c. “if and only if" 명제로 써보아라.

d. 주어진 문장이 정의인지 판단하고, 그 이유를

설명하여라.

8. 십대란 13살 이상의 사람이다.

9. 십대란 13세부터 19세 사이의 사람이다.

10. 0은 -1과 1사이의 정수이다.

11. 짝수는 2로 나눠지는 수이다.

12. 각은 두 개의 반직선으로 이루어져 있다.

13. 직각이란 이다.

14. 화강암이란 매우 단단한 결정체 암석이다.

15. 수소는 알려진 물질 중에서 가장 가벼운 물질이

다.

16. 수달은 물갈퀴가 있는 발로 수영하는 털로 덮인

작은 포유류이다.

앞에서 살펴보았듯이, Schultz외 3인(2003)에서는 수

학적 정의에서는 정의되는 개념과 그 정의항은 필요충분

조건임을 설명하고, 위와 같은 문제를 통해 사전에서의

일상적 정의가 수학적 정의의 조건을 만족하지 않을 수

있다는 점을 다루고 있었다.

그러나 문항 2에서 4명의 영재학생들은 사전에서의

정의와 수학에서의 정의가 같은 것이라고 생각하였다.

또 사전에서의 정의와 수학에서의 정의가 다르다고 생각

한 학생들도 사전에서의 정의와 수학적 정의의 차이를

정확하게 언급하기 보다는 ‘명확성’, ‘객관성’, ‘엄밀성’등

과 같은 단순한 느낌만을 서술하였다. 이러한 문항 2의

조사 결과는, 수학적 정의의 특징을 자세히 취급하는 미

국 교과서와 비교하여 볼 때 정의에 대하여 ‘용어의 뜻

을 명확하게 정한 것’이라는 설명에 그치고 있는 교과서

의 영향과 무관하지 않다고 생각된다.

(3) 증명에서의 정의의 사용

문항 3-1은 다음과 같이 제시되었다.

문항 3-1. 기하 증명에서 유클리드의 ‘점’이나 ‘선’의

정의를 사용합니까?

‘점’이나 ‘선’의 정의가 기하 증명에서 사용되는 예를

들어 설명하여 보십시오.

만약 ‘점’이나 ‘직선’의 정의는 기하학적 증명에서 사

용되지 않는다고 생각한다면, 왜 이러한 정의는 증명

에서 사용할 수 없는지, 또 ‘점’이나 ‘선’의 정의가 가

지고 있는 증명 외적인 역할은 무엇인지 설명하여 보

십시오.

조사 결과 두 명을 제외한 나머지 6명의 학생들이 유

클리드의 정의가 증명에 사용된다고 답변하였다. 증명에

서 유클리드의 정의를 사용하지 않는다고 대답한 두 명

의 학생은 유클리드의 정의는 증명에서 사용하기에는 조

건이 너무 부족하며, 증명 대신 그림을 설명 혹은 유추

하는 데 쓰인다고 하였다.

다음은 유클리드의 점과 선에 대한 정의가 증명에 사

용된다고 답변한 학생 중에서, 특히 점과 선에 대한 정의

가 “두 점을 지나는 직선은 유일하다(유클리드 공리 1).”

와 “두 직선이 만나면 한 점에서 만난다.”라는 두 명제와

동치라고 서술했던 학생 F와의 인터뷰 중 일부이다.

<그림 7> 유클리드의 정의를 증명에서 사용할 수 있다는

응답(학생 F)



이 지 현436

학생 F는 “만약 점이 크기를 가진다면 두 점을 지나

는 직선은 하나 이상일 수 있다.”는 것을 <그림 8>을

그려 설명하였다.

<그림 8> 학생 F의 “점이 크기를 가지면, 두

점을 지나는 직선은 하나 이상이다.” 설명

학생 F: 만약에 두 점을 지난다고 했을 때요,......두 직

선이 두 점을 지난다면 이렇게 돼야 되는 거잖아요.

그러면은 만약에 여기랑 여기서 완벽하게 동일한 같

은 두 지점을 지난다면, 두 직선이 같은 직선이잖아

요. 지금, 여기가 다르게 그려져 있으니까, 이 점을 확

대해서 보면 여기가 이렇게 된 거잖아요. 점의 정의

이용해서 두 부분으로 나눠질 수 있다고 생각했어요.

<중략>

연구자는 학생 F에게 언급한 두 명제 중 “두 점을 지

나는 직선은 유일하다”라는 명제가 유클리드의 첫 번째

공리임을 아는지를 질문하였다. 그러나 학생 F는 그것을

기억하지 못하였기 때문에, 연구자는 이 명제는 유클리

드의 첫 번째 공리임을 알려주었다. 그리고 이 공리부터

다른 명제 “두 직선이 만나면 한 점에서 만난다.”를 학

생 F가 직접 증명해보도록 한 후, 이 증명에서 점의 정

의가 사용되는가를 다시 물었다.

학생 F: 공리로 하면은, (점의 정의는 증명에) 안 쓰

인다고 보는데, 일단 공리가 성립하려면, 점

이 크기가 있으면 안 되지 않나요?

연구자: 공리가 성립하려면?

학생 F: 글쎄요. 직접적으로 사용되는 것은 아니지만,

없으면...<중략>

연구자: 점의 정의가 증명에 사용된다고 답변했을

때, “두 직선이 만나면 한 점에서 만난다.”라

는 것을 유클리드의 첫 번째 공리로부터 증

명할 수 있다는 사실을 알고 있었니?

학생 F: 그냥 증명이 아니라 (점과 선의 정의와 “두

직선이 만나면 한 점에서 만난다.”라는 것이)

동치라고 생각했어요.

학생 F는 유클리드의 첫 번째 공리로부터 “두 직선이

만나면 한 점에서 만난다.”를 증명할 때는 점의 정의를

증명에서 사용하지 않는다고 하면서도, 일단 공리가 성

립하려면 “쪼갤 수 없는 것”이라는 정의가 필요하다고

하였다. 학생 F와 같이, 본 설문 조사에서 반 이상의 영

재 학생들은 “유클리드의 점과 선의 정의를 증명에서 사

용할 수 있는가?”에 대해 놀랍게도 유클리드의 정의를

증명에서 사용할 수 있다고 생각하고 있었다.

문항 3-2는 문항 3-1에 대해 보다 자세히 확인하고자

연구자의 이전 연구(2011)에서 얻은 한 학생의 사례를

예시하고, 증명에서 유클리드의 점의 정의와 이등변삼각

형의 정의 사용을 비교하게 하였다.

문항 3-2. 소민이는 ‘쪼갤 수 없는 것’이라는 점의 정

의가 “두 직선은 기껏해야 한 점에서 만난다”라는 성

질의 증명에 쓰인다고 다음과 같이 설명하였습니다.

소민: ‘쪼갤 수 없는 것’이라는 점의 정의는 기하 증명

에 사용됩니다. 예를 들어 두 직선이 한 점에서

만나는 경우, 점이 쪼개진다면 위 문장을 명확

히 할 수 없습니다. 또 점이 쪼개지지 않기 때

문에 특정한 점의 유일성을 보일 수 있습니다.

여러분은 소민이의 생각에 동의합니까? 예를 들어 소

민이의 설명과 “이등변 삼각형의 두 밑각의 크기는

같다.”의 증명에서 ‘두 변의 길이가 같은 삼각형’이라

는 이등변 삼각형의 정의가 쓰이는 것을 비교하여 보

십시오.

앞서 유클리드의 점, 선의 정의도 증명에 사용된다고

답변한 여섯 명의 학생들은 모두 점의 정의가 이등변 삼

각형의 정의와 똑같이 증명에 쓰인다고 하였다. 다음은

이렇게 답변한 학생인 학생 G와의 인터뷰 내용 중 일부

이다. 학생 G는 “두 직선은 한 점에서 만난다.”라는 명

제는 유클리드의 첫 번째 공리로부터도 증명할 수 있지

만, ‘쪼갤 수 없는 것’이라는 정의로부터도 증명가능하다

고 하였다.
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<그림 9> ‘점’의 정의는 ‘이등변 삼각형’의 정의와

똑같이 증명에 쓰인다는 응답(학생 G)

학생 G 역시 명제 “두 점을 지나는 직선은 유일하

다.”가 유클리드의 첫 번째 공리임을 기억하지 못하였으

므로 연구자가 상기시켰다. 그리고 학생 G도 학생 F와

마찬가지로 이 공리로부터 쉽게 “두 직선은 한 점에서

만난다.”를 증명하였다. 연구자는 유클리드의 첫 번째 공

리로부터 증명할 수 있는데 점의 정의가 증명에서 쓰이

는가를 질문하였다.

학생 G : 이렇게(공리로부터) 증명할 때는요. 점이 ‘쪼

갤 수 없는 것’은 쓰이잖아요.

연구자 : 그렇다면, 이렇게 정의로부터 증명하는 거

랑 지금 선생님이랑 해 봤던 것처럼 유클리

드의 첫 번째 공리로부터 증명하는 거랑 똑

같다고 생각하니?

학생 G : 네. 지금 이런 것 설명할 때도 점이 ‘쪼갤

수 없는 것’라는 가정 하에 이 점이 유일하

게 정해진다는 그런 말을 쓰는 것 아니에

요?

문항 3에 대한 영재 중학생 F, G의 반응은 영재 학생

들에게도 어떤 기하학적 성질을 일상적 정의 혹은 개념

이미지가 아니라 공리로부터 증명할 수 있음을 이해한다

는 것, 혹은 개념 이미지로부터의 비형식적 추론과 공리

로부터의 증명을 구별하는 것이 결코 쉽지 않다는 것을

보여주고 있다. 그렇다면 이렇게 생각하는 학생들에게

점이나 선의 정의는 증명에 사용되지 않는다는 것을 어

떻게 설명할 수 있을까? 이와 관련하여, 우리나라 중학

교 수학 2(강신덕 외 5인, 2010: 171)에서는 증명을 어떻

게 설명하고 있는지를 살펴보자.

이와 같이 실험이나 관찰에 의하지 않고, 가정과 이미

알고 있는 정의 또는 성질들을 근거로 하여 어떤 명제

가 참임을 밝히는 것을 증명이라고 한다.

또, 증명된 명제 중에서 기본이 되는 것이나 여러 가지

성질의 증명에 활용되는 중요한 것을 정리라고 한다.

우리나라 교과서는 무정의 용어를 도입하지 않으며,

증명을 위와 같이 “가정과 이미 알고 있는 정의 또는 성

질들을 근거로 하여 어떤 명제가 참임을 밝히는 것”이라

고 설명한다. 그런데 만약 다음 미국교과서 Tagliapietra

와 Pilger(2000: 10)에서와 같이, 점 혹은 선이 무정의 용

어임을 밝힌다면, ‘쪼갤 수 없는 것’ 과 같은 직관적인

기술은 증명에 사용되는 정의가 아니라는 것을 쉽게 설

명할 수 있다.

점이라는 용어를 생각하여 보자. 점을 정의할 수 있을

까? 대부분의 사람들은 점이 무엇인가에 대한 어떤

생각을 가지고 있을 것이다. 만약 점을 정의한다면,

이 정의에 들어가는 다른 단어들에 대해서도 정의가

필요하므로 이러한 과정은 끝이 나지 않는다. 불필요

한 시간과 노력을 절약하기 위하여 수학자들은 몇몇

무정의 용어들을 수학적 체계를 구성하는 기본 단위

로 받아들인다. 당연히 가능한 가장 적은 수의 무정의

용어가 바람직하다. … 기하학에는 기술될 수는 있으

나 정의될 수는 없는 무정의 용어로 점, 선, 면이 있

다. … 이러한 기술은 정의가 아니다. 이러한 기술은

단순히 개념을 시각화하는데 도움이 된다.

그러나 무정의 용어를 도입하지 않은 상태에서 위와

같은 증명에 대한 서술로는 왜 직관적인 점이나 선의 정

의는 증명에 사용할 수 없는가를 설명하기 어렵다는 점

을 알 수 있다.

Ⅳ. 결론 및 논의

Morgan(2004, 2005)은 학교수학에서 정의를 수학적으

로 사용해 볼 수 있는 경험이 부족하다고 지적한다. 학

교수학에서 친숙한 어떤 대상을 기술하는 일상적 정의를

주로 다루어왔던 대학생들은 일상적 정의와는 사뭇 다른

수학적 정의에 당황하며, 대학수학의 정의를 ‘정의’로 받

아들이는데 어려움을 겪는다. 예를 들어 수학자

McClure(2000)는 자신의 교수경험을 통하여, 대학수학에

서 형식적 정의의 인식론적 장애가 대학생들의 ‘정의’ 개

념이 수학자인 교수의 정의 개념과 다르다는 점에 기인

할 수 있음을 발견하였다. 그는 수학에서는 정의라는 용

어를 증명이라는 맥락에서 전문적이며 특수한 의미로 사

용한다는 점을 고려할 때, 대학생들의 수학적 정의에 대
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한 부족한 이해는 당연한 결과라고 하였다. 이렇게 고등

수학적 사고로의 이행과정에서 학생들이 정의와 관련하

여 겪는 인식론적 장애는, 정의에 담긴 구체적인 수학

내용 외에도 학생들이 ‘정의’ 자체를 무엇이라고 생각하

고 있는가도 매우 중요하다는 점을 시사한다.

우리나라 교과서에서 정의라는 용어는 바로 중학교 2

학년 논증기하 부분에서 등장한다. 특히 증명이 도입되

는 논증기하를 기점으로 대상을 기술하는 일상적 정의가

아닌 수학적 정의의 기능을 요구하게 된다. 이런 맥락에

서 앞에서 간단히 살펴보았듯이, 미국 교과서

Jacobs(2003), Schultz외 3인(2003)에서는 증명을 도입하

면서 수학적 정의의 특징을 자세히 다루고 있음을 주목

할 필요가 있다. 즉 수학에서 정의되는 용어 ‘’와 그 정

의 ‘’는 정확히 필요충분조건이므로, 정의문장 “이면

이다.”은 그 역명제 “이면 이다.”도 항상 참임을 설

명한다(Jacobs, 2003: 46-47).

그러나 우리나라 중학교 수학 2에서는 증명과 같이

등장하는 정의에 대하여, ‘용어의 뜻을 명확하게 정한

것’이라는 일상적 정의만을 기술하는 데 그치고 있다. 또

무정의 용어를 도입하지 않기 때문에 기하학의 대표적인

무정의 용어인 점, 선, 면에 대하여 직관적인 기술만을

제시한다. 본 연구에서는 중학교 논증기하를 학습한 영

재 중학생들을 대상으로 기하학에서 점과 선의 정의를

무엇이라고 생각하며, 또 이와 관련하여 증명에서 정의

가 사용된다는 것을 어떻게 이해하고 있는지를 조사하였

다. 조사에 참여한 대부분의 영재 중학생들은 점과 선에

대한 직관적인 기술을 그것의 정의라고 받아들였으며,

사전에서의 일상적 정의와 수학적 정의의 차이를 막연한

느낌 외에는 명확하게 설명하지 못하였다. 또 일부 영재

학생들은 “유클리드의 점과 선의 정의를 증명에서 사용

할 수 있는가?”라는 설문에 대해 놀랍게도 직관적인 기

술에 불과한 유클리드의 정의를 증명에서 사용할 수 있

다고 생각하고 있었다. 영재학생들의 이러한 반응은 결

국 뛰어난 학생들에게도 개념 이미지로부터의 비형식적

추론과 진짜 증명을 구분하는 것이 결코 쉽지 않음을 보

여주고 있다.

일상적 정의로부터 수학적 정의로의 이행을 다룬 여

러 연구들(Raman, 2004; Morgan, 2004; 2005; Edward,

Ward, 2004; Tall; 1992b)은 학교수학에서도 이러한 이

행을 예비할 수 있는 경험을 제공하는 것이 필요하다고

지적하고 있다. 본 연구의 점과 선의 정의를 소재로 영

재 중학생들을 대상으로 실시한 인식 조사 결과에서 다

음과 같은 두 가지 시사점을 찾을 수 있었다. 첫째, 사전

에서의 일상적 정의 개념을 가진 학생들에게 논증기하에

서의 수학적 정의의 개념으로의 이행은 쉽지 않다. 따라

서 수학적 정의 개념은 학생들이 스스로 깨달을 수 있으

리라고 기대하기 어려우며, 학생들이 암묵적으로 그것을

깨닫도록 하는 것보다는 앞에서 예시한 미국교과서들의

사례와 같이 논증기하의 도입부에서 수학적 정의의 특징

을 보다 적극적으로 설명할 필요가 있다. 둘째, 기하학에

서의 점, 선의 정의에 대하여 대부분의 영재 중학생들도

점과 선에 대한 일상적인 기술을 그것의 정의라고 생각

하고 있었다. 따라서 중학교 논증기하에서 점, 선, 면을

무정의 용어로 도입하는 것은, 수학적 정의와 대상에 대

한 직관적인 기술 혹은 일상적 정의와의 차이를 명확하

게 다룰 수 있는 계기가 될 수 있다고 생각된다.

학교수학에서 정의 개념에 대한 보다 심도 있는 교수

학적 이해를 위해서는, 학교수학의 다양한 주제 및 다양

한 연구 참여자 집단을 대상으로 한 연구들이 후속되어

야 할 것이다.
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This paper analysed gifted middle students’ conception of the definitions of point and line and the uses of 
definitions in proving. The findings of this paper suggest that the concept of mathematical definitions is very 
unnatural to students, therefore teachers and textbooks need to explain explicitly the characteristics of 
mathematical definitions which are different from dictionary definitions using common sense. Also introducing 
undefined terms in middle school geometry would give students a critical chance to deal with the transition 
from dictionary definitions to mathematical definitions. 
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