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기호설명 
 

R  : 시스템의 신뢰도  

)(xY
 : 실제모델 

)(xXf  : 확률밀도함수 

)(ˆ xY  : 크리깅모델 

βxf ˆ)( T  : 전역모델 

*)( γxr
T  : 국부모델 

R  : 상관행렬 

θ  : 상관계수벡터 

)(xr  : 상관벡터 

µ  : 평균 

2σ  : 분산 

1β  : 왜도 

1. 서 론 

정확한 신뢰성기반 최적설계(reliability-based design 

optimization: RBDO)의 해를 얻기 위해서는 신뢰성

Key Words : RBDO(신뢰성기반 최적설계), Reliability Analysis(신뢰성해석), Kriging Model(크리깅모델), 

Pearson System(피어슨 시스템), Pearson Type IV Distribution(피어슨 타입 IV분포) 

초록: 확정론적 최적설계 방법은 설계 혹은 공정과정에서 발생하는 설계변수의 불확실성을 고려하지 않아 최적점이 

제한조건의 경계점에 위치한다. 신뢰성기반 최적설계는 설계자가 요구하는 신뢰도를 만족하는 범위에서 목적함수가 

최소가 되는 최적점을 찾는 방법이다. 이 과정은 최적설계 과정과 설계변수의 불확실성을 고려하는 신뢰성해석 

과정으로 나눌 수 있다. 모멘트기반 신뢰성해석은 시스템의 통계적 모멘트를 이용하여 신뢰도를 구하는 방법이다. 

일반적으로 신뢰성해석은 통계적 모멘트의 값에 따라 피어슨 시스템을 통해 시스템의 확률밀도함수를 7가지 형태로 

분류하여 신뢰도를 구한다. 하지만 피어슨 시스템에서 타입 IV 분포의 경우에는 수식이 복잡하여 다루기 어려운 

문제점이 있었다. 본 논문에서는 크리깅모델을 이용하여 피어슨 시스템의 단점을 개선한 신뢰성 해석기법을 

크리깅모델을 이용하여 개발하고 이를 적용하여 신뢰성기반최적설계 방법을 제안하다. 피어슨 타입 IV 의 수학 및 

공학예제에 대하여 신뢰성기반최적설계를 수행하고 이를 몬테카를로 시뮬레이션을 이용하여 정확성을 검증한다. 

Abstract: Since conventional optimization that is classified as a deterministic method does not consider the uncertainty involved in a 

modeling or manufacturing process, an optimum design is often determined to be on the boundaries of the feasible region of constraints. 

Reliability-based design optimization is a method for obtaining a solution by minimizing the objective function while satisfying the 

reliability constraints. This method includes an optimization process and a reliability analysis that facilitates the quantization of the 

uncertainties related to design variables. Moment-based reliability analysis is a method for calculating the reliability of a system on the 

basis of statistical moments. In general, on the basis of these statistical moments, the Pearson system estimates seven types of 

distributions and determines the reliability of the system. However, it is technically difficult to practically consider the Pearson Type IV 

distribution. In this study, we propose an enhanced Pearson Type IV distribution based on a kriging model and validate the accuracy of 

the enhanced Pearson Type IV distribution by comparing it with a Monte Carlo simulation. Finally, reliability-based design optimization 

is performed for a system with type IV distribution by using the proposed method. 

§ 이 논문은 대한기계학회 2009년도 추계학술대회(2009.  

11. 4.-6., 용평리조트) 발표논문임 
† Corresponding Author, thlee@hanyang.ac.kr 
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해석과정에서 신뢰도를 정확하게 구하는 과정이 

요구된다. 신뢰성기반 최적설계는 최적설계와 신

뢰성해석(reliability analysis)으로 나눌 수 있다. 신

뢰성해석은 다음과 같이 정의할 수 있다.  

 

{ } ∫
≤

=≤
0)(

)(0)(

x

xxX

Y

X dfYP

     (1) 

여기서 )(xY 는 설계변수 x 에 대한 시스템의 

제한조건(design constraints)이고 0)( ≤xY 는 시스템

의 유용영역 (feasible region)이다.  

일반적으로 사용하는 시스템의 신뢰도를 구하는 

방법은 크게 3 가지가 있다. 가장 널리 알려져 있는 

신뢰성해석방법으로는 랜덤변수(random variables)를 

이용하여 응답을 반복적으로 계산하여 신뢰도를 

구하는 몬테카를로 시뮬레이션(Monte Carlo simulation)

이 있다. 또 FORM(first order reliability methods),(1) 

SORM(second order reliability methods)(2)과 같이 제

한조건을 테일러 급수를 이용하여 1차 혹은 2차로 

근사화 하고 최대가능손상점(most probable failure 

point: MPP)까지의 거리를 이용하여 신뢰도를 구하

는 급속확률적분법(fast probability integration 

method), 제한조건의 1~4차 통계적 모멘트를 통해 

피어슨 시스템(Pearson system)을 이용하여 신뢰도

를 구하는 모멘트기반 신뢰성해석(moment-based 

reliability analysis)이 있다.(3~6)  

피어슨 시스템은 응답의 분포를 통계적 모멘트

를 통해서 구한 계수의 값에 따라서 Type I~VII중 

Type을 결정하고 확률밀도함수를 추정하여 신뢰도

를 구하는 방법이다. 하지만 Type IV 분포 함수는 

수치적 계산 역시 매우 힘들 뿐만 아니라 지금까

지 제안되었던 방법으로는 정확한 시스템의 신뢰

도를 구하지 못하는 문제점이 있었다.(7) 이러한 문

제점을 해결하기 위해서 크리깅모델을 이용하여 

Type IV 분포를 근사화하고 이를 통해 시스템의 

신뢰도를 구하는 방법이 제안되었지만 이 역시 문

제의 특성에 따라 정확한 분포를 추정하지 못하는 

어려움이 있었다.(8)  

본 연구에서는 모멘트기반 신뢰성해석 방법 중 

곱분해기법(multiplicative decomposition method: MD 

method)을 이용하여 시스템의 1~4차 모멘트를 구

하고 이를 통해 피어슨 시스템 Type IV를 이용하

여 얻은 신뢰도와 몬테카를로 시뮬레이션을 통해

서 구한 신뢰도를 비교하였다.(7) 그리고 기존의 피

어슨 시스템 Type IV의 문제점을 개선하고 몬테카

를로 시뮬레이션과 비교하여 정확한 신뢰도를 구

하였고 이를 신뢰성기반 최적설계에 적용하였다.  

2. 크리깅모델 

크리깅모델은 응답의 평균에 해당하는 전역모델 

βxf
T)( 와 응답까지의 편차(deviation)를 나타낸 

)(xz 의 합으로 가정하고 예측응답을 식 (2)와 같

이 정의한다. (7)   

 ( )xzβxfx += TY )()(ˆ     (2) 

여기서 식 (2)의 전역모델은 일반화된 최소제곱법

(generalized least squared method)으로 구할 수 있다. 

이때 )(xf 는 회귀모델을 구성하는 함수이고 β 는 

추정된 회귀모델의 계수이다. )(xz 는 편차를 나

타내는 것으로, 평균이 0이고 공분산은 식 (3)으로 

표현이 된다. 

 ),,()](),([ 2
θxxRxx

jiji zzCov σ=  (3) 

여기서 편차 )(xz 의 공분산은 2σ 과 상관행렬 

),,( θxxR
ji 의 곱으로 나타낼 수 있다. 상관행렬을 

구성하는 상관함수 ),,( θxxR
ji 는 식 (4)와 같이 가

우스 상관관계로 정의한다. 

 ( )











−−= ∑

=

dn

k

ji
k

ji

1

2

exp,, xxθxxR θ  (4) 

여기서 dn 는 설계변수의 개수, [ ]Tnd
θθ ,,1L=θ 는 최

우량추정법(maximum likelihood method)을 통해서 

구해지는 상관인자(correlation parameter)이고 식 (2)

의 크리깅모델은 식 (5)와 같이 유도된다.  

 *)(ˆ)()(ˆ γxrβxfx
TTY +=  (5) 

여기서 YRFFRFβ
111 )(ˆ −−−= TT 로 일반화된 최소자승

추정치(generalized least squared estimate)이고

( )βFYR ˆ1 −− 는 *
γ 로 표현된다. 여기서 F 는 확장설

계행렬이고 )(xr 는 예측점 x 와 실험점 i
x 의 상

관관계를 나타내는 상관벡터로 식 (4)를 이용하여 

나타내면 식 (6)과 같이 표현할 수 있다. 

 ( ) Tn )],(,),,(),,([ 21
xxRxxRxxRxr L=  (6) 

이처럼 크리깅모델은 βxf ˆ)( T 의 전역모델과 

*)( γxr
T 의 국부모델의 합으로 표현되는 보간모델

이다. 일반적으로 크리깅모델의 전역모델은 0 차, 1

차, 2차 전역모델로 구분되고 설계자에 의해서 결

정된다. 
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3. 모멘트기반 신뢰성해석 

신뢰성해석은 곱분해기법으로 구한 제한조건의 

통계적 모멘트를 피어슨 시스템을 이용하여 분포

의 특성 및 확률밀도함수를 구하고 이를 통해서 

시스템의 신뢰도 및 파괴확률을 구하는 방법이

다.(7)   

 

3.1 곱분해기법 

시스템의 통계적 모멘트는 다음과 같다. 

∫
Ω

= xxx dfY X )()(µ            (7a) 

∫
Ω

−= xxx dfY X )())(( 22 µσ           (7b) 

33
1 /)())(( σµβ ∫

Ω

−= xxx dfY X
          (7c) 

44
2 /)())(( σµβ ∫

Ω

−= xxx dfY X
           (7d) 

여기서 µ , 2σ , 1β , 2β 는 각각 평균, 분산, 왜도, 

첨도를 의미하고 )(xXf 는 랜덤변수 x의 결합확

률밀도함수를 의미한다. 이때 식 (7)의 통계적 모

멘트를 구하기 위해서 필요한 1-4차 모멘트는 다

음과 같은 과정을 통해서 구한다. 

)4,3,2,1()()( == ∫Ω ldfYm X
l

l xxx             

이렇게 구한 1-4차 모멘트를 이용하여 식 (8)을 

통해 통계적 모멘트를 계산한다. 

1m=µ             (8a) 

2
12

2 mm −=σ            (8b) 

3

3
1213

1

33

σ
β

mmmm +−
=           (8c) 

4

4
12

2
1314

2

364

σ
β

mmmmmm −+−
=          (8d) 

여기서 1-4차 모멘트를 실제모델을 이용하여 구하

면 많은 계산이 필요하기 때문에 효율성이 떨어지

고 또 설계변수가 증가하면 비용이 급격히 상승한

다. 이러한 문제를 해결하기 위해서 식 (9)와 같이 

실제 모델을 크리깅모델로 근사화하여 1-4차 모멘

트를 구한다. 

∫∫
ΩΩ

≅= xxxxxx dfYdfYm XX )()(ˆ)()(1
        (9a) 

∫∫
ΩΩ

≅= xxxxxxx dfYYdfYm XX )()(ˆ)(ˆ)()( 2
2

         (9b) 

∫∫
ΩΩ

≅= xxxxxxx dfYYdfYm XX )()(ˆ)(ˆ)()( 2
3

3
        (9c) 

∫∫
ΩΩ

≅= xxxxxxx dfYYdfYm XX )()(ˆ)(ˆ)()( 22
4

4
        (9d) 

여기서 )(ˆ2 xY 는 응답을 제곱한 크리깅모델을 의

미한다.  

 

3.2 피어슨 시스템(Pearson system) 

피어슨 시스템은 시스템의 분포를 추정하는 방

법으로서 식 (10)과 같이 미분방정식을 만족시키

는 확률밀도함수로 구성된다. 

( )
( )

)181210(

/)632(

/)3(

/)34(

1

12

122

2110

12
2

0

2
210

0

−−=

−−−=

+−==

−−=

−=

++

−
=

ββ

ββ

ββσ

ββσ

µ

A

Ab

Aba

Ab

Yy

ybybb

ay

yd

Ydf

Yf

              (10) 

시스템의 분포는 통계적 모멘트를 이용하여 구

한 계수 210 ,, bbb 의 값과 이를 통해서 구한 식 

(10)의 미분방정식 02
210 =++ ybybb 의 해의 형

태에 따라 결정된다.  

피어슨 Type Ⅳ 분포는 식 02
210 =++ ybybb 에

서 y 의 해가 허근을 갖는 경우로서 식 (10)을 아

래와 같이 변형할 수 있다. 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )2120

01

2
210

0ln
cybc

aycy

ybybb

ay
Yf

dy

d

++

−+−
=

++

−
=

 

(11) 

여기서 2
2
100211 4/,2/ bbbcbbc −== 이고 식 (11)을 정

리하면 다음과 같다. 

( ) ( )[ ]










 −−
−+= −

20

11

20

012

1
2

120
/

tanexp2

bc

cy

bc

ac
cybcKYf c

 

(12) 

여기서 식 (12)를 해석적으로 적분하는 것은 불가

능하며 상수 K 와 피어슨 Type Ⅳ 분포의 확률분

포함수의 수치적 계산 역시 힘든 것으로 알려져 

있다.(8) 이러한 문제점을 해결하고 정확도가 높은 

피어슨 Type Ⅳ 분포의 확률밀도함수를 구하기 위

해서 식 (13)과 같이 크리깅모델 )(ˆ YG 를 이용하

여 Type Ⅳ 분포를 가정하였다. (9)  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]βFGRYrβYfY ˆˆˆ 1 −+== −TT
KGKYf

 

(13) 

여기서 확률밀도함수 ( )Yf 를 적분 구간 [ ]∞∞− ,

에서 적분한 값이 1이 되는 성질을 이용하여 K

를 구할 수 있다.  
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( )

( )[ ]
( )[ ]dYG

KdYGK

F

∫
∫ ∞

∞−

∞

∞−
=⇒=

∞=

Y

Y
ˆ

1ˆ

1
   (14) 

이때 크리깅모델은 상관함수를 가우스 상관함수, 

전역모델을 상수 모델로 가정한다. 또한 누적분포

함수(cumulative distribution function)는 식 (15)와 같

이 크리깅모델을 이용해서 구한 확률밀도함수를 

적분하여 구할 수 있다.  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]∫∫
∞

∞−

−
∞

∞−
−+== YβFGRYrYY dβKdGKYF

T ˆˆˆ 1

 

(15) 

 

3.2.1 비편향조건 (unbiasedness condition) 

식 (16)은 설계변수가 각각 정규분포를 따르고 

다항식으로 이루어진 함수로 이 함수의 확률분포

를 구하여보자. 

( ) ( )
( )22,1

2
2
1

6.0,0.5~

58

80
1

NX

XX
Y

++
−=X

   (16) 

앞에서 제안한 방법을 이용하여 확률밀도함수와 

누적분포함수를 구해보면 Fig. 1, 2와 같다. Fig. 1, 2

와 같이 몬테카를로 시뮬레이션을 이용하여 구한 

결과와 Table 1의 1-4 차 모멘트를 이용하여 구한 

확률밀도함수가 정확하게 일치하지 않는 것을 알 

수 있다. 또 Table 2와 같이 신뢰도 역시 큰 오차

가 있는 것을 알 수 있는데 이것은 곱분해기법을 

이용하여 구한 1차 모멘트 ( )
MD

m1 와 제안한 방법

을 이용한 ( )
Pearson

m1 값이 정확하게 일치하지 않기 

때문이다. 이러한 문제를 해결하기 위해서 식 (17)

과 같이 비편향조건을 만족하도록 하여 개선된 피

어슨 시스템 Type IV를 구현하면 Fig. 3, 4와 같은 

결과가 나온다.  

( ) ( )
( )[ ] ( )[ ]PearsonMD

PearsonMD

YEYE

mm

xx ˆˆ

11

=

=
   (17) 

결과에서 알 수 있듯이 몬테카를로 시뮬레이션

을 이용하여 구한 결과와 비편향조건을 적용시킨 

피어슨 시스템 Type IV 의 확률분포 결과가 정확

히 일치하는 것을 확인할 수 있다. 마찬가지로 누

적 분포함수도 몬테카를로 시뮬레이션을 이용하여 

구한 결과와 일치하는 것을 확인할 수 있다.  

또 Table 2 와 같이 개선된 피어슨 시스템을 이

용하면 몬테카를로 시뮬레이션을 통해 구한 신뢰

도와 매우 잘 일치한다. 

Table 1 Results of statistical moments using MCS 

Moment Mean Std Skewness Kurtosis 

MCS 0.15087 0.12814 0.51275 3.52991 

MD 0.15081 0.12813 0.51383 3.55086 

 

 

Table 2 Reliability of MCS and Pearson system 

Method MCS MD 
Proposed 

method 

Reliability 0.89178 0.96025 0.88826 

 

 

 

 
 

Fig. 1 PDF obtained from MCS and Pearson system 

 

 

 

 
 

Fig. 2 CDF obtained from MCS and Pearson system 
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Fig. 3 PDF obtained from MCS and proposed method 

 

 
Fig. 4 CDF obtained from MCS and proposed method 

 

4. 예 제 

4.1 수학 예제 

목적함수가 2차이고 제한조건은 선형함수와 비

선형성이 큰 개량된 Haupt function을 이용하여 문

제를 다음과 같이 정식화하였다. 

( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( )
( )

5.30

3

2sin1.14sin

2,1,0

0.47.3)(

2,1

212

22111

2
2

2
1

≤≤

−−=

+=

=≥≤

−+−=

x

XXG

XXXXG

jRGRtosubject

xxxCostMinimize

target
j

X

X

X
  (18) 

이 예제의 초기 설계점은 [ ]T6.2,0.30 =x 이고 각 

설계변수의 통계적 특성은 ( )21 1.0,0.3~ NX , 

( )21 1.0,6.2~ NX 이다. 이때 설계자가 요구하는 시

스템의 신뢰도는 97725.0=R 이다. 

Table 4 RBDO points for mathematical example 

 

Optimal Point 
Cost 

  

RBDO 2.801769 3.236542 1.3897 

Proposed 

method 
2.802808 3.237090 1.3870 

 

 
Table 5 Reliability of each constraint for mathematical 

example 

 
Reliability of Constraints using MCS 

   

RBDO 0.9868 1.0000 

Proposed 

method 
0.9773 1.0000 

 

 

 

 
Fig. 5 Finite element model and kriging model replacing 

actual simulation 
 

 

Table 4 와 같이 기존의 방법보다 제안한 방법을 

이용한 목적함수 값이 작게 나온 이유는 제한한 

방법이 더 정확한 신뢰도를 구해주기 때문이다. 또 

Table 5 와 같이 각각의 제한조건에 대한 신뢰도를 

몬테카를로 시뮬레이션을 이용하여 구해보면 기존 

방법보다 본 논문에서 제안한 방법이 설계자가 

요구하는 신뢰도를 더 정확히 만족하는 것을 확인할 

수 있다. 

 

4.2 공학 예제 

다음으로는 실제 공학예제로서 전자석과 스프링 

요소로 구성되어 있는 축진동 문제이다. 이 모델은  
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Table 6 Results of RBDO for laterally vibrating model 

 
Function 

Call 

Optimal Point 
Cost 

θ  w  

Proposed 

method 
68 74.00 0.8190 60.61 

 
Table 7 Reliability of constraint 

 
Reliability of Constraints 

( )( )0≤XGR  

Proposed method 0.9500 

 

 

고유진동수(natural frequency)를 높여 음압을 향상 시키

고 이를 통해서 좋은 음질을 갖도록 설계하는 문제이

다. 설계변수는 Fig. 5 와 같이 θ 와 w이고 목적함수

와 제한조건은 식 (19)와 같다. 
 

( )( )
( ) ( )

82.08165.0,7574

238,

0,

≤≤≤≤

−=

≥≤

w

HzfwG

RwGRtosubject

volumeMinimize

target

θ
θ
θ  (19) 

설계변수는 각각 )0833.0,5.74(~(deg) 2Nθ , 

)00104.0,816.0(~)( 2Nmmw 의 통계적 특성을 갖는

다. 이 모델은 1 회 해석하는데 1 분의 시간이 소

요되기 때문에 몬테카를로 시뮬레이션을 이용한 

신뢰성기반 최적설계를 수행할 시에는 막대한 비

용이 들어가는 문제가 있어 크리깅모델을 이용한 

곱분해기법을 통해 신뢰성해석을 수행하는 과정이 

필요하다. 크리깅모델을 생성하기 위한 실험점 개

수는 전조합실시법으로 55× 개를 선정하였다. 95%

의 신뢰도를 만족하는 제품을 생산하고자 할 때 

곱분해기법을 이용한 신뢰성기반 최적설계를 통해 

구하면 Table 6, 7과 같다. 

5. 결 론  

본 논문에서는 신뢰성기반 최적설계를 수행하기 

위한 모멘트기반 신뢰성해석에서 정확한 신뢰도를 

구하기 위한 개선된 피어슨 시스템 Type IV 분포

를 제안하였다.  

기존의 피어슨 시스템 Type IV 는 확률밀도함수

를 크리깅모델로 근사화하여 신뢰도를 구하는 방

법이었다. 하지만 기존 방법은 크리깅모델을 통해

서 추정한 값과 몬테카를로 시뮬레이션을 통해서 

구한 결과값이 일치하지 않는 문제점이 있었다. 

제안한 방법은 피어슨 시스템을 통해서 구한 평

균값과 곱분해 기법을 통해서 구한 평균값이 일치

하게끔 하는 비편향 조건을 제시하여 보다 정확한 

신뢰도를 구할 수 있었다. 예제에서 살펴본 바와 

같이 응답함수의 신뢰도 값을 매우 정확하게 구할 

수 있음을 예시하였다. 개선된 피어슨 시스템을 

이용하여 신뢰성기반 최적설계에 적용한 결과도 

마찬가지로 정확한 해를 구할 수 있는 것을 확인

할 수 있었다. 
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