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슬라이딩 모드 제어기가 적용된 샘플치 시스템에 대한

안정도 판별 조건

Stability Criterion for Sampled-Data System with
Sliding Mode Controller

박 흠 용, 조 영 훈, 박 강 박*
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1Samsung Electronics Co., Ltd.,
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Abstract: Although most of control methods have been studied in the continuous-time domain, the actual control systems have 
been implemented using MCU (Micro Control Unit) and/or microprocessors so that the overall systems turn to be sampled-data 
systems. In this case, the stability criterion of the closed-loop system is not easy to derive. In this paper, a simple stability 
criterion for the sampled-data system with sliding mode controller is derived.

Keywords: SMC (Sliding Mode Control), sampled-data system, stability criterion

I. 서론

슬라이딩 모드 제어 기법은 강인제어 기법 중의 하나로

제어 대상 모델의 불확실성이나 외란 등에 대해 강건하고

(robust) 불변하는(invariance) 성능을 나타내는 기법이다. 이
러한 장점을 얻기 위해서 상태 공간에서 미리 안정한 슬라

이딩 평면(sliding surface)을 설계하고, 스위칭 하는 입력 신

호를 이용하여 시스템의 상태가 상태공간에서 슬라이딩 평

면으로 수렴하고 여기서 벗어나지 않도록 하는 접근 방식

을 이용한다[1-4]. 
기존의 대부분의 제어기들은 주로 연속시간 영역에서 설

계되어 왔다. 그러나 거의 모든 제어기들이 실제 구현될 때

에는 MCU 등을 이용하여 이산시간 영역에서 구현된다. 따
라서 실제 시스템은 샘플치 시스템이 된다. 이산시간 시스

템의 경우, 이산시간 영역에서 이산시간 제어기를 설계하게

되나 샘플치 시스템의 경우에는 제어기가 연속시간 영역에

서 설계된다는 차이점이 있다. 이러한 샘플치 시스템의 경

우에는 제어기가 연속시간 영역에서 안정하도록 설계되었

더라도 실제 시스템은 불안정해질 수 있으므로, 이에 대해

별도로 안정도를 판별해야 한다. 여기에는 샘플링 주기의

길이가 큰 영향을 끼침은 이미 잘 알려진 사실이다.
최근에 연속시간 영역에서 안정하게 설계된 일반적인 슬

라이딩 모드 제어기를 이용한 샘플치 시스템에 대한 해석

이 활발히 진행되고 있다[5-7]. 그러나 Yu 등이 제안한 안

정도 판별법은 복잡할뿐더러, 실제로는 안정함에도 불구하

고 판별할 수 없는 경우도 많으며, 샘플링 주기가 매우 짧
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은 경우에는 적용할 수 없다는 단점들이 있다.
따라서 본 논문에서는 보다 단순화된 판별법을 유도한

다. 제안된 판별법은 기존의 판별법보다 판별하기가 매우

용이하며, 기존의 방법보다 보다 넓은 영역에 대해서 쉽게

판별할 수 있다.

II. 문제 정의

다음과 같은 제어 가능한 기준형(canonical form)을 갖는

2차 시스템에 대해 생각하자[5].

       (1)

여기서 ∈ , ∈, 



 


 

 
,  



 





이다. 위

시스템에 대해 슬라이딩 평면을 아래와 같이 정의한다[5].

   (2)

여기서    이고   은 양의 상수이며,    

이 안정하도록 설계한다. 여기에 대해 일반적인 슬라이딩

모드 제어기를 아래와 같이 설계할 수 있다[1-5].

   (3)

여기서 등가입력은     


이고, 스위칭 입

력은    


이며,  는 양의 상수이

고, ⋅은 부호함수(signum function)이다. 
이렇게 설계된 연속시간 제어기를 ZOH  (Zero-Order Hold)

를 이용한 샘플치 시스템에 적용한 경우의 이산시간 시스

템의 모델은 다음과 같이 된다[7].

    (4)

여기서
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(5)

이고,   이며, 는 샘플링 시간이다.

III. 안정도 판별법

(4)에 주어진 샘플치 시스템에 대한 안정도를 판별하기

위한 기존의 판별법은 다음과 같다[5].
정리 1 [5]: (4)에 주어진 시스템은 다음의 조건들을 모

두 만족하면 리아프노프 안정도를 만족한다.

    

    (6)

그러나 (6)에 주어진 기존의 안정도 판별법은 샘플링 주

기가 매우 짧은 시스템에 대해서는 적용이 불가능할 뿐 아

니라, 어떤 경우에는 안정한 구간이 있는 시스템임에도 불

구하고 어떤 샘플링 시간에 대해서도 판별 불가의 결과를

나타내기도 한다.
비고 1 [7]: 샘플링 시간이 짧아지면  는 다음과 같

이 근사화 할 수 있다.

≈



 


 

 
 ≈



 





  (7)

비고 1의 결과로부터 샘플링 시간이 짧은 경우에는 (6)
의 두 번째 부등식을 만족시키는 샘플링 시간은 없음을 알

수 있다. 그러므로 기존의 판별법으로는 안정도를 판별하기

가 불가능하다. 이에 본 논문에서는 (6)의 첫 번째 조건 만

으로도 충분함을 보인다.
정리 2: 만일    이면, 다음 부등식이 성립한다.




    (7)

증명:    를 실변수 함수로 나타내면, 행렬 의

고유값(eigenvalue)의 형태에 따라 다르게 표현되게 된다. 각
형태에 대해서 유도한 값들을 대입하면 간단히 증명할 수

있으나 매우 길므로 생략한다. ■
위의 정리를 이용하면 다음 정리를 유도할 수 있다.
정리 3: (4)에 주어진 시스템은 다음의 조건만 만족하면

리아프노프 안정도를 만족한다.

     (8)

아울러 각 상태변수들은 궁극적으로 다음과 같이 제한되

게 된다.

lim→∞
 ≦

  
 (9)

 lim→∞
 ≦ 




 


  
 (10)

증명: (4) 및 (5)를 풀어쓰면 다음과 같이 다시 쓸 수

있다.

   

   
 (11)

따라서 부등식 (8)이 만족되면 가 안정하며 궁극적으

로 유한한 값에 제한됨은 자명하며, 그 값은 다음과 같다.

lim→∞
 ≦

  
 (12)

이제 에 대해서 살펴보자. 먼저 초기 조건이

  인 영역에 있다고 가정한다. 반대 부호를 갖는 경

우에도 대칭이기 때문에 결국 같은 결론에 도달하게 된다. 
따라서   인 영역에 대해서만 보이면 충분하다. 
가 양수이면   이므로 (11)의 첫 번째 수식으로

부터 다음 수식을 유도할 수 있다.

   


  



 











 





















(13)

(13)의 마지막 수식에서 마지막 항 중 


는 (7) 

및 의 정의로부터 양수임을 알 수 있다. 그러므로 

는 가 증가함에 따라 궁극적으로는 점점 줄어들 수밖에

없다. 그런데 (12)로부터 는 유한하므로, 결국 의

부호가 바뀌게 됨을 알 수 있으며, 부호가 바뀔 때의 각 상

태변수의 크기는 다음과 같이 제한됨을 알 수 있다.

  ≦

 
  (14)

  ≦ 




 
  (15)

여기서 은 슬라이딩 평면 변수 에 부호 변화가 일

어날 때로 정의되며, 다음 조건을 만족할 때를 의미한다.

    .  (16)

결국 는 (12)에서와 같이 유한한 값으로 제한되게 되

고, 이 범위 안에서 은 의 부호가 바뀌는 방향으로

향하면, 그 과정에서 증가할 수 있는 크기에 제한이 있으므

로 도 안정하다. 또한 (12)~(15)로부터 은 다음과 같이

제한됨을 쉽게 알 수 있다.

 lim→∞
 ≦ 




 


  
 (17)

■
위 정리로부터 (8)에 주어진 조건만 판별하면 (4)로 주어
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그림 1. 상태궤적 (  ).
Fig. 1. The phase portrait (  ).
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그림 2. 상태궤적 (  ).
Fig. 2. The phase portrait (  ).
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그림 3. 상태궤적 (  ).
Fig. 3. The phase portrait (  ).

진 시스템의 안정도를 판별할 수 있음을 알 수 있다. 이제

제안된 판별법이 샘플링 시간이 짧은 시스템에도 적용 가

능함을 알아보자.
비고 2: 비고 1에서 샘플링 시간이 짧아지면  는 다

음과 같이 근사화 할 수 있음을 알았다.

≈



 


 

 
 ≈



 





  (18)

이 경우   이므로      을 만족하

면 전체 시스템이 안정함을 알 수 있다. 따라서 샘플링 시

간 가 충분히 짧으면 항상 안정함을 알 수 있다. 실제 시

스템을 구현하는 경우를 살펴보면, 일반적으로 연속시간 영

역에서 안정하도록 설계된 제어기를 샘플치 시스템으로 적

용할 때 샘플링 시간이 매우 짧으면 비슷한 성능을 나타내

므로 실제 환경과 부합하는 결과임을 알 수 있다.

IV. 예제

예제 1:   ,  , 이고 샘플링 주기가

  초인 경우에 근사화하지 않은   는 다음과 같

이 얻어진다.





 


 ×

 
 




 


×

×


따라서      이 만족되므로 안정한 시스템으로

판별된다. 그러나 기존의 판별법을 적용하게 되면 (6)의 두

번째 부등식이 성립하지 않으므로 판별이 불가능하다. 실제

로 이 시스템을 모의실험하면 다음과 같은 상태 궤적을 얻

을 수 있다.
같은 시스템에 대해서 샘플링 주기가 보다 긴 경우에 대

해서 살펴보자.   초로 한 경우에 근사화하지 않은

  는 다음과 같이 얻어진다.




 


 

 
 



 







따라서      이 만족되므로 안정한 시스템이라 판

별된다. 그러나 기존의 판별법을 적용하게 되면 (6)의 두

번째 부등식이 여전히 성립하지 않으므로 판별이 불가능하

다. 이 경우에 대해서 시스템을 모의실험하면 다음과 같은

상태 궤적을 얻을 수 있다.
예제 2:     ,  , 이고 샘플링

주기가   초인 경우에 근사화하지 않은   는 다음

과 같이 얻어진다.




 


 

 
 



 







따라서      이 만족되므로 안정한 시스템으

로 판별된다. 그러나 기존의 판별법을 적용하게 되면 (6)의
두 번째 부등식이 성립하지 않으므로 판별이 불가능하다. 
실제로 이 시스템을 모의실험하면 다음과 같은 상태 궤적

을 얻을 수 있다.
같은 시스템에 대해서 샘플링 주기가 더 길어서 불안정

해지는 경우에 대해서 살펴보자.   초로 한 경우의

  는 다음과 같이 얻어진다.




 


 

 
 



 







따라서      이므로 제안된 판별법을 적용
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그림 4. 상태변수 ()(  ).

Fig. 4. The state variable ()(  ).

할 수 없다. 그러나 (11)의 두 번째 수식으로부터    이

면 에 대한 시스템의 극점이 불안정한 영역에 있게

되므로 불안정할 것이라는 것을 알 수 있다. 실제로 이 시

스템을 모의실험하면 그림과 같이 가 발산하는 모습

을 볼 수 있다.
위 예제들에서 살펴본 바와 같이, 제안된 안정도 판별법

은 기존의 판별법에 비해서 매우 손쉽게 적용할 수 있음을

알 수 있다. 아울러 기존의 판별법을 적용할 수 없는 경우

에 대해서도, 제안된 판별법은 적용될 수 있는 경우가 있음

을 알 수 있었다. 

V. 결론

본 논문에서는 연속시간 영역에서 설계한 일반적인 슬라

이딩 모드 제어기를 샘플치 시스템으로 구현할 때, 전체 시

스템의 안정도를 쉽게 판별할 수 있는 간단한 판별법을 제

안하였으며, 제안된 방법의 타당성을 여러 예제를 통해 확

인하였다.
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