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ABSTRACT

In this paper, the general equation of motion of damped sandwich beam with multi-viscoelastic 
material layer was derived based on the equation presented by Mead and Markus(2). The viscoelastic 
layer, which has characteristics of complex shear modulus, was assumed to be dominantly under 
shear deformation. The equation of motion of n-layered damped sandwich beam in bending could be 
represented by (n+3)th order ordinary differential equation. Finite element model for the n-layered 
damped sandwich beam was formulated and programmed using higher order shape functions. Several 
numerical examples were implemented to show the effects of damped material.

* 
1. 서  론

구조물 또는 기계 장치의 진동 및 소음 문제는 다

양한 분야에 걸쳐서 연구되고 있는 대상이며 이를 

줄이는 방안으로 여러 가지 방법들이 제시되어 왔다. 
특히 감쇠재를 포함하는 복합적층 구조물은 구조의 

진동을 효과적으로 저감하는 성질을 지니고 있다. 복
합적층 구조물 중 가장 간단한 예는 두 개의 탄성재

질 사이에 점탄성 재질(VEM : viscoelastic material)
이 끼어 있는 다층 감쇠보 구조물이다. 다층 감쇠보 

구조물은 굽힘진동 시 점탄성 재질에서 주로 굽힘 
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변형이 아닌 전단변형이 일어나는데, 이러한 전단 변

형에 의해 점탄성 재질은 운동에너지를 흡수하여 발

산시킴으로써 진동을 줄여주는 역할을 한다. 다층 감

쇠보 점탄성재의 감쇠특성은 복소수의 허수부로 표

현되는 복소전단탄성계수(complex shear modulus)가 
널리 이용된다. 이러한 특성을 지니는 다층 감쇠보의 

경우 범용 유한요소 툴로 해석하기 위해서는 솔리드 

요소를 사용하여야 한다. 그러나 솔리드 요소는 많은 

요소를 필요로 하므로 보형상의 구조물을 해석 시 

비효율적이다. 또한 범용 유한요소 툴은 굽힘 변형을 

고려하는 요소만을 갖고 있고 감쇠재의 전단 변형을 

고려하지는 못하는 실정이다. 따라서 감쇠재 물성치

로 복소전단 탄성계수를 갖는 다층 감쇠보를 등가 

치환할 수 있는 기술이 절실히 필요하다.
전단 감쇠에 대한 이론적 고찰은 많은 사람들에 

의해 연구되어 왔다. DiTaranto(1)는 유한 길이를 갖

는 3층 적층보가 자유진동하는 경우 흡진재의 감쇠 
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효과를 위한 보조방정식을 유도했으며, Mead와 

Markus(2)는 강제 진동을 받는 3층 적층보에 대하여 

6차 운동방정식을 유도하였다. Yan과 Dowell(3)은 3
층 적층보에서 각 층의 길이방향 변위 및 회전관성

을 고려한 해석방법을 제시하였다. Rao(4)는 여러 

가지 경계조건을 가지고 있는 샌드위치형 감쇠보 

구조물의 손실계수에 따른 횡변위를 조사하였다. 
Park(5)은 적층보의 진동감쇠특성을 실험적 방법으로 

검토하고 분석하였으며 Seo(6)는 감쇠재의 두께와 

손실계수가 감쇠보 특성에 미치는 영향을 조사하였

으며 Won(7)은 감쇠보에 대한 강제진동 해석을 수

행 하였다. Nam(8)은 RUK 방정식을 이용하여 모드 

감쇠를 최대화 시키는 샌드위치 구조물의 점탄성 

두께 결정법을 제시하였다. 
이 연구는 Mead와 Markus(2)의 3층 감쇠보에 대

한 운동방정식을 다층의 임의 복합단면으로 구성된 

감쇠보 구조물로 확장하고자 한다. 그리고 다층 감

쇠보에 대한 운동방정식에 변분 정식화를 적용하여 

유한요소 근사 모델을 구성하고자 한다. 또한 개발

한 프로그램을 이용하여 점탄성재가 다층 감쇠보 

구조물의 강제진동 특성에 미치는 영향을 분석하고

자 한다.

2. 다층 감쇠보의 운동방정식

점탄성재로 구성되어 있는 감쇠층의 감쇠효과는 

손실계수를 전단탄성계수에 복소수 형태로 포함시

킬 수 있다. 복소 전단탄성계수 는 로 

정의된다. 여기서 는 통상의 전단탄성계수이고 

는 손실계수를 나타낸다. 다층 감쇠보의 운동방정식

을 유도하기 위하여 다음과 같은 가정을 하였다.
(1) 점탄성 재료로 구성되어 있는 감쇠재는 전단

응력만 받으며 굽힘응력은 무시할 수 있다.
(2) 점탄성 재료를 둘러싸는 탄성재는 굽힘응력

만 받으며 전단변형은 무시할 수 있다.
(3) 횡방향 운동에 대한 관성력이 지배적이며 회

전관성영향을 무시할 수 있는 오일러 보(Euler beam)
의 특성을 갖는다.

감쇠재와 탄성재 사이에는 미끄럼이 발생하지 않

는다. 

2.1 3층 감쇠보

3층 감쇠보가 Fig. 1과 같이 변형할 때 감쇠층의 

전단변형률 는 식 (1)과 같다. 

 







 (1)

여기서 는 중립축에서의 횡변위이고, 

와 는 감쇠재를 둘러싸고 있는 탄성재의 

방향 변위이다. , 는 탄성재의 두께이고 는 

감쇠재의 두께이며 는 두 탄성재 중립축의 거리

이다. 감쇠보의 축방향(x방향) 힘의 평형조건은 식

(2)와 같다.

   (2)

여기서 ,  및 , 는 탄성재의 영률 및 단

면적이다.
3층 감쇠보의 운동에너지 는 굽힘에 의한 횡변

위의 속도의 2차 형식으로 식 (3)과 같이 표현된다.

  







 



 (3)

보의 탄성에너지는 굽힘, 인장 그리고 감쇠층의 

전단변형 항들의 2차형식으로 식 (4)~(6)같이 구성

된다.

   







 



 (4)

Fig. 1 Geometry of deformed 3-layered beam
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(5)

  







 (6)

단,   ,  

식 (1)~(2)의 관계를 이용하여 보의 탄성에너지 

중 인장에 관한 식 (5)를 와 관한 항으

로 정리하면 식 (9)와 같다.



 




 








 





(9)

식 (4), 식 (9)와 식 (6)의 탄성에너지를 모두 합하

여 식 (10)와 같이 감쇠보의 전체 탄성에너지 를 

정의한다.

   (10)

식 (3)의 운동에너지 와 식 (10)의 탄성에너지 

를 다음 식으로 표현되는 해밀턴 정리






   (11)

에 대입하면 감쇠보의 지배방정식을 유도할 수 있다.

















 

(12)










  (13)

단, 






 ,  

 

 


식 (12)는 감쇠보의 횡방향 거동을 나타내는 지배

방정식이며, 식 (13)은 보의 횡 변위 와 전단변형

률 와의 관계를 나타내는 식이다. 또한 식 (12)와 

(13)을 연립하여 를 소거하면 관한 6차 미분 방

정식을 다음과 같이 얻을 수 있다. 












 





 
 

 



(16)

식 (16)은 Mead와 Markus(2)가 자유물체도에서 힘

의 평형으로부터 직접 유도한 지배방정식과 동일하

다. 한편 식 (16)을 다음과 같이 고쳐서 쓸 수 있다.












 











(17)

단,  
  

  


 
   



여기서 는 탄성재의 탄성계수, 은 감쇠보의 단

위길이당 질량 그리고 는 분포하중이다.

2.2 5층 감쇠보
3층 감쇠보의 운동방정식 유도과정과 동일한 방

법으로 5층 감쇠보에 적용한다. Fig. 2에 5층 감쇠

보의 모델을 나타내었다. 여기서 , , 는 탄성

재의 두께를 나타내고 , 는 감쇠재의 두께를 

나타낸다. 는 감쇠보의 폭이고 , 는 각 감쇠재 

아래위에 위치한 탄성재의 중심거리를 나타낸다.
Fig. 3에서 전단변형률과 변위의 관계식

 




      



 (18)

을 고려하면 전단응력 는 다음과 같이 표현된다.

 
 







   (19)
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여기서 는 각 탄성재의 길이방향 변위이고, 는 

감쇠 보의 횡방향 변위이며 
는 감쇠재의 복소 

전단탄성계수이다.
그리고 Fig. 4로부터 5층 감쇠보 전체의 전단력은 

식 (20)과 같이 정할 수 있다.

 


  (20)

여기서 는 각 탄성층의 굽힘강성의 합이다. Fig. 
5에서 감쇠보 전체의 전단력과 분포하중 사이의 관

계식 및 각 탄성재에서의 힘평형식을 구하면 다음

과 같다.

Fig. 2 5-layered damped beam

Fig. 3 Displacement in a 5-layered section

Fig. 4 Forces and moments acting on a section

 


   

 

(21)




    




여기서 는 관성력을 포함한 분포하중이고 는 탄

성재에 작용하는 단위폭당 힘이다.
식 (18)~(21)부터 다음과 같은 운동방정식을 유도

할 수 있다.






























(22)

단,   
 

 






 
 

 




  

  















 



  

 
 


 

  

  

식 (22)의 5층 감쇠보의 운동방정식에서 와 가 

영인 경우 식 (17)의 3층 감쇠보의 운동방정식과 되는 

것을 확인할 수 있다. 따라서 식 (22)는 식 (17)을 포

함하는 식이라고 할 수 있다.

Fig. 5 Longitudinal forces acting on a section2
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2.3 다층 감쇠보의 운동방정식
임의의 수의 감쇠층을 포함하는 일반적인 다층 감

쇠보에 대한 지배방정식을 전단력과 분포하중의 미

분관계식과 각 탄성층에서의 힘의 평형관계식으로부

터 연립미분방정식의 형태로 구성할 수 있다. 이 논

문에서는 앞 절에서 언급한 3층 및 5층 감쇠보의 운

동방정식을 7층, 9층 등의 감쇠보에 적용하여 일반식

을 유도하였다. 개의 감쇠층이 있는 경우의 횡변위

에 대한 일반화된 운동방정식은 다음과 같다.



 

⋯







⋯



⋯

(23)

식 (8)에서 개의 감쇠층을 갖는 경우, 즉 2+1
개의 다층 감쇠보인 경우에 횡방향운동의 지배방정

식은 최고차항이 2+4차인 만의 미분방정식으로 

표현되는 것을 알 수 있다.

3. 유한요소 근사화

3.1 3층 감쇠보
유도된 지배방정식은 6차의 미분항이 포함되므로 

일반적으로 탄성보에서 가정하는 노드당 2자유도가 

아닌 노드당 3자유도의 유한요소를 Fig. 6과 같이 

가정할 필요가 있다. 요소의 길이 L=2a이며 무차원 

좌표   를 이용하였다.
요소의 횡변위 를 다음과 같이 5차의 다항식으

로 가정하였다.

 
 

 
 



 
(24)

식 (24)의 1차 미분과 2차 미분을 식 (25)및 식

(26)과 같다.

Fig. 6 Finite beam element







 

 
 



(25)







  

 


(26)

단,        
      



  










 



또한 Fig. 6과 같은 요소의 왼쪽노드( = -1)와 오

른쪽 노드( = +1)에  , ′ , ″의 경계조건을 고

려하면 식 (24)의 ∼를 구할 수 있으며 다음과 

같이 표현된다(9).

    (27)

 
  (28)

  
     (29)

단,  











     
     
     
     
     
     

 











     
     
     
     
     
     

여기서, 형상함수는 다음과 같이 정의 된다.

   (30)

단,   
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갤러킨법을 적용하기 위하여 식 (17)의 양변에 가

중함수 를 곱하고 요소길이에 대해서 적분하면 

식 (31)과 같다.















































(31)

식 (29)를 식 (31)에 대입하여 정리하면 다음과 같

은 이산화된 운동방정식을 유도할 수 있다.

    (32)

단,  


 





 








 








 

 


 




 








 












 








 







 





 











식 (32)를 각 요소에 대해서 중첩하고 경계조건을 

부여하면 전체 구조물에 대한 유한요소 지배방정식

을 구할 수 있다.
 
3.2 다층 감쇠보
앞에서 샌드위치형 감쇠보의 횡 방향운동의 지배

방정식은 고차의 짝수 차만의 미분방정식으로 표현

되는 것을 확인하였다. 이 논문에서는 앞에서 유도

한 고차의 미분방정식의 강제진동응답을 예측하기 

위해서 유한요소법을 이용하였다.
갤러킨법을 적용하기 위하여 식 (23)의 양변에 가

중함수 를 곱하고 요소길이에 대해서 적분하면 

식 (33)과 같다.
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(33)

유도된 지배방정식은 2+4차의 미분항이 포함되

므로 노드당 +2 자유도의 유한요소를 가정하였다. 
이 경우 형상함수는 다음과 같이 2+3차의 다항식

으로 가정하였다.

  ⋯ ⋯
 (34)

3층 감쇠보의 유도과정과 동일한 방법으로 요소

의 왼쪽 노드 ( = -1)과 오른쪽 노드 ( = +1)에서 

 , ′ , ⋯, 의 경계조건으로부터 식 (34)의 

, , ⋯, 를 구할 수 있으며 다음과 같이 

형상함수를 이용하여 나타낼 수 있다.

   (35)

단,  



⋯







⋯


 



식 (35)를 식 (33)에 대입하여 정리하면 다음과 같

은 이산화된 운동방정식을 유도할 수 있다.

     (36)

단,  
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식 (36)을 각 요소에 대해서 중첩하면 전체 구조

물에 대한 유한요소 지배방정식을 구할 수 있다.

4. 수치 실험

4.1 3층 감쇠보
탄성재의 두께가 같은 3층 감쇠 보구조물(L = 0.2 m)

에 대해서 감쇠재 두께 와 감쇠재 손실계수 의 

변화에 따른 진동해석을 수행하였다. 경계조건은 외

팔보로 가정하였다. 탄성재의 재질은 steel, 감쇠재

의 재질은 고무로 가정하였으며 입력값은 다음과 

같다.
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Fig. 7 Receptance according to loss factor
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Fig. 8 Receptance according to core's thickness

 =  = 0.002 m,   =  = 2.1×1011 N/m2

 =  = 7850 kg/m3,   = 1300 kg/m3

 = 0.01 m,   = 0.001×109 N/m2

Fig. 7은 =0.002 m로 일정할 때 감쇠재의 손실

계수(loss factor)에 따른 주파수 응답함수의 변화를 

나타낸다. 손실계수가 증가할 수록 공진점에서의 진

폭이 줄어드는 것을 확인할 수 있다. 
Fig. 8은 =0.02로 일정할 때 감쇠재 두께에 따

른 주파수 응답함수의 변화를 나타낸다. 감쇠재의 

두께가 증가할 수록 전체 주파수역에서 진폭이 줄

어들며 공진점에서도 진폭이 줄어드는 것을 확인할 

수 있다. 
Fig. 9는 =0.002 m로 일정할 때 손실계수에 따

른 공진점에서의 감쇠비 변화를 나타낸다. 감쇠비

는 반동력점(half power point)에서의 주파수 대역

폭으로부터 계산하였다. 손실계수가 증가할 수록 
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Fig. 9 Damping ratio according to loss factor
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Fig. 10 Damping ratio according to core's thickness



배 승 훈 ․원 성 규 ․정 의 봉 ․조 진 래 ․배 수 룡

16/한국소음진동공학회논문집/제 21 권 제 1 호, 2011년

각각의 공진점에서 감쇠비가 모두 증가하는 것을 

알 수 있다. 
Fig. 10은 =0.02로 일정할 때 감쇠재 두께에 따

른 공진점에서의 감쇠비 변화를 나타내는 것으로 

감쇠재의 두께가 증가할 수록 각각의 공진점에서 

감쇠비가 모두 증가하는 것을 확인할 수 있다.

4.2 5층 감쇠보
Table 1의 물성치를 사용하여 Fig. 11과 같이 구

속된 다층 감쇠외팔보의 강제진동응답을 해석하였

다. 가진점은 구속단에서 20 mm 지점이고, 응답점

은 자유단에서 10 mm지점이다. Fig. 11(a)는 감쇠재

가 없는 외팔보를 나타내고, Fig. 11(b)는 탄성재 사

이에 감쇠재가 끼워져 있는 3층 감쇠보를 나타내며, 
Fig. 11(c)는 3개의 탄성재와 2개의 감쇠재로 구성

된 5층 감쇠보를 나타낸다.

(a) Single layered

(b) 3-layered

(c) 5-layered

Fig. 11 Numerical models of damped beam

Table 1 Material properties
Items Elastic layer Damping layer

Length(mm) 250

Width(mm) 10

Thickness  (mm) 3 2

Densith  (kg/m3) 2,710 1,300

Young’s modulus   
(N/m2)

7.1×1010 ㆍ

Poisson’s ratio  0.33 ㆍ

Shear modulus 
 (N/m2) ㆍ 5.0×106

Loss factor  ㆍ 0.2

Fig. 12는 감쇠층이 0, 1, 2개인 경우에 감쇠보의 

receptance를 비교한 것으로 감쇠보의 전체 두께가 

두꺼워지면서 변위응답이 작아지는 것을 확인할 수 

있다.

Fig. 12 Receptance of multi-layered damped beam

Fig. 13 Receptance according to loss factor(5-layered)

Fig. 14 Receptance according to VEM thickness 
(5-layered)
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Fig. 13은 동일한 조건의 5층 감쇠보에 대해서 감

쇠층의 손실계수만을 0.2, 0.4, 0.5로 증가시키면 서 

응답을 비교한 것이다. 손실계수의 변화에 대한 고유

진동수의 변화는 거의 없지만 손실계수가 0.4~0.5인 

경우의 공진응답의 크기는 0.2인 경우의 50~60 % 정

도로 작아졌다.
Fig. 14는 동일한 조건의 5층 감쇠보에 대해서 감

쇠층의 두께만을 2, 3, 4 mm로 증가시키면서 응답

을 비교한 것이다. 이 경우 감쇠보의 단위길이당 질

량과 횡방향 강성이 증가하였고 그 결과로 고유진

동수가 감소하고 전 주파수에서의 응답레벨이 작아

졌다. 

5. 결  론

(1) 이 논문에서는 Mead와 Markus의 운동방정식

을 바탕으로 다층 감쇠보에 대한 일반화된 운동방

정식을 유도하였다.
(2) 개의 감쇠재와 (+1)개의 탄성재로 구성된 

감쇠보의 경우, 횡뱡향의 운동방정식인 횡변위에 대

하여 2+4 차의 미분방정식이 표현되었다.
(3) 이 논문에서 유도된 일반화된 운동방정식은 

감쇠층이 없는 경우와 3층, 5층 감쇠보 등을 포함

하는 것을 확인하였다.
(4) 일반화된 운동방정식으로부터 법을 적용하여 

이산화된 유한요소 근사모델을 유도하였으며 강제

진동을 해석하였다.
(5) 수치예제로서 1층, 3층, 5층을 갖는 샌드위치

형 감쇠보에 적용하여 감쇠재가 감쇠보의 receptance
특성에 미치는 영향을 조사하였다.

후  기

이 연구는 국방부/방위사업청이 지정한 UVRC(수
중운동체특화연구센터)의 지원에 의하여 수행되었으

며, 이에 관계자 여러분께 감사드립니다.
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