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복합 불연속면을 갖는 포텐셜 문제 해석을 위한
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Extended MLS Difference Method for Potential Problem with Weak and
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요  지

본 논문은 복합 불연속면을 갖는 포텐셜 문제의 해석을 위해 확장된 MLS(Moving Least Squares) 차분법을 제시한다. 

계면경계를 따라 해(solution)와 수직방향, 접선방향 미분들이 모두 불연속 특이성을 나타내는 복합 불연속면을 묘사하기 

위해 계단함수, 쐐기함수, 가위함수와 같은 불연속 특이함수를 추가하여 기존의 MLS 차분법을 개선했다. 계면경계조건은 

기지의 조건으로서 지배방정식의 이산화과정에서 추가의 미지계수를 발생시키지 않는다. 포아송 방정식 형태의 지배미분

방정식을 풀기 위해 내부영역과 경계에 절점을 배치하고 차분식을 구성한다. 차분식을 조립한 계 방정식을 직접 풀기 때문

에 계산효율성이 매우 우수하다. 수치예제는 제시된 해석기법의 우수성을 잘 보여주며, 균열전파, 이동경계, 상호작용 문제 

등 다양한 불연속 문제로의 확장이 기대된다.

핵심용어 : 복합 불연속면, 포텐셜 문제, MLS 차분법, 불연속 특이함수

Abstract

This paper provides a novel extended Moving Least Squares(MLS) difference method for the potential problem with weak and 

strong discontinuities. The conventional MLS difference method is enhanced with jump functions such as step function, wedge 

function and scissors function to model discontinuities in the solution and the derivative fields. When discretizing the governing 

equations, additional unknowns are not yielded because the jump functions are decided from the known interface condition. The 

Poisson type PDE's are discretized by the difference equations constructed on nodes. The system of equations built up by 

assembling the difference equations are directly solved, which is very efficient. Numerical examples show the excellence of the 

proposed numerical method. The method is expected to be applied to various discontinuity related problems such as crack problem, 

moving boundary problem and interaction problems.

Keywords : weak and strong discontinuities, potential problems, moving least squares difference method, jump 

functions
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1. 서    론

일반적인 수치해석기법을 사용하여 불연속 특이성을 갖는 

편미분방정식을 수치해석하면 많은 어려움이 있다. 유한요소

법, 유한체적법, 유한차분법 등 빈번하게 사용되는 수치해석

기법들이 해석영역의 이산화(discretization)과정에 있어서 

대부분 요소망(mesh)이나 그리드(grid)의 구성을 전제로 적

분방정식 또는 차분방정식을 만드는 것을 근간으로 하기 때

문에 해석영역 내에 임의의 형상으로 존재하는 불연속면의 

처리는 상당한 골칫거리이다. 예를 들면, ‘불연속 특이성을 어

떻게 묘사하여 근사함수에 반영할 것인가’라든가, ‘불연속면으

로 잘려진 영역을 어떤 방식으로 적분할 것인가’와 같은 문제

이다. 더욱이 본 연구에서 대상으로 하는 포텐셜 문제의 경우, 

해(solution) 자체뿐만 아니라 해의 그라디언트(gradient)도 
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불연속 특이성을 갖고 있어 해석이 쉽지 않다. 최근까지 불

연속 문제의 해석에 강점을 나타내는 수치기법들로는 유한요

소법을 기반으로 한 ‘XFEM’(eXtended Finite Element 

Method)이라 불리는 확장유한요소법(Moes 등, 1999)이라

든지, 유한차분법을 기반으로 한 ‘IIM’(Immersed Interface 

Method)이라 불리는 매입계면경계법(LeVeque, 1994) 등

이 대표적이다. 확장유한요소법은 유한요소법이라는 보편적

이고 강력한 해석도구에 근간을 두고 있기 때문에 불연속면

으로 잘린 요소에 대한 정확한 수치적분이 쉽지 않음에도 불

구하고, 불연속문제의 해석에 있어서 최근까지 많이 사용되

고 있다. 매입계면경계법은 지배 미분방정식을 직접 차분하

여 계 방정식을 구성하기 때문에 계산 효율성 면에서 우수하

지만, 계면경계 근방에서 불연속면의 기학학적 형상과 불연

속 특이성을 차분식 안으로 매입시키는 과정이 복잡하고 쉽

지 않아 계산효율성에 대한 이점을 상당 부분 상쇄시킨다. 

물론 이 방법들 외에도 불연속면의 전개를 따라 자동으로 요

소망을 생성하는 유한요소법(Wawrzynek 등, 1987)이라든

지, Level Set Method(Osher 등, 1988), Front Tracking 

Method(Juric 등, 1996) 등 해결하고자 하는 문제의 특성

에 따라 수많은 수치기법들이 개발되었다. 그러나 결국 불연

속 특이성을 다루는 수치해석기법은 ‘얼마나 다루기 쉬운가’

와 ‘얼마나 정확한 해를 얻을 수 있는가’라는 두 질문에 명확

한 답을 줄 수 있어야만 좋은 수치기법이 될 수 있다는 것에

는 의심의 여지가 없다.

이와 같은 관점에서 본 연구에서 제시하는 MLS(Moving 

Least Squares, 이동최소제곱) 차분법(윤영철 등, 2007; 

2007; 2009)은 관심을 가져볼 만하다. 우선, 강형식(strong 

form)을 사용하기 때문에 수치적분에 대한 고민을 덜 수 있

고, 요소망이나 그리드를 사용하지 않기 때문에 임의의 형상

을 갖는 불연속면의 기하학적 형상을 묘사하는데 발생하는 

제약을 적절하게 피할 수 있다. 남은 문제는 과연 얼마나 정

확한 수치해를 얻을 수 있느냐인데, 이것은 수치기법이 얼마

나 수학적인 강건성(robustness)을 갖고 있느냐의 문제와 

깊은 관련이 있다. 즉, 해석하고자 하는 문제의 특성에 따라 

ad hoc한 결과를 주기 보다는 수학적인 이론에 근거한 일관

된 정확도를 갖는 결과를 줄 수 있어야 한다는 것이다. 확장

된 MLS 차분법은 외연적으로는 이동최소제곱법에 근거한 

무요소법의 모습을 갖고 있지만, 내재적으로는 근사함수와 

그 미분의 계산과정이 유한차분법과 유사하게 Taylor 전개에 

근거하고 있다. 본문 중에 자세히 설명되겠지만, Taylor 전

개가 갖는 일관성(consistency) 또는 오차특성(truncation 

error)을 그대로 갖고 있어서 수학적으로 매우 강건하다. 다

만, 특이성이 없는 함수에 대해서만 전개가 가능한 Taylor 

전개의 특성상, 근사하려고 하는 함수로부터 특이성을 얼마

나 깨끗하게 추출해 낼 수 있느냐에 따라 확장된 MLS 차분

법의 정확도가 영향을 받는다.

근사함수를 확장해서 특이성을 갖는 문제를 해석하려는 시

도는 빈번하게 있었다. 예를 들어, Benzley(1974) 등은 유한

요소법을 근간으로 완전히 잘려진 요소를 표현할 수 있는 형상

함수를 유도하여 균열해석에 적용하였고, Fleming 등(1997)

은 무요소법의 일종인 EFG(Elment-Free Galerkin)법

(Belytschko 등, 1994)을 사용하여 탄성균열의 선단에서 나

타나는 응력 특이성을 표현할 수 있는 확장된 근사함수를 제시

하였다. 본 논문에서 제안하는 근사함수를 확장하는 방법은 이

와 같은 방법들과 유사한 점이 있지만, Taylor 전개에 수학적

인 근거를 두고 미분을 근사하기 때문에 보다 수치적으로 효과

적이고 수학적으로 강건하다.

본 연구에서 사용하는 불연속 특이성을 고려하는 방식에 대

한 기본적인 이론은 이미 Kim 등(2007a; 2007b)과 Yoon과 

Kim(2010)에서 제시된 바 있다. 다만, 해의 계면경계에 대한 

수직방향 미분불연속 뿐만 아니라 해 자체의 불연속도 함께 고

려해야 하는 점이 주목할 만하다. 그러나 이 경우에도 계면경

계를 따라 해 자체와 접선방향(tangential) 미분의 불연속을 

묘사하기 위해 추가로 특이함수가 도입될 뿐, 수직방향 미분불

연속을 근사함수에 적용하는 절차와 동일하다. 본 연구에서 다

루는 편미분방정식은 계면경계 조건을 제외하면 포와송

(Poisson) 문제의 형태을 취하기 때문에 강정식화(strong 

formulation) 과정에서 근사함수는 최소 2차 미분 가능성, 

즉,   연속성(continuity)을 필요로 한다. 불연속 특이성이 

없는 계면경계 근방 이외의 영역에서는 2차 다항식 벡터를 기

저함수(basis function)로 사용했다. 그러나 계면경계 근방에

서 불연속 특이성을 묘사할 때에는 불연속 특이함수를 도입하

되 수치기법의 효율성을 높이는 차원에서 최소한의 연속성만 갖

는 특이함수를 사용했다. 예를 들어 해 자체의 불연속성 묘사를 

위해 다양한 차수(미분 가능성 또는 연속성)의 불연속함수를 고

려할 수 있지만 가장 차수가 낮은 계단함수(step function, 

또는 sign function)를 적용하고, 계면경계를 지나는 수직방

향 미분의 불연속성 묘사를 위해서 선형(1차) 쐐기함수

(linear wedge function)를 사용하는 것과 같은 방식이다.

본문에서는 먼저, 간단하게 MLS 근사함수의 유도과정을 

설명한 후 불연속 특이성을 묘사할 수 있는 특이함수를 소개

하고, 계면경계 근방에서 MLS 근사함수를 확장하는 방법을 

설명한다. 다음으로 포텐셜 문제의 지배방정식을 이산화하여 

계 방정식을 구성하고 수치해를 구하는 과정이 제시된다. 이

어서 몇가지 수치예제를 통해 수치해의 정확성과 효율성을 

검증한다. 다만, 본 논문의 관점이 실제적인 문제를 모사
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(simulation)하기보다는 복합 불연속을 해석할 수 있는 새

로운 수치기법을 개발하는데 초점이 맞추어져 있다는 것을 

유의할 필요가 있다.

2. Taylor 전개에 근거한 MLS 근사함수

본 논문에서는 Taylor 전개에 근거한 MLS 근사함수 유도

과정을 설명하기 위해 편의상 다중지수표기법(multi-index 

notation)을 사용한다. 예를 들어,  ⋯∈는 n-

차원 실벡터를 의미하는데, 의 -차 지수와 -차 편미분은 

각각 다음과 같이 정의된다.

 
 ⋯ 

, (1)


 

 ⋯ 
 (2)

여기서,  ⋯이다. 미분가능한 함수 ∈
가 주어질 때, Taylor 전개식에서 차 이상의 고차항을 제외

한 Taylor 다항식은 다음과 같다.

  
≤


 







 (3)


  



여기서, 




이고 




이다. 윗첨자 ‘ ’과 ‘’

는 각각 정규함수(regular function)와 불연속 특이성이 없

는 연속함수에 대한 근사임을 나타낸다. 는 MLS법(이동

최소제곱법)에서 사용하는 가중함수(weight function)의 

반경을 의미하며, 실제로 얼마나 많은 개수의 절점이 MLS 

근사함수 구성에 사용될 지를 결정한다. 는 팽창함수

(dilation function)라고 불리기도 하는데, 근사함수 구성시 

항상 일정한 범위에 드는 개수의 절점들이 포함될 수 있도록 

배치된 절점의 밀도나 위치에 따라 값에 변화한다. 예를 들

어, 해석영역 내부의 절점에 대한 값이 모서리에 위치한 절

점의 값보다 확연히 작게 된다.

특이성이 없는 1차원 정규 근사함수를 생각하면, -차 

Taylor 다항식은 다음과 같다.

  ⋯
 







 (4)


 

여기서, 
   ⋯

 
 



는 다항식 벡터, 

  ⋯는 Taylor 다항식의 미분계수를 

구성하는 미지의 미분계수벡터이다. 윗 식에서 은 Taylor 

전개식의 최고차 미분계수와 연관된 최고차항의 지수인 동시

에 일관성(consistency)의 차수를 나타내는 값이기도 하다.

다차원의 경우, 로 스케일링된 다항식 벡터는 다음

과 같다.


   





 



⋯





 

 (5)

여기서,   ⋯,   ⋯이고,  


이다. 예를 들어, 2차원의 경우,  (0,0),  (0,2)이

다. MLS 법의 절차로부터 결정되어야 하는 미분계수벡터 

는 다음과 같다.

  
⋯

 (6)

는 의 차부터 차까지 Taylor 다항식을 구

성하는 모든 차수의 미분계수값들을 성분으로 갖고 있다. 본 

연구에서 제시하는 MLS 근사함수 유도시 중요한 아이디어는 

함수 의 실제적인 미분계산 없이 미지의 미분계수벡터 

를 MLS 법을 사용하여 구한다. 잘 알려진 바와 같이, 만

약, 동일한 미분차수까지 고려한다면, 식 (3)(또는 식 (4))과 

같은 Taylor 전개식는 가 로 다가갈수록  가 근사

하고자 하는 본래의 함수값 에 가까워진다. 본 연구에서

는  인 경우, 즉, 대부분의 경우 절점 위에서만 근사함수를 

계산하기 때문에 매우 좋은 미분근사값을 얻을 수 있다.

미분계수벡터 를 구하기 위해 절점해 
  

  에 대한 가중잔차함수값 를 다음과 같이 정의한다.

 





    (7)

여기서, 은 를 중심으로 하는 가중함수 의 영향영역

(support) 안에 포함된 절점의 개수이다. MLS 근사함수는 

Taylor 전개식의 미분계수값을 미분근사로 사용하고  

를 실제로 미분하지 않기 때문에 가중함수의 미분가능성에 대

한 제약이 없다. 따라서 compact support를 갖는 임의의 함

수가 가중함수로 사용가능 하지만, 경험상 중심으로 갈수록 값

이 커지는 콘(cone) 형태의 함수가 적합한 것을 확인했다. 본 
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연구에서는 다음과 같이 첨점(peak point)을 갖고 미분이 불

가능한 가중함수를 사용한다.


  

 ∥∥ (8)

다음으로 에 대한 정지조건(stationary condition) 




0을 적용한 후 를 로 치환함으로써, 미분계수벡터 

가 아래와 같이 얻어진다.

  





   



(9)

⋅
 ⋯

 ⋅









⋮


윗 식의 우변에서 절점해 벡터(  ⋯
) 앞에 있

는 부분들이 식 (10)과 같은 일관성 차수까지의 미분값들에 

대한 MLS 형상함수 행렬을 형성한다.

 












⋮















 ⋯ 



⋮ ⋱ ⋮


 ⋯



⋅










⋮


(10)

여기서, 
는  위치에서 구한 절점 I의 형상함수 

에 대한 차 미분근사를 의미한다. MLS 형상함수 행렬은 

실제 미분계산 없이도 형상함수에 대한 차부터 차까지 

미분근사를 한꺼번에 제공한다. 즉, MLS 형상함수 행렬에 

절점해를 스칼라 곱하며 일관성 차수까지 에 대한 미분

근사를 모두 얻을 수 있다. 이와 같은 MLS 형상함수는 다항

식 벡터에 대한 일관성 조건(consistency condition) 또는 

재생성 조건(reproducing condition)을 만족시키기 때문에 

임의의 (1차원 경우에는 )차 다항식까지 재생이 가능하

다. 의 각 성분은 함수 의 미분에 대한 MLS 근

사함수를 제공하는데, 이와 같이 미분근사 과정에서 실제로 

미분을 계산하는 과정이 없기 때문에 계산속도가 매우 빠르

다. 추후에 지배 미분방정식을 풀어서 얻고자 하는 수치해

(절점해)는 라는 것을 기억할 필요가 있다.

3. 복합 불연속면 모델링을 위한 확장된 MLS 근사함수

3.1 복합 불연속면 묘사를 위한 계단함수, 쐐기함수, 가위함수

본 연구에서 다루는 편미분방정식의 해는 계면경계를 따라 

해와 그 해의 미분이 모두 불연속 특이성을 나타낸다. 해 자

체의 불연속을 강 불연속(strong discontinuity), 해의 미

분의 불연속을 약 불연속(weak discontinuity)이라 부르기

도 한다. 강·약 불연속을 모두 갖는 경우, 해와 해의 계면경

계에 대한 접선방향과 수직방향 미분이 모두 불연속하다. 강·

약 불연속을 모두 갖는 해를 정확히 계산하기 위해서는 수치

기법에서 사용하는 근사함수가 이러한 불연속 특성을 정확하

게 묘사할 수 있어야 한다. 본 연구에서는 첫째로, 해 자체의 

강 불연속()을 모델링하기 위해 다음과 같은 계단함수

(step function)를 도입한다(그림 1(a) 참고).

   ⋅ (11)

여기서, 는 의 계면경계 상으로의 투영점(projection 

point)이고,   는 투영점  상에서 정

의되는 단위수직벡터(unit normal vector)이다.

둘째로, 계면경계에 대한 수직방향 미분의 불연속을 모델

링하기 위해 식 (12)와 같은 쐐기함수(wedge function)를 

도입한다(그림 1(b) 참고).

  ⋅ (12)

윗 식으로부터 식 (11)의 계단함수는 쐐기함수 의 

부호함수(sign function)라는 것을 알 수 있다. 쐐기함수는 

투영점을 수직방향으로 통과하는 가상의 선을 따라 계단함수

를 적분함으로써 얻을 수 있다. 달리 말하면, 계단함수는 쐐

기함수를 계면경계의 수직방향으로 미분하면 얻을 수 있다. 

조금 복잡해 보일 수는 있지만, 계단함수나 쐐기함수는 기준

점 (보통 근사함수를 계산하고자 하는 절점의 좌표)가 정해

지면 계면경계  위로의 투영점 가 결정되고, 거기서 

가 함께 결정되고 나면, 함수를 정의하기 위해 필요한 

모든 값들이 결정되므로 이후로는 자연스럽게 임의의 위치 

에 대한 함수가 된다.

셋째로, 계면경계를 따라 가는 접선방향 미분의 불연속을 

모델링하기 위해 다음과 같은 가위함수(scissor function)를 

고려한다(그림 1(c) 참고).

  ⋅⋅ (13)

여기서, 는 상에서 정의되는 단위접선벡터(unit 

tangential vector)이고, 따라서 ⋅  이다. 식 

(13)과 그림 1(c)로부터 가위함수는 계면경계 상의 투영점 
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(b) 쐐기함수
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(c) 가위함수

그림 1 불연속 특이함수

를 수직방향으로 통과하는 가상의 선을 따라서는 함수값 

자체와 미분값이 모두 연속이지만 접선방향으로는 함수값과 

그 미분값이 모두 불연속을 갖도록 고안된 함수라는 것을 알 

수 있다. 가위의 형상을 떠올리면 쉽게 이해할 수 있다.

복합 불연속 특이성을 갖는 함수를 근사하기 위해 앞서 언

급한 세 개의 불연속 특이함수를 선형조합하여 다음과 같은 

불연속 근사함수를 고려한다.

  


  







 (14)











여기서, 계단함수, 쐐기함수, 가위함수는 불연속 근사함수의 

기저(basis)를 형성한다. 불연속 특이함수들 앞에 붙은 계수

값 , 

, 


는  위치에서 해당 불연속의 강도 

또는 크기를 나타내는 값으로서 일반적으로 지배방정식의 계면

경계조건으로부터 직접 주어진다. 한편,  위치에서 식 (14)

의 수직방향 미분에 대한 불연속 크기를 계산해보면,  나 

는 수직방향 미분 불연속이 없고, 






 





2 이

므로







 












 





(15)

이 된다. 마찬가지로 식 (14)의 계면경계를 지나는 함수 자

체의 불연속은  를 제외한 나머지 항들은  위에서 

연속이고,   2, 






 





2 이기 때문에

   (16)

이다.

그러나 수직방향 미분의 불연속과 달리, 접선방향 미분 불

연속은 해 자체의 불연속 을 계면경계를 따라 방향미분

값을 취하여 계산할 수 있다. 즉, 






 








이므

로, 식 (14)는 다음과 같이 , 

만 포함하는 조금 더 

간단한 형태로 쓸 수 있다.

  


  







 (17)









다음 절에서 미지계수벡터 와 계단함수, 쐐기함수, 

가위함수의 조합을 통해 복합 불연속 특성을 갖는 함수를 성

공적으로 근사할 수 있음을 제시한다.

3.2 확장된 MLS 근사함수

포텐셜 문제 해석시 고려하는 절점이 계면경계로부터 충분

히 멀리 떨어져 있어서 영향영역 내에 계면경계가 포함되지 

않는 경우에는 식 (3)의 만 사용하여 근사를 할 수 

있지만, 계면경계가 가까워 영향영역 내에 계면경계를 포함

하는 경우에는 과 식 (17)의 을 모두 포
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함하는 확장된 근사함수가 필요하다. 확장된 MLS 근사함수

는 근사하고자 하는 함수의 연속부분과 불연속부분에 대한 

근사를 조합하여 다음과 같이 정의된다.

    
  (18)




  







 







지배 미분방정식의 계면경계에 대한 조건식으로부터 

와 

 값이 바로 주어진다고 가정할 때, 윗 식에서 오직 

만 미지계수이다. 식 (18)로부터 불연속 특이성을 제거

한 연속부분에 대한 근사는 다음과 같이 쓸 수 있다.

  
  

 


  (19)

 





 







윗 식은 불연속 특이함수의 정확도에 의존하긴 하지만 외

재적으로는 불연속 특이성이 제거됐기 때문에 Taylor 다항식

으로 근사가 가능하다. 따라서 식 (19)를 가중잔차식 식 (7)

에 대입하여 미분계수벡터 를 계산할 수 있다. MLS 

법에서 사용하는 Taylor 다항식은 특이성이 없는 함수만을 

근사하고 있음을 기억할 필요가 있다. 를 구하기 위한 

절점해에 대한 가중잔차함수값 J는 다음과 같다.

 





    (20)

여기서, 절점해 
은 식 (19)로부터 다음과 같이 정의된다.


    


  (21)









 







윗 식에서 
이 아닌 (=)가 수치해석 결과로 얻

어지는 실제 절점해라는 것에 주의할 필요가 있다. 미분계수

벡터 를 계산하는 절차는 앞 절에서 불연속 특이성이 

없는 정규 근사함수를 계산할 때와 동일하다. 에 대한 정지

조건( )을 적용한 후, 를 로 치환하면, 는 

다음과 같이 얻어진다.

  





   



(22)

⋅
 ⋯ 

 ⋅











⋮




윗 식은 
의 정의만 다를 뿐, 식 (9)와 동일한 형태를 

취하고 있다. 또한, 식 (10)과 유사하게 MLS 형상함수 행

렬을 정의할 수도 있다(식 (23) 참고).

 










 ⋯ 



⋮ ⋱ ⋮


 ⋯



⋅












⋮




(23)

이 때, 정규 근사함수의 경우와 달리, 절점해는 각 절점에서 

불연속 특이함수값이 제거된 형태로 아래와 같이 주어진다.












⋮














 


 














⋮




 














(24)

여기서,  , , 는 계면경계의 기하학적 

정보로부터 결정되는 기지의 값이기 때문에 는 계산이 

가능하다.

결과적으로 식 (18)을 고려할 때, 불연속 특이성을 갖는 

함수의 미분근사는 정규부분에 대한 미분근사와 불연속 특이

함수들을 포함하는 불연속부분에 대한 미분을 조합하여 다음

과 같이 계산된다.












⋮




 












 

 

















⋮






 


















(25)
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그림 2 직선 세그먼트를 사용한 계면경계의 이산화와 J번째 

세그먼트에서의 직선보간

여기서,  , , 는 기지의 값이기 때문

에 임의의 차수 에 대한 미분 
, 

, 


의 계산도 매우 쉽다. 결국, 확장된 MLS 근사함

수는 로 대표되는 MLS 형상함수 행렬과 함께 의 영

향영역 내에 포함된 절점해(
)와 불연속 특이함수의 절점값 

그리고 로 대표되는 에서의 불연속 특이함수값이 

조합된 형태로 얻어진다는 것을 알 수 있다.

그림 2에는 계면경계를 직선 세그먼트(line segment)를 

사용하여 이산화한 개념을 도시했다. 곡선형상의 계면경계를 

직선의 조합으로 이산화했기 때문에 의 투영점도 실제 계산

에서는 직선 세그먼트 상에 존재하게 된다. 따라서 식 (25)에

서 유도된 확장된 MLS 근사함수의 계산시 임의의 투영점에서 

필요한 계면경계의 불연속 값 역시 보간(interpolation)하여 

사용한다. 한 개의 세그먼트의 양쪽 꼭지점에서 해와 그 수직

미분의 점프를 크기에 대한 값이 각각 존재하므로 다음과 같은 

선형보간을 사용한다.

  




 (26)







 










 (27)

여기서, 는 세그먼트 꼭지점 에서의 해의 불연속 크기를, 

는 그에 상응하는 수직미분 불연속 크기를 나타내고, 

는 선형보간함수이다. 최종적으로 지배방정식에 대한 

차분식을 구성하기 위해 필요한 확장된 MLS 근사함수의 

차 미분근사식은 다음과 같다.


 






 

 








 




 

 












 





 


 










 








(28)

4. 수치기법의 정식화

4.1 복합 불연속을 갖는 포텐셜 문제의 지배방정식

경계 로 둘러싸인 영역 가 계면경계(복합 불연속면) 

를 내부영역에 포함한 포텐셜 문제의 지배방정식은 다음과 

같다.

∇⋅∇  in ╲ (29)

   on  (30)

  on  (31)







 





  on  (32)

여기서, 는 계면경계를 지날 때 불연속 특성을 나타내는 계

수이고,  역시 계면경계를 지날 때 불연속하다. 이와 같은 

와 는 포텐셜과 그 미분값에 불연속 특이성을 유발한다. 

와 는 해와 해의 수직미분의 불연속에 대해 주어진 기지

의 계면경계조건 값이다. 확장된 MLS 근사함수는 식 (31) 

~(32)에 주어진 불연속 값들을 이미 포함하고 있기 때문에 

계면경계 상에서 별도의 차분식을 구성할 필요가 없다. 그러

나 해의 수직미분의 불연속에 대한 조건식이 를 포함한 형

태로 주어지는 경우에는

〈〉
 





〈〉   on  (33)

관계를 이용하여 확장된 MLS 근사함수 구성에 필요한 







 





를 분리해 낸다. 식 (33)에서 〈⋅〉은 를 가로지르

는 함수의 평균값을 의미한다. 다만, 이 경우에는 미지의 값인 







 





를 얻기 위해 계면경계를 따라 식 (33)에 대한 차분식

을 구성하여 계 방정식에 추가해야 한다.
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4.2 차분식의 조립을 통한 계 방정식의 구성

계 방정식의 구성을 위해 우선 내부의 절점 에 대해 다

음과 같은 차분식을 구성한다.

∆∇⋅∇   for ∈╲
(34)

여기서, ∆ 이고, 


와 
는 연속 함수인 경우에는 식 (10), 불연속 함수인 

경우에는 식 (28)로부터 계산된다.

다음으로 경계절점 에 대해







   for ∈ (35)

와 같은 차분식을 구성한다. 윗 식에서  를 나타

낸다.

수직미분 불연속에 대한 조건이 




 





의 형태로 주어져 

추가로 계면경계에 대한 차분식을 구성해야 하는 경우, 다음

과 같이 이산화식을 고려한다.

〈〉 ∇ ⋅∇⋅  
for ∈ (36)

여기서, 가 기지의 값이므로 〈〉,  와 같은 값들은 

쉽게 계산할 수 있다. 또한, ∇ ⋅  이고,

∇⋅  




∇⋅
⋅ 

 


 




 


  (37)

이므로 식 (36)을 쉽게 계산할 수 있다. 계면경계에 대한 

차분식 계산시 보통 나 는 세그먼트 꼭지점에서 

계산되므로 간단하게 나 로 바꿀 수 있으므로 식 (26) 

~(27)의 보간식이 필요치 않다.

포텐셜 문제의 해석을 위해 해석영역 내부와 경계에 적절

하게 절점을 분포시키고, 그 절점들에 상응하는 지배 방정식

에 대한 차분식을 수립한 후 조립(assemble)하여 계 방정식

(system of equations)을 구성한다. 계면경계는 직선 세그

먼트들의 조합으로 이산화되고 식 (31)~(32)에 주어진 계

면경계조건 값이 확장된 MLS 근사함수에 이미 포함되어 있

기 때문에 별도의 차분식을 구성할 필요가 없다. 다만, 앞 절

에서 설명되었듯이 식 (33)과 같은 형태로 계면경계 조건이 

주어진 경우에는 






 





값을 추가로 찾아야 하기 때문에 세

그먼트의 각 꼭지점에서 식 (33)에 대한 차분식이 구성되고 

계 방정식에 추가된다. 각 세그먼트 꼭지점에서 두 개의 미지

값이 존재하기 때문에 전체 계 방정식은 절점의 총 개수와 꼭

지점 개수의 2배를 더한 값에 해당하는 크기를 갖게 된다. 방

정식의 개수와 미지수의 개수가 일치하기 때문에 determined 

시스템을 만들지만, 이와 같이 구성된 계 방정식의 강성 행렬

은 대칭이 아니라는 것에 유의할 필요가 있다.

5. 수치 예제

5.1 불연속 계수가 없는 포텐셜 문제

본 절에서는 계수항이 없는, 즉, 식 (39)와 같은 라플라스 

방정식 형태의 포텐셜 문제를 해석한다. 포텐셜 문제를 해석

하기에 앞서 본 연구에서 유도한 확장된 MLS 근사함수의 

정확도에 대한 조사를 수행한다. 이와 같은 근사함수의 정확

도 시험을 재생성 시험(reproducing test)이라 부르기도 하

는데, 이는 고려하는 근사함수가 절점해로 주어진 함수를 임

의의 위치에서 다시 만들어 낼 수 있는지를 시험하는 것이다

(Kim 등, 2007b). 재생성 시험을 위해 식 (38)과 같이 함

수값과 그 미분이 모두 계면경계 상에서 불연속 특이성을 갖

는 경우를 고려한다.

  
     ≤ 
     

(38)

위의 정확해로부터 재생성 시험을 위해 필요한 절점해와 

계면경계조건을 정의할 수 있다. 또한 계면경계를 따라 접선

방향의 미분불연속이 존재하고, 소스(source)항 가 0이라

는 것을 알 수 있다. 계산시 지름이 1.0m인 원형 계면경계

가 중심에 위치한 2.0m×2.0m 사각형 해석영역을 고려한다. 

수렴률 계산을 위해 절점개수가 400개(20×20), 1600개

(40×40), 6400개(80×80)인 세개의 모델에 대해 해석을 수

행했다.

재생성 시험은 식 (38)의 정확해로부터 절점해 , 계면

경계조건  와 






 





를 규정한 후, 식 (25) 또는 식 

(28)에 대입하여 재생된 근사함수 값을 원래의 정확해와 비
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그림 3 확장된 MLS 근사함수의 정확도

(불연속 특이함수의 재생성에 관한 수렴률)

(a) 

(b) ∇의 방향 성분

그림 4 불연속 계수가 없는 포텐셜 문제의 수치해

그림 5 불연속 계수가 없는 포텐셜 문제의 수렴률

교하여 ∞ 상대오차를 측정한다. 그림 3은 2차 Taylor 다

항식을 사용한 경우, 식 (38)에 주어진 함수의 재생성 시험 

결과로 얻은 수렴률이다. 함수 자체의 수렴률 기울기는 2, 

그라디언트(해의 1차 미분성분)의 수렴률은 1.17, 그리고 

라플라스(또는 소스) 항이 발산되지 않는 사실로부터 확장된 

MLS 근사함수가 2차 정확도(second accuracy)를 갖는 것

을 알 수 있다.

다음으로 식 (39)와 같이 불연속 계수가 없는(또는  1) 

포텐셜 문제를 대상으로 실제 미분방정식으로부터 계산한 수

치해의 정확도를 검토한다.

∆   in ╲ (39)

위의 포텐셜 문제의 정확해는 식 (38)에 주어진 함수를 

사용한다. 해석영역과 계면경계의 형상은 재생성 시험과 동

일하게 고려한다. 그림 4에는 식 (39)의 포텐셜 문제를 직접 

풀어서 얻은 수치해를 도시했다. 그림 4(a)에는 포텐셜을, 

그림 4(b)에는 포텐셜 그라디언트의 x-방향 성분을 도시했

다. 포텐셜과 그라디언트 모두 불연속 특이성을 갖고 있는데, 

불연속면이 smearing 없이 날카롭게 잘 묘사되고 있는 것을 

확인할 수 있다. 그림 5에는 실제 지배 미분방정식을 풀어서 

얻어진 수치해에 대한 수렴률을 도시했다. 재생성 시험에서 

얻은 2차 정확도를 완전하게 얻지는 못했지만, 2차 정확도에 

근접하는 수렴률을 얻었다. 이와 같은 차이는 접선방향 미분

불연속을 근사하는 정확도가 다른 불연속 항을 근사하는 정확

도를 따라가지 못해서 나타나는 것으로 예상되며 추후 연구를 

통해 개선되어야 하는 사항이다. 그럼에도 불구하고 본 연구

의 해석방법이 불연속을 갖는 해 뿐만 아니라 특히 해의 그라

디언트 성분을 잘 근사하고 있다는 것은 매우 고무적이다.

5.2 불연속 계수가 존재하는 포텐셜 문제

본 절에서는 앞 절과 달리 불연속 계수()를 갖는 포텐셜 

문제를 고려한다. 이 경우, 지배 미분방정식은 식 (29)와 같

으며, 정확해는 식 (40)에 주어져 있다. 식 (41)에 주어진 

불연속 계수로 인해 해와 그라디언트, 그리고 소스항까지 모

두 불연속 특이성을 나타낸다. 단, 실린더 좌표계를 가정하는 
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(a) 

(b) ∇의 x방향 성분

그림 6 불연속 계수가 존재하는 포텐셜 문제의 수치해

그림 7 불연속 계수가 존재하는 포텐셜 문제의 수렴률

그림 8 불연속 계수가 없는 포텐셜 문제의 수직미분 

불연속값(






 





)

경우 축방향(radial direction)에 대한 대칭성으로 인해 계

면경계를 따라 접선방향 미분 불연속은 존재하지 않는다. 해

석영역과 계면경계의 형상은 5.1절의 예제와 동일하게 고려

했으며, 수렴률 계산을 위해 절점개수가 400개, 1600개, 

6400개인 세개의 모델에 대해 해석을 수행했다.

  
     ≤ 

      
(40)

    
  ≤ 

      
(41)

위와 같은 불연속 계수가 존재하는 포텐셜 문제의 경우, 

계면경계 조건 중 수직방향 미분의 불연속에 관한 조건이 식 

(33)의 형태로 주어지므로, 미리 






 





값을 알 수 없다. 

따라서 계면경계의 세그먼트 꼭지점을 따라 추가의 차분식을 

구성하여 문제를 풀어서 수직방향 미분 불연속값(






 





)을 

미분방정식에 대한 해의 일부로 얻어야 한다.

그림 6(a)에는 포텐셜에 대한 수치해를 도시했고, 그림 

6(b)에는 포텐셜 그라디언트의 x-방향 성분을 도시했다. 불

연속 특이성을 갖고 있는 포텐셜과 그라디언트 모두 날카롭

게 잘 묘사되고 있는 것을 확인할 수 있다. 그림 7에는 실제 

지배 미분방정식을 풀어서 얻어진 수치해에 대한 수렴률을 

도시했다. 앞 절의 예제와는 달리 재생성 시험에서 얻은 2차 

정확도에 해당하는 수렴률을 얻을 수 있었다. 축방향 대칭성

으로 인해 계면경계에 대한 접선방향 미분불연속이 존재하지 

않는 것에 기인한 것으로 사료된다. 그림 8에는 지배 미분방
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정식을 풀어서 얻어진 수직방향 미분 불연속값을 절점이 

400개, 1600개, 6400개인 모델에 대해 정확해와 함께 도시

했다. 절점의 개수가 늘어날수록 수직방향 미분 불연속값이 

정확해에 점점 수렴하고 있는 것을 확인할 수 있다. 이로써 

본 연구에서 제시한 수치해석 방법이 복합 불연속을 갖는 포

텐셜 문제를 정확하고 효과적으로 해석할 수 있다는 것을 확

인할 수 있다. 개발된 해석 알고리즘은 복합재료의 열전달 

문제에 그대로 적용될 수 있으며, 보다 더 나아가 복합재료

의 응력문제, 고체의 균열문제 등으로 확장되어 적용이 가능

하다고 판단되며, 후속 연구를 통해 확장하고자 한다.

6. 결    론

강정식화(strong formulation)에 근거한 무요소법이 해

석영역 내부에 계면경계가 존재하는 문제에 이점을 갖고 있

다는 것은 알려져 있다. 적분을 위해 어떤 형태로든 요소망 

또는 셀구조가 필요한 약정식화(weak formulation)와 달

리, 확장된 MLS 차분법은 절점만을 이용하여 근사함수를 유

도하고 차분식을 구성하여 계 방정식을 만든다. 확장된 MLS 

차분법은 복합 불연속면을 갖는 포텐셜 문제를 이산화할 때 

절점배치에 의존하지 않고 계면경계를 다룬다. Taylor 전개

식을 MLS(이동최소제곱) 근사하는 원리의 미분근사는 근사

함수를 유도한 후 실제로 미분을 계산하는 방법과 비교하여 

해석시간을 효과적으로 단축시켜준다. 해석영역에 대한 적분

식이 없는 절점 기반의 차분식 구성은 자연스럽게 계 방정식

을 구성하는 속도를 높여준다. 불연속면 모델링을 위해 도입

한 계단함수, 쐐기함수, 가위함수도 절점만 사용하는 장점을 

훼손시키지 않으면서 계면경계의 불연속 특이성을 정확하게 

묘사해준다. 지배방정식을 직접 이산화하는 강정식화에 근거

한 해석기법들은 보통 고차의 미분식을 필요로 하기 때문에 

직접 미분을 계산하는 방법으로는 계산량이 많아져 효율성을 

확보하기 어려운데, 본 논문에서는 불연속 특이함수들이 근

사함수에 포함되었음에도 불구하고 Taylor 다항식의 MLS 

근사를 통해 미분근사를 수월하게 함으로써 계산 효율성을 

떨어뜨리지 않았다.

수치예제를 통해 본 연구에서 제시하는 해석방법이 수학적

으로 강건하고 정확한 해를 준다는 것을 보였다. 재생성 시

험에서 확장된 MLS 차분법이 계면경계 근방의 불연속 특성

을 갖는 해도 정확하게 재생해낸다는 것을 검증했다. 예제를 

통해 해와 그 미분값이 불연속한 포텐셜 문제의 해를 효율적

으로 계산할 수 있다는 것과 계산된 수치해가 복합불연속 특

성을 정확하게 모사할 수 있음을 보였다. 해의 수렴률을 조

사한 결과, 2차의 수렴률을 얻었으며 이는 복합불연속 계면

경계를 갖는 포텐셜 문제에 있어서 매우 고무적인 결과이다. 

본 논문에서 제시된 해석기법은 균열전파, 유체-고체 상호작

용, 자유경계 문제 등에까지 자연스럽게 확장되어 적용될 수 

있을 것으로 기대된다.
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