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전처리된 켤레구배법의 전체-국부 확장함수를 지닌

일반유한요소해석에의 응용

Application of the Preconditioned Conjugate Gradient Method to the Generalized

Finite Element Method with Global-Local Enrichment Functions
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요 지

본 논문에서는 켤레구배법을 이용해 전체-국부 확장함수를 지닌 일반유한요소법을 해석하는 방식을 제안한다. 이 기법

은 편미분방정식의 해에 대한 정보가 충분하지 않은 경우에도 수치해석적인 방법으로 일반유한요소법의 확장함수를 구성

할 수 있으며, 해석과정 중 약간의 추가적인 연산만으로 좋은 성능을 지닌 전처리행렬 및 초기 추측치를 구성할 수 있어

국부적으로 복잡한 거동을 보이는 문제의 해석에 효과적이다. 본 논문에 포함된 수치해석 예제의 결과는 제안된 기법이 가

우스 소거법과 같은 직접 솔버를 이용하는 경우보다 수치해석적으로 더 효율적임을 보여준다.

핵심용어 : 일반유한요소법, 전체-국부 확장함수, 켤레구배법, 전처리값, 직접해석법

Abstract

This paper introduces the generalized finite element method with global-local enrichment functions using the preconditioned

conjugate gradient method. The proposed methodology is able to generate enrichment functions for problems where limited a-priori

knowledge on the solution is available and to utilize a preconditioner and initial guess of good quality with only small addition of

computational cost. Thus, it is very effective to analyze problems where a complex behavior is locally exhibited. Several numerical

experiments are performed to confirm its effectiveness and show that it is computationally more efficient than the analysis utilizing

direct solvers such as Gauss elimination method.

Keywords : generalized finite element method, global-local enrichment functions, conjugate gradient method,

preconditioner, direct solver
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1. 서 론

켤레구배법은 유사반복 방법(semi-iterative method)의

하나로 사이즈가 큰 희소행렬(large sparse matrix)의 선

형방정식(linear system of equations)을 푸는데 매우 효

율적이다. 그러나 이 기법은 유한요소법에 광범위하게 이용되

지 못하고 있는데, 강성행렬의 조건 수(condition number)

가 켤레구배법의 수렴 속도에 영향을 미쳐 때로는 가우스 소

거법과 같은 직접 솔버(direct solver)를 이용하는 경우보다

더 많은 계산량을 요구할 수도 있기 때문이다. 이러한 단점

을 극복하기 위해 강성행렬의 조건(conditioning)을 향상시

키는 다양한 형태의 전처리값(preconditioner)이 제안되었

으나(Farhat 등, 1991), 대부분의 경우에 있어 이들 전처

리값이 문제의존적(problem-dependent)인 특성을 보여 임

의의 문제에 대해 효과적인 전처리값의 구성이 무척 어려울

뿐만 아니라 그 구성에 많은 계산량이 요구된다. 이에 본 논
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문에서는 전체-국부 확장함수를 지닌 일반유한요소법을 켤레

구배법을 이용해 효과적으로 해석하는 방식을 제안한다. 이

기법은 편미분방정식의 해에 대한 정보가 충분하지 않은 경

우에도 수치해석적인 방법으로 일반유한요소법의 확장함수를

구성할 수 있으며, 해석과정 중 약간의 추가적인 연산만으로

좋은 성능을 지닌 전처리값 및 초기 추측치를 활용할 수 있

어 국부적으로 복잡한 거동을 보이는 문제의 해석에 유리하

다.

2. 전체-국부 확장함수를 지닌 일반유한요소법

일반유한요소법의 확장함수를 구성하기 위한 전체-국부기법

은 Duarte 등(2008)과 Kim 등(2010)에 의해 제시되었으

며, 이 기법은 상호 의존적인 전체 및 국부 스케일 문제의 해에

기반하고 있다. 국부 문제(local problem)는 3차원 균열 주변

의 미세 스케일(fine scale) 거동을 묘사하는데 초점을 맞추며

전체 문제(global problem)는 거시 스케일(macro scale)의

거동을 다룬다. 이를 편의상 전체-국부 확장함수를 지닌 일반

유한요소법(Generalized Finite Element Method with

Global-Local enrichment functions, GFEM g-l
)으로 명명

한다.

2.1 초기 전체 문제

힘의 평형을 묘사하는 편미분방정식은 3차원 영역(domain)

  ∪에 정의되며, 이의 경계는 
∩

 0을

만족시키는 두 가지 영역의 합  
∪

으로 구성된

다. 영역 G에 정의된 힘의 평형방정식과 구성방정식은

∇·  ,     (1)

으로 정의되며, 경계조건은 에

  on 
 , ·   on 

 (2)

으로 주어진다. 는 Hooke 텐서, 은 
에 직교하는 바깥

방향으로의 단위 벡터이며, 와 는 경계치 문제의 주어진

견인력(traction)과 변위(displacement)이다. 
 는 식 (1)과 (2)

에 의해 정의되는 문제의 일반유한요소해로 다음의 적분식으

로부터 구한다.

∀
∈

에 대해 
∈

 ⊂ 을 만족

시키는 다음 적분식의 해 
 를 구하라.





   

 d




·

d 






 ·
d




·
d (3)


는 에 정의된 힐베르트 해 공간  의 일

반유한요소 형상함수를 이용한 이산화(discretization)이다. 식

(3)의 변수 는 벌칙계수(penalty parameter)이다. 식 (3)에

의해 정의된 문제를 풀기위해 일반적으로 성긴 유한요소망을

사용하며 일반적으로 미세균열과 같은 국부적인 특징은 정의

되지 않는다. 편의상 이 문제를 선형 초기 전체 문제(linear

initial global problem)라 명명한다.

2.2 국부 문제

을 균열 선단(crack front) 주변과 같이 국부적인 복잡

한 거동을 보이는 의 하부영역(subdomain)으로 정의하고

다음의 국부 문제의 해 를 구한다.

∀∈에 대해 ∈ ⊂ 을 만족시

키는 다음 적분식의 해 를 구하라.


G

  d
∩


·d 


╲∩ 

·d 


∩



 ·d  
∩



 ·d 


╲∩ 


 

 ·d (4)

는 에 정의된 힐베르트 해 공간  의 일

반유한요소 형상함수를 이용한 이산화(discretization)이다.

이 문제의 핵심적인 사항은 초기 전체 문제의 해 
 를

╲∩에서의 경계조건으로 이용하고 이 문제의

해 는 영역 에서의 국부적인 거동을 정확하게 묘사할

수 있다는 것이다. 변수 는 벌칙계수(penalty parameter)이

며 스프링 강성 은(Kim 등, 2010)에 소개된 방식에 의해 선

택할 수 있다. 이 문제를 편의상 국부 문제(local problem)라

명명한다.

2.3 전체-국부 확장함수와 확장 전체 문제

2.1장과 2.2장에 묘사된 초기 전체 문제와 국부 문제는
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전체 문제에 전체-국부 확장함수 를 공급하기 위한 사전

과정이다. 에 의해 확장된 전체-국부 일반유한요소 형상

함수는 다음과 같이 표현된다.

  (5)

는 전체 문제의 절점 에 정의된 단위 오목 분할 함수

(partition of unity function)이며 선형 Lagrangian 유한요소 형

상함수를 이용한다. 은 전체-국부 확장함수(global- local

enrichment function)이며, 이 함수에 의해 확장된 전체 문제는

확장 전체 문제(enriched global problem)이라 명명된다. 이 문

제의 약식(weak formulation)은 다음과 같이 주어진다:

∀
∈

에 대해 
∈

 ⊂ 을 만족

시키는 다음 적분식의 해 
를 구하라.





  

 d




·

d






 ·
d 




 ·
d (6)


는 

에 식 (5)로 정의된 일반유한요소 형

상 함수가 에 추가된 힐베르트 해 공간  의 이산

화(discretization)이다. 전체-국부 확장함수는 3차원 탄성 문

제를 해석할 경우 국부 문제의 자유도의 개수와 상관없이 성

긴 전체 문제의 요소망에 절점 당 오직 3개의 자유도만이 계

층적으로(hierarchically) 추가된다. 따라서 전체 문제의 크기

를 크게 증가시키지 않으면서도 주어진 문제의 미소 스케일

거동을 묘사하기 위해 국부 문제에 세분화된 요소망을 사용

하거나 높은 차수의 형상함수를 사용하는 것이 가능하며, 균

열 등과 같은 국부적인 특징을 포함하는 문제를 해석하기 위

해 확장 전체 문제에 추가되는 자유도의 개수는 일반적으로

전체 자유도 개수에 비해 훨씬 적다.

3. 켤레구배법의 전체-국부 확장함수를 지닌 유한요소

해석에의 적용

본 장에서는 전처리된 켤레구배법을 전체-국부 확장함수를

지닌 일반유한요소법에 적용하는 절차를 소개한다. 제안된

일반유한요소법은 해를 구하는 과정에서 약간의 추가적인 연

산만으로 성능이 뛰어난 전처리값(preconditioner)과 초기

추측치(initial guess)를 구성할 수 있어 켤레구배법을 이용

해 선형방정식(linear system of equations)을 풀 경우 적

은 계산량으로 정확한 해를 구할 수 있다.

3.1 전처리를 이용하는 켤레구배법

켤레구배법은 선형방정식을 푸는 반복 방법(iterative

method) 중 가장 효율적이면서도 간단한 방법으로 1952년

Hestenes와 Stiefel에 의해 제안되었다(Hestenes 등, 1952).

이는 선형방정식  의 해를 구하는 과정을 포텐셜

 ′를 최소화하는 문제로 환원시킬 수 있다는

아이디어에 근거하고 있다. 뿐만 아니라 켤레구배법은 사실상

유사 반복 방법(semi-iterative method)으로 개의 선형방정식

을 번의 반복으로 정확한 해를 구할 수 있음이 보장된다. 하

지만 켤레구배법이 LU factorization과 같은 직접 솔버(direct

solver)보다 항상 우수한 것은 아니다. 켤레구배법의 수렴속도

(convergence rate)는 행렬 의 조건 수(condition number)에

크게 의존하여 경우에 따라 직접 솔버를 이용하는 경우보다 더

많은 계산량이 요구되기도 한다. 따라서 실무에 있어 거의 대

부분의 경우 행렬 의 조건(conditioning)을 향상시키기 위한

전처리행렬 가 이용된다. 다음은 본 논문에서 이용되는 전처

리된 켤레구배법의 알고리즘으로 만약 전처리(preconditioning)

과정을 수행하지 않을 경우  를 이용한다.

a) 초기화: 초기 추측치 를 선택한 후 다음의 값을 구한

다.

 ,
 ,  



b) 켤레구배 알고리즘: k = 0, 1, 2 ... 에 대하여 다음

의 과정을 수행한다.

  





  

  

  


 




    

일반적으로 전처리행렬 가 선형방정식   의 행렬 

와 유사할수록 켤레구배법의 수렴속도가 빨라지게 되며

(Heath, 2002), 이와 같은 특징을 이용한 일반유한요소해석법

이 3.2장에 제안된다.

3.2 켤레구배법의 전체-국부 확장함수를 지닌 일반유한

요소법에의 적용

제안된 전체-국부 확장함수를 이용하는 일반유한요소법은

항상 초기 전체 문제의 해를 구하는 과정을 거쳐야 한다.

2.3장에서 언급된 바와 같이 확장 전체 문제의 오직 몇몇 절
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그림 1 전처리행렬의 구성

그림 2 초기 추측치의 구성

점만이 국부 문제의 해로 확장되므로 초기 및 확장 전체 문

제의 강성행렬이 서로 아주 유사하기 때문에 factorize된 초

기 전체 문제의 강성행렬을 확장 전체 문제를 켤레구배법으

로 풀기 위한 전처리행렬로 이용할 수 있다. 뿐만 아니라 초

기 전체 문제의 해 또한 확장 전체 문제의 해와 유사하기 때

문에 이를 확장 전체 문제의 초기 추측치로 활용할 수 있다.

이와 같은 아이디어에 근거한 전처리된 켤레구배법을 이용한

전체-국부 확장함수를 지닌 일반유한요소해석 알고리즘은 다

음과 같다.

(a) 국부 문제의 경계 조건 및 확장 전체 문제의 해석에

필요한 전처리행렬을 제공하기 위해 초기 전체 문제

를 푼다. 초기 전체 문제의 선형방정식은 반드시 직접

솔버를 이용해 풀어야 하며, factorize된 형태의 초기

전체 문제의 강성행렬과 이의 해는 확장 전체 문제의

해석을 위해 저장된다.

(b) 국부적으로 복잡한 거동을 보이는 영역의 해를 정확하

게 묘사하기 위해 각각의 국부 문제를 직접 솔버를

이용해 푼다. 필요에 따라 각각의 국부 문제의 해는

병렬 연산(parallel computation)을 통해 구할 수

있다(Kim 등, 2011).

(c) (b)단계에서 구한 국부 문제의 해를 이용해 전체 문제

를 확장한다. (a)단계에서 얻어진 factorize된 형태

의 초기 전체 문제의 강성행렬의 전처리행렬로 초기

전체 문제의 해를 초기 추측지로 활용해 확장 전체

문제를 켤레구배법으로 해석한다.

지금까지 소개된 알고리즘은 4장에서 수치해석 예제와 함

께 보다 자세히 논의되며, 수치해석 예제의 결과에 나타난

것처럼 직접 솔버를 이용한 경우보다 훨씬 적은 계산량으로

정확한 확장 전체 문제의 해를 켤레구배법을 이용해 구할 수

있다.

3.3 전처리행렬 및 초기 추측치의 구성

확장 전체 문제를 3.1장에 소개된 전처리된 켤레구배법으

로 풀 때 전처리행렬의 크기는 확장 전체 문제의 크기와 동

일해야 한다. 따라서 확장 전체 문제의 전처리행렬은 다음과

같은 과정을 통해 factorize된 초기 전체 문제의 강성 행렬

을 이용해 구성된다. 이는 그림 1에 소개되어 있다.

(a) 초기 및 확장 전체 문제의 강성 행렬을 비교하여 확장

전체 문제의 강성 행렬에 추가된 자유도를 확인한다(c

행-3열).

(b) 확장 전체 문제의 강성 행렬과 동일한 크기를 지니는

행렬을 만들고 factorize된 초기 전체 문제의 강성 행

렬을 확장 전체 문제의 추가되지 않은 자유도에 복사

한다(a,b행-1,2열).

(c) 확장 전체 문제의 강성 행렬로부터 추가된 자유도에

해당하는 행렬의 블럭을 추출하여 factorize 시킨 뒤

factorize된 행렬의 블록을 전처리행렬의 추가된 자유

도(c행-3열)에 복사한다.

이와 같은 과정을 통해 만들어진 전처리행렬은 켤레구배법

의과정   에 이용된다.

초기 전체 문제의 해는 3.2장의 (a)단계에 언급된 바와

같이 확장 전체 문제를 풀기 위해 저장되며 확장 전체 문제

의 해와 매우 유사하기 때문에 초기 추측치로 활용될 수 있

다. Factorize된 초기 전체 문제의 강성 행렬을 이용하여 전

처리행렬을 구성할 때와 마찬가지로 초기 전체 문제의 해가

확장 전체 문제의 해와 서로 크기가 다르기 때문에 그림 2에

나타난 수정 과정을 통해 초기 추측치를 구성할 수 있다.
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그림 3 다섯 개의 균열을 포함한 판 예제

(a) Intital global problem (b) Local problems (c) Enriched global problem

그림 4 다섯 개의 균열을 포함한 판 예제의 전체-국부 확장함수를 지닌 일반유한요소해석

(a) 전처리행렬을 구성할 때와 마찬가지로 확장 전체 문제

에 추가된 자유도를 확인한다(c행).

(b) 확장 전체 문제의 해와 동일한 크기를 지니는 벡터를

생성한 후 초기 전체 문제의 해를 확장 전체 문제에

추가되지 않은 자유도에 복사한다(a,b행).

(c) 확장 문제에서 추가된 자유도에 해당하는 항목(c행)에

0값을 대입한다.

해석하고자 하는 문제의 크기가 크지 않을 경우 영벡터를

초기 추측치로 활용하는 것도 가능하다.

4. 수치해석 예제

본 장에서는 전처리된 켤레구배법을 이용한 전체-국부 확

장함수를 지닌 일반유한요소해석의 계산상의 효율성을 검증

하기 위해 그림 3에 나타난 수직방향의 견인력(traction)이

작용하는 다섯 개의 균열을 포함한 판(plate with five

cracks) 문제를 해석한다. 주어진 문제의 기하 형상이 y축

방향의 중심선에 대해 대칭이므로 전체 도메인의 절반만 모

델링한다. 예제의 해석에 다음의 값(parameter)들이 이용된

다: 평면 내 기하학적 치수  36.0, 18.0, 12.0, 

6.0,    6.0; 판의 두께  6.0; 수직방향 견인력 =20.0;

탄성계수()=2.0×105; 포아송 비()=0.33.

그림 4는 주어진 예제를 전체-국부 확장함수를 지닌 일반유

한요소법을 이용하여 해석하는 과정을 보여준다. 각각의 문제

에서 균열은 일반유한요소법의 계단함수(step function)를 확

장함수로 이용하는 방법(Moes et al. 1999; Simone et al.

2006)이 아니라 동일한 위치에 두 개의 절점을 생성시킴으로

써 묘사된다. 그림 4(a)에 나타난 초기 전체 문제는 각각의 균

열 단부에 생성되는 국부 문제에 경계 조건을 공급하기 위해 직

접 솔버를 이용하여 해석한다. 초기 전체 문제는 x, y, z 방향으

로 각각 (6 * 6)×(12 * 6)×(1 * 6)개의 사면체(tetrahedron)

요소로 이루어진 균일한 요소망으로 구성된다. 초기 전체 문제

의 해는 그림 4(b)에 표현된 국부 문제의 변위 경계 조건으로

이용되며 정확한 국부 문제의 해를 구하기 위해 균열 단부를 중

심으로 요소망의 세분화가 이루어진다. 국부 문제들 역시 직접

솔버를 이용하여 해석하며 다섯 개의 국부 문제가 모두 동일한

형상을 지니고 있기 때문에 오직 하나의 국부 문제만이 그림에

표현되었다. 이와 같은 과정을 통해 구해진 국부 문제의 해는

전체 문제의 확장함수로 사용되며 국부 문제의 해가 확장함수

로 추가된 절점이 그림 4(c)에 원형으로 표시되어 있다. 확장함

수를 통해 확장 전체 문제에 추가된 자유도의 개수는 2(균열단

부에 위치한 절점의 개수) * 5(균열의 개수) * 3(절점당 추가되

는 자유도의 개수)=30개이다. 이와 같이 구성된 확장 전체 문

제는 앞에서 제안된 바와 같이 전처리된 켤레구배법을 이용하
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해석법
확장된

자유도 개수
수렴단계

상대 잔류값의

노름

해석

시간 (초)

PCGM w/

initial guess

6 12 6.869e-13 0.42

18 37 3.281e-06 1.38

30 70 6.538e-06 2.79

PCGM w/o

initial guess

6 13 7.810e-13 0.45

18 38 2.8563-06 1.42

30 71 6.335e-06 2.83

CGM

6 290 7.659e-06 9.49

18 358 8.763e-06 13.23

30 460 7.100e-06 18.06

Direct solver

6

N/A

2.100e-14 3.11

18 2.500e-14 3.73

30 2.472e-14 4.19

표 1 해석법의 종류에 따른 확장 전체 문제에 추가된 자유도의

개수에 대한 해석시간의 비교

그림 5 전처리행렬과 확장 전체 문제의 강성행렬 사이의

유사성에 의한 효과

여 해석되며, 본 장의 수치해석 예제를 통해 이의 해석 소요시

간을 직접 솔버를 이용하여 확장 전체 문제를푼경우의 그것과

비교하여 제안된 기법의 유효성을 입증한다.

4.1 전처리행렬과 확장 전체 문제의 강성행렬 사이의

유사성에 의한 효과

본 장에서는 전처리행렬과 확장 전체 문제의 강성행렬의

유사성이 켤레구배법의 수렴속도에 미치는 영향을 조사한다.

3.1장에 언급된 것처럼 일반적으로 전처리행렬이 선형방정식

  의 행렬 와 유사할수록 켤레구배법의 수렴속도가 증

가하게 된다. 2.3장에서 논의된 바와 같이 전체 문제에서 하

나의 절점을 국부 문제의 해로 확장시킬 때마다 3개의 자유

도가 추가되므로 많은 절점을 국부 문제의 해로 확장시킬수

록 전처리행렬과 확장 전체 문제의 강성행렬의 차이가 커지

게 된다.

이와 같은 효과를 고려하기 위해 그림 3에 나타난 균열 중

하나만 포함한 경우(균열 (1)), 세 개를 포함한 경우(균열 (1)

과 (2)), 그리고 다섯 개의 균열 전부를 포함하는 경우를 해석

하고(균열 (1), (2), (3)) 이들의 수렴속도를 비교한다. 그림

4에 나타난 것처럼 전체 문제에서 각각의 균열당 두 개의 절점

만 국부 문제로 확장되므로, 이 세 가지모델에 국부 문제의 해

로 확장되는 자유도의 개수는 각각 6, 18, 30개이며 선형 형

상함수( 1)를 이들 모델의 전체 영역에 사용한다. 이 결과

나타나는 세 모델의 총 자유도 개수는 각각 570, 606, 630개이

다.

이와 같은 3가지의 경우를 각각 (a) 초기 전체 문제의 해를

초기 추측치로 이용한 전처리된 켤레구배법(PCGM w/initial

guess), (b) 초기 추측치로 영벡터를 이용하는 전처리된 켤레

구배법(PCGM w/o initial guess), (c) 전처리 되지 않은 켤

레구배법(CGM), (d) 직접 솔버(LU factorization without

pivoting)로 해석하고 이들의 해석 소요시간을 조사함으로써

각각 기법의 성능을 비교한다.

해석의 단순화를 위해 희소행렬을 효과적으로 다루기 위한

기법은 반복(iterative) 및 직접(direct) 방법 모두에 사용하

지 않는다. 켤레구배법의 수렴 여부를 판단하기 위해 상대 잔

류값의 노름(Euclidean norm of relative residual)을 허용

오차(tolerance)로 사용하며 ∥rel∥∥ ∥∥∥로

정의된다. 본 예제의 수치해석에 이용되는 오차 허용치는 10
-5

이다.

표 1은 앞서 언급된 네 개의 수치해석 방법을 이용하여 국

부 문제의 해에 의해 확장된 세 가지 다른 자유도 개수에 대하

여 켤레구배법의 수렴에 필요한 단계 수(number of steps),

수렴 시의 상대 잔류값의 노름, 해석시간(CPU time)을 보여

준다. 이들 결과 중 확장된 자유도의 개수와 해석시간 사이의

관계를 그림 5에 그래프로 표현하였다. 이 결과로부터 더 많은

수의 자유도가 국부 문제의 해에 의해 확장되어 전처리행렬과

확장 전체 문제의 강성행렬의 차이가 커질수록, 그리고 확장

전체 문제의 크기가커질수록 더 많은 해석시간이 요구됨을 알

수 있다. 주어진 모든 확장된 자유도의 범위에 있어 전처리된

켤레구배법(PCGM)이 직접 솔버보다 적은 해석시간을 요구하

며 초기 전체 문제의 해를 초기 추측치로 활용할 경우 해석 시

간이 약간 감소한다. 전처리되지 않은 켤레구배법(CGM)은

다른 해석 기법에 비해 훨씬 많은 해석시간을 요구함으로써 산

업체에서 요구되는 수준의 대규모 해석을 수행하기에는 부적

절함을 알 수 있다.

4.2 확장 전체 문제의 강성행렬 크기의 효과
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해석법 자유도개수 수렴단계
상대 잔류값의

노름

해석

시간 (초)

PCGM w/

initial guess

630 70 6.539e-06 2.79

2430 125 4.843e-06 65.44

6030 113 9.387e-06 651.63

PCGM w/o

initial guess

630 71 6.335e-06 2.83

2430 143 7.2313-06 75.66

6030 130 9.209e-06 736.07

Direct solver

630

N/A

2.472e-14 4.19

2430 1.404e-14 241.27

6030 4.370e-14 7958.4

표 2 해석법의 종류에 따른 확장 전체 문제의 자유도의 개수에

대한 해석시간의 비교

그림 7 켤레구배법의 허용오차에 의한 효과

해석법 허용오차 수렴단계
상대 잔류값의

노름

해석

시간 (초)

PCGM w/

initial guess

10-5 70 6.539e-06 2.79

10-9 86 9.428e-10 3.40

10-13 109 8.706e-14 4.41

PCGM w/o

initial guess

10-5 71 6.335e-06 2.83

10-9 88 3.769e-10 3.47

10-13 113 5.657e-14 4.47

CGM

10-5 460 7.100e-06 18.06

10-9 481 9.000e-10 18.93

10-13 502 9.904e-14 20.08

Direct solver

10-5

N/A 2.472e-14 4.1910-9

10-13

표 3 해석법의 종류에 따른 허용오차에 대한 해석시간의 비교

그림 6 확장 전체 문제의 강성행렬 크기에 의한 효과

이번 장에서는 확장 전체 문제의 강성행렬의 크기가 켤레

구배법의 수렴속도에 미치는 영향을 조사한다. 그림 3에 묘

사된 다섯 개의 균열을 지니는 판 문제를 서로 다른 세 가지

차수의 일반유한요소 형상함수( 1, 2, 3)를 이용해 해석하

며 각각의 차수의 형상함수에 해당하는 전체 자유도의 개수

는 각각 630, 2430, 6030로 형상함수의 차수가 증가할수록 강

성행렬의 크기가 커지게 된다. 4.1장의 수치해석과 유사하게

전처리되지 않은 켤레구배법(CGM)을 제외한 나머지 세 가지

기법으로 해석하고 수렴속도를 비교한다. 이를 이용하지 않는

이유는 다른 기법에 비해 훨씬 많은 해석시간을 요구하여 큰

사이즈의 선형방정식을 다루기에 적합하지 않기 때문이다.

4.1장에서와 마찬가지로 상대 잔류값의 노름에 대한 오차 허

용치는 10-5이다.

표 2는 앞서 언급된 세 가지 서로 다른 자유도를 지닌 확

장 전체 문제를 세 가지 기법으로 해석할 때 수렴에 필요한

단계 수, 수렴 시의 상대 잔류값의 노름, 해석시간을 보여준

다. 표에 나타난 값들 중 강성행렬의 자유도의 개수와 해석

시간과의 관계를 그림 6에 로그-로그 스케일(log-log scale)

을 이용하여 그래프로 표현하였다. 그림에 나타난 결과로부

터 직접 솔버를 이용한 결과의 기울기가 켤레구배법을 이용

한 경우보다 더 큼을 알 수 있다. 이는 선형방정식을 풀 때

직접 솔버가 요구하는 연산의 개수가 선형방정식 개수의 세

제곱에 비례하고 반복방법을 이용할 경우 제곱에 비례하는

잘 알려진 사실과 일치한다(Heath, 2002). 또한 초기 전체

문제의 해를 초기 추측치로 이용한 켤레구배법이 영벡터를

초기 추측치로 이용한 경우보다 약간 더 적은 CPU 시간을

요구하며 이 차이는 확장 문제의(혹은 강성행렬의) 크기가

커질수록 더 커진다. 따라서 3.3장에 제안된 초기 추측치의

구성 방법이 효과적임을 알 수 있다.

4.3 켤레구배법의 허용오차에 의한 효과

이번 장에서는 켤레구배법의 수렴여부 판별에 이용되는 상

대 잔류값의 노름에 대한 허용오차의 수준이 해석시간에 미

치는 효과에 대해 조사한다. 켤레구배법과 같은 반복방법의

경우 해가 점진적으로 향상되기 때문에 적절한 허용오차의

수준은 무척 중요하다. 상대적으로 그다지 높지 않은 정확도

를 요구하는 공학문제의 경우 필요한 정확도의 새를 얻기 위
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한 반복 과정만 수행하면 되기 때문에 켤레구배법의 좋은 적

용 대상이 된다. 반면 가우스 소거법과 같은 직접 방법의 경

우 해의 정확성에 대한 조절이 불가능하며, 이 때 허용오차

는 기계오차(machine epsilon)로 주어진다.

이를 위해 4.1장에 언급된 네 가지 기법을 이용하여 다섯

개의 균열을 지닌 판 문제를 전체 영역에 선형 형상함수( 

1)를 사용하여 해석하며, 세 가지 다른 수준의 허용오차 10-5,

10
-9
, 10

-13
에 대한 해석시간을 비교한다. 이들 세 가지 허용오

차는 각각 대부분의 공학 애플리케이션에 적합한 수준, 중간

정도(intermediate)의 수준, 그리고 직접 솔버로 해석하는 경

우처럼 기계오차에 근접한 수준에 해당한다. 표 3은 언급된

세 가지 경우의 허용오차에 대해 네 가지 기법으로 해석할

때 수렴에 필요한 단계수, 수렴 시의 상대 잔류값의 노름, 해

석시간을 보여준다. 표의 값들 중 허용오차와 해석시간과의

관계를 그림 7에 로그-로그 스케일의 그래프로 나타냈다. 앞

의 수치해석 결과와 마찬가지로 전처리되지 않은 켤레구배법

은 다른 기법에 비해 훨씬 많은 해석시간을 요구하여 산업체

에서 요구되는 수준의 대규모 해석을 수행하기에 부적합하다.

전처리된 켤레구배법의 결과는 허용오차의 수준이 낮아질수

록 많은 해석시간을 요구하여, 기계오차에 근접한 허용오차를

이용할 경우(10-13) 비슷한 해석시간을 요구한다. 따라서 전처

리된 켤레구배법은 아주 높은 수준의 정확도를 요구하지 않

는 대부분의 공학문제의 해석에 효과적이다.

5. 결 론

본 논문에서는 켤레구배법을 이용해 국부적으로 복잡한 거

동을 보이는 문제의 해석에 유리한 전체-국부 확장함수를 지

닌 일반유한요소법을 해석하는 방식을 제안하였다. 제안된

기법은 해석과정 중 약간의 추가적인 연산만으로 좋은 성능

을 지닌 전처리행렬 및 초기 추측치를 구성하여 직접 솔버를

이용하는 경우보다 확장 전체 문제를 더 효율적으로 해석할

수 있으며, 아주 높은 수준의 정확도를 요구하지 않는 대부

분의 공학문제의 해석에 적합하다. 추후 제안된 기법을 활용

하여 다손상 문제(multiple site damage problem)를 다

룰 예정이다.
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