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온도와 물성의 불확실성을 고려한 고무 마운트의 동특성 해석

Analysis on the Dynamic Characteristics of a Rubber Mount Considering 

Temperature and Material Uncertainties

이 두 호†      황 인 성*

Lee, Dooho Hwang, In-Sung

················································································································································································································

요  지

본 논문에서는 통계적인 방법을 이용하여 점탄성 제진재인 합성고무의 물성에 대한 변동성을 평가하는 방법을 제안하고 

측정데이터를 이용하여 합성고무에 대한 평가를 수행하고 합성고무로 이루어진 고무 마운트에 대한 동특성 해석을 수행하

였다. 고무 물성의 불확실성 인자로는 외기 온도의 변화와 실험 데이터의 오차 및 점탄성 물질모델의 오차를 고려하였다. 

고무는 분수차 미분모델로 표현되었고, 온도의 영향은 비선형 이동계수모델을 도입하여 복소계수로 나타내어 동강성과 감

쇠를 표현하였다. 이러한 물성모델을 바탕으로 고무에 대한 물성 실험데이터와 물성계수의 확률밀도함수 사이에 정의된 우

도함수를 최대화하는 통계적 보정방법을 이용하여 물성모델의 물질계수들에 대한 변동성을 추정하였다. 합성고무로 이루

어진 제진용 고무 마운트에 대하여 유한요소모델을 이용하여 동특성을 계산하였다. 동특성의 계산시 추정된 물성의 통계값

을 적용하고 몬테카를로 해석을 통하여 동강성의 변동성을 살펴서 그 변동성이 매우 큼을 확인하였다.

핵심용어 : 고무 마운트, 물성의 불확실성, 변동성 해석, 통계적 보정방법, 동강성 해석

Abstract

In this paper, a statistical calibration method is proposed in order to identify the variability of complex modulus for a rubber 

material due to operational temperature and experimental/model errors. To describe temperature- and frequency-dependent material 

properties, a fractional derivative model and a shift factor relationship are used. A likelihood function is defined as a product of the 

probability density functions where experimental values lie on the model. The variation of the fractional derivative model 

parameters is obtained by maximizing the likelihood function. Using the proposed method, the variability of a synthetic rubber 

material is estimated and applied to a rubber mount problem. The dynamic characteristics of the rubber mount are calculated using 

a finite element model of which material properties are sampled from Monte Carlo simulation. The calculated dynamic stiffnesses 

show very large variation.

Keywords : rubber mount, material uncertainty, variability analysis, statistical calibration method, dynamic 

stiffness analysis
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1. 서    론

많은 구조물에서 외부의 가진으로부터 구조물의 진동을 저

감하기 위하여 고무재질의 마운트를 사용하여 전달되는 진동

의 전달률을 줄이거나 감쇠시키고 있다(김두훈, 2001). 이

러한 감쇠기 또는 받침대의 설계를 위해서는 고무의 물성을 

정확히 기술할 수 있어야 한다. 그러나 고무의 물성은 제조

과정과 환경적인 요인에 의해 큰 변동성을 보인다. 고무는 

점탄성 물질로 기술될 수 있으며 그 성분의 조성변화에 따라

서 다양한 응답특성을 보이며, 또한 외부온도의 영향을 크게 

받고 외부하중의 상태에 따라서 다른 응답특성을 보인다. 또

한 고무재료의 동특성을 측정하기 위해서는 규격화된 보 가

진시험(Jones, 2001)이나 충격망치시험(Lin 등, 2005; 

Ooi 등, 2011) 등이 이용되는데 측정 결과는 사용된 모델의 
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오차 또는 측정오차를 피할 수 없다. 이러한 불확실성은 점

탄성 물질로 이루어진 구조계를 모델링하는데 많은 어려움을 

유발한다(Goh 등, 2005).

고무와 같이 물성과 작동환경에 영향을 받는 재료의 정확

한 동특성을 기술하기 위한 하나의 방법으로 통계적인 수단

을 통하여 구조물의 응답에 대한 변동성의 범위를 예측하는 

방법이 있다(Goh 등, 2005). 이를 위해서는 구조계를 이루

는 각각의 인자의 확률분포를 기술할 수 있어야 한다. 재료

의 물성치에 대한 통계적인 기술은 이러한 방법을 적용하는

데 중요한 전제조건이 된다. 고무와 같이 변동성이 큰 물성

치를 갖는 경우 물성치에 대한 정확한 변동성 해석은 매우 

중요하다고 할 수 있다. 효과적으로 물성값의 변동성을 해석

하기 위해 Jung 등(2009)은 점탄성 제진물질을 포함하는 

구속형 보의 응답에 대하여 제진재의 응답특성에 물성의 불

확실성과 온도영향을 고려하는 통계적 방법을 제안하고 이를 

제진재의 최적설계에 응용하였다. 고무재질의 통계적인 물성

변화를 기술할 수 있으면 이를 바탕으로 제작된 고무 마운트

의 감쇠 특성을 통계적으로 예측할 수 있을 것이다. 

본 연구에서는 점탄성 제진재로 구조물의 제진 마운트로 

주로 쓰이는 합성고무에 대하여 외기 온도 및 물성의 불확실

성을 고려했을 때 복소계수의 변동성을 평가하는 방법을 제

안하고 실제 합성고무 실험데이터를 기반으로 고무의 복소계

수의 변동성을 추정한다. 또한, 추정된 합성고무의 통계적 물

성을 적용하고 고무로 이루어진 마운트에 대하여 유한요소 

모델을 이용하여 동특성의 변화를 계산하고 그 변동성의 크

기를 확인한다. 

2. 고무의 거동모델

2.1 분수차 미분모델(fractional derivative model)

복소계수(complex modulus)는 점탄성 물질의 주파수 영

역에서의 응력-변형률 관계를 나타내는데 매우 유용하게 사

용되고 있다. 점탄성 물질인 고무는 복소계수를 도입하면 다

음과 같이 응력-변형률 관계를 기술할 수 있다.

   (1)

위 식에서   , 와 는 응력과 변형율의 푸리에 

변환이다. , 는 각각 저장계수(storage modulus)와 손

실계수(loss factor)를 의미하고 상첨자 *는 복소수를 의미

한다. 점탄성 물질의 경우 복소계수는 주파수에 따라 변할뿐

만 아니라 온도의 영향을 많이 받는다. 점탄성 물질의 복소

계수를 기술하기 위해서는 이러한 주파수/온도 의존성을 반

영하는 물질모델이 필요하며 요구되는 환경에 따라 많은 모

델들이 사용되고 있다. 여러 점탄성 물질 모델 중 4변수 분수

차 미분모델(fractional derivative model)(Pritz, 1996)

은 폴리머 계열의 감쇠재의 동특성을 넓은 영역의 주파수 영

역에서 잘 표현하고 있는 것으로 알려져 있다. 식 (1)의 복

소계수를 4변수 분수차 미분모델로 나타내면 다음과 같이 표

현할 수 있다.






 


(2)

위 식에서 , , , 는 고무의 재료 상수이며, 는 주

파수를 의미한다. 분수차 미분모델의 네 상수의 대표값은 구

속보 실험으로부터 얻어진 공진주파수, 감쇠계수 데이터를 

물질모델과 비교하여 곡선접합(curve fitting)의 방법으로 

구하거나(Jones, 2001) 간단한 보에 대한 충격실험 주파수 

응답함수(frequency response function, FRF) 실험값으

로부터 정해질 수 있다(Kim 등, 2009).

2.2. 이동계수 모델

고무의 동특성에 영향을 미치는 중요한 인자의 하나가 주변

온도이다. 일반적으로 점탄성 물질의 동특성은 온도의 함수이

며 이러한 온도의 영향은 점탄성 물질의 온도-주파수 중첩원리

(frequency-temperature superposition principle)를 이

용하면 기술할 수 있다(Jones, 2001). 이 원리를 이용하면 

온도(T)의 영향은 주파수의 이동으로 표현할 수 있고, 이 이동

량을 이동계수(shift factor)라 정의하고 로 표현된다. 

이 이동계수는 온도만의 함수이다. 대부분의 점탄성 물질에서 

이동계수의 로그값은 에 선형적으로 비례하는 것으로 묘

사할 수 있으나 고무와 같은 물질은 대부분 다음의 Williams- 

Landel-Ferry(WLF) 관계식으로 기술하는 것이 유리하다.

 


(3)

위 식에서 , 는 물질상수이며, 는 기준온도이다. 물

질상수의 결정은 분수차 모델의 경우와 같이 구속보의 서로 

다른 온도와 주파수에서 측정된 저장계수와 감쇠값으로부터 

곡선접합의 방법으로 구하는 것이 일반적이다.

3. 통계적 교정법에 의한 변동성 평가
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그림 1 고무의 물성의 변동성 평가 절차 

3.1. 변동성 평가 모델

점탄성 물질의 동특성을 나타내는 복소계수의 변동성을 평

가하기 위해서는 복소계수의 변동성이 나타나는 원인에 대한 

분석이 필요하다. 복소계수의 변동성이 나타나는 원인은 우

선 첫 번째로 외기온도의 변화를 생각할 수 있다. 점탄성 물

질이 놓여있는 작동환경은 대부분 공기에 노출되어 있고 공

기의 온도는 낮밤의 변화나 계절의 변화에 따라 변하기 때문

에 결과적으로 고무의 동특성의 변화를 유발한다. 두 번째로 

상정할 수 있는 변동성의 원인은 고무의 물성을 측정할 때 

발생하는 실험오차나 재료의 생산과정에서 생기는 조성의 변

화에 기인한 고무재료의 변동성이다. 이러한 두 가지의 변동

성 원인은 서로 독립적으로 발생한다고 가정할 수 있다. 그

러므로 분수차 미분모델과 WLF 모델로 표현되는 고무 물성

의 변화를 평가하기 위해서 복소계수의 변동성 양을 다음과 

같이 두 개의 항으로 나눌 수 있다고 가정한다.

 


 (4)

위 식에서 
는 온도변동성에 따른 복소계수의 무작

위 변동양이고, 
는 기준온도에서 복소계수의 평균값과 

실제값의 차이로 정의되고 분수차 미분모델과 모델오차와 실

험데이터의 오차를 모두 포함하고 있다. 이와 같이 복소계수

의 불확실성을 정의하면 그림 1에 나타낸 것과 같은 일반적

인 절차를 통하여 고무 물성의 변동성을 추정할 수 있다. 그

림에서 나타냈듯이 외기의 온도 확률분포를 알 수 있으면 

WLF 관계식으로부터 외기온도의 변화에 따른 이동계수의 

확률분포를 추정할 수 있어 
의 변동 양을 추정할 수 

있다. 또한, 
를 추정하기 위해서는 기준온도에서의 저

장계수 및 손실계수의 실험데이터에 기반하여 분수차 미분모

델의 물성계수들에 대하여 평균 및 분산과 같은 확률값들을 

추정하여 그 변동성을 평가할 수 있다. 이러한 분수차 미분모

델의 물성계수에 대한 통계적 모멘트 값을 추정하기 위해서는 

다음 절에서 설명하는 통계적 보정법(statistical calibration 

method)을 사용한다. 

3.2. 통계적 보정법

분수차 미분 모델의 물성계수의 변동성을 평가하기 위해서 

본 연구에서는 통계적 보정법을 이용한다. 통계적 보정법은 

실험데이터와 해당 인자의 확률분포를 알고 있다면 실제로 

측정된 실험데이터에서의 확률값들의 곱이 최대가 되도록 해

당 인자의 통계적 모멘트 값들을 보정하여 결정하는 방법이

다. 이를 위하여 우도함수(likelihood function) 을 다음

과 같은 로그값으로 정의한다.

 




  (5)
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그림 2 온도 히스토그램(2007년 서울)
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그림 3 이동계수의 확률분포

위 식에서 는 실험데이터의 개수이고, 는 확률밀도함수이

다. 는 실험값이며, 는 미지의 물성계수에 대한 통계량이다. 

통계적 보정법은 식 (5)로 정의된 우도함수를 최대화하는 

확률변수의 통계량을 간접적으로 구하는 방법이다. 즉, 확률

변수의 통계적 모멘트의 변화에 따라서 확률밀도함수가 변화

하고 실제 측정값에서의 확률이 변화하는데 이렇게 계산된 

확률값의 곱들이 최대가 되는 확률변수의 통계량을 결정하는 

것이다. 우도함수가 최대가 되는 확률 통계량은 다음과 같은 

최적화 문제 정식화로 구할 수 있다.

   ⋯ 

  






(6)

위 식의 최적화 문제를 풀기 위해서는 각 확률변수의 변화에 

대하여 복소계수의 확률밀도함수를 예측할 수 있는 방법이 필

요하다. 본 연구에서는 고유벡터 차원축소방법(eigenvector 

dimension reduction method, EDR(Youn 등, 2008))을 

사용하여 복소계수에 대한 확률밀도 함수를 구한다. EDR 방

법은 공분산행렬(covariance matrix)의 고유벡터 방향으로 

차원축소 적분을 수행하여 정확한 통계적모멘트를 계산하고 

안정화 Pearson계 방정식을 이용하여 통계적 모멘트값으로부

터 확률밀도함수를 구하는 방법으로 2N+1 또는 4N+1(N은 

확률변수의 수)의 적은 샘플링만으로 정확한 확률밀도함수를 

구할 수 있는 방법이다.

4. 합성고무에 대한 변동성 평가

합성고무 중의 하나인 SBR(Styrene-Butadiene Rubber)

은 타이어나 방진고무 마운트에 많이 쓰이는 점탄성 물질이다. 

본 연구에서는 앞 절에서 설명한 변동성 추정기법을 SBR에 

적용하여 복소계수의 변동범위를 추정한다. 먼저 외기온도의 

변화는 2007년 서울에서 3시간 간격으로 측정한 일년간의 기

온 데이터를 이용하여 그림 2와 같은 온도분포를 얻고 이를 외

기온도의 변화데이터로 사용하였다(그림에서 는 평균, 

는 표준편차를 의미한다). SBR에 대한 저장계수 및 손실계수

의 실험 데이터는 참고문헌(Jones, 2001)의 실험값을 이용하

였다. 이 실험 데이터는 Van Oort 보의 형식으로 SBR 측정

용 시험편을 제작하고 서로 다른 온도에서 공진주파수에서의 

저장계수와 손실계수를 측정한 것이다. 또 분수차 미분모델의 

물성인자의 불확실성으로 발생하는 저장계수 또는 손실계수의 

확률분포는 EDR을 이용하여 계산하고 식 (5)의 우도함수 값

을 계산하였다. 먼저 외기 온도분포에 따른 이동계수의 확률분

포를 얻기 위하여 몬테카를로해석(Monte Carlo simulation, 

MCS)을 이용하여 이동계수의 확률분포를 그림 3과 같이 얻

었다. 이 때 WLF 관계식의 물질상수 과 에 대한 불확실

성은 다른 인자에 비하여 적어서 무시할 수 있다고 가정하였

다. 다음으로 실험값으로부터 정해진 분수차 유리모델 물성계

수 대표값의 불확실성에 대한 확률분포를 얻기 위하여 식 (6)

의 최적화 문제를 풀어 통계적 보정법으로 각 인자의 통계량을 

얻었다. 물성계수의 확률량을 추정하기 위한 보정인자는 

       로 설정하여 통계적 

보정법을 수행하였다. 여기서, SD는 표준편차를 의미하고 

는 상관계수(correlation coefficient)를 의미한다. 분수차 미

분 모델의 물성계수 과 은 서로 독립적이지 않으며(Jung 

등, 2009) 본 연구에서는 과 의 상관계수도 보

정인자에 포함하여 적정한 값을 구하였다. 최적화 문제를 풀기

위해서 MATLAB의 fmincon함수를 사용하였으며, 기울기 정

보는 유한차분법을 이용하였다. 표 1에 통계적 보정법에 의한 

보정 결과를 정리하였다. 그림 4에는 저장계수와 손실계수의 

실험값과 우도 함수를 최대화하는 분수차 미분모델의 물성계

수 분포로부터 EDR 방법으로 계산된 저장계수와 손실계수의 
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Random Variables Mean(Jones, 2001) Standard Deviation Distribution Type

Temp.(℃) 13.28 9.79 Bimodal Data

log() -1.118 1.265 Bimodal

log() log(14.50(1+i0.05)) 0.2155 Normal

log() log(196.7(1+i0.018)) 0.06047 Normal

log() log(0.0083) 0.06047 Normal

 0.38 0.06780 Normal

  0.6948 - -

표 1 SBR 물질의 분수차 미분모델 물성계수 통계량

(a) Storage modulus

(b) Loss factor

그림 4 SBR에 대한 복소계수 변동성 추정 결과

95% 신뢰구간(confidence interval, CI)과 평균값을 주파수

에 따라 나타내었다. 그림을 보면 주파수에 따라서 복소계수의 

95% CI가 달라짐을 볼 수 있고, 이 95% CI가 대부분의 실험

데이터를 신뢰구간 안에 포함하는 것을 볼 수 있다. 또한 복소

계수의 추정결과를 보면 그 변동폭이 매우 크며 이러한 불확실

성이 구조물의 부분으로 고무 완충장치가 포함되면 그 시스템의 

응답에 그 불확실성이 전파되어 나가는 것을 예상할 수 있다.

5. 고무 마운트의 동특성 변동 해석

본 절에서는 앞절에서 추정된 고무 재료의 변동성을 토대

로 SBR로 만들어진 간단한 고무마운트의 동특성에 고무의 

불확실성이 어떠한 영향을 미치는지를 검토해 보고자 한다. 

이를 위하여 SBR로 만들어진 그림 5와 같은 원형의 받침대

를 고려하도록 한다. 

이 받침대의 재료인 SBR이 표 1의 변동성을 보일 때 받

침대의 동특성이 어떠한 변화를 보이는 지를 보기 위해 이 

받침대의 유한요소해석 모델을 만들고 Monte Carlo 해석

(MCS)을 수행하여 받침대의 동특성의 변화를 살폈다. 그림 

6에는 받침대의 유한요소해석 모델을 보였다. 유한요소모델

은 2720개의 육면체요소(CHEXA)와 3250개의 절점으로 

이루어진 육면체요소를 사용하였다. 동특성을 나타내는 받침

대의 동강성(dynamic stiffness)을 계산하기 위하여 받침대

의 밑면의 상하방향 변위를 고정하고 윗면에 단위 조화력을 

부여하였다. 유한요소해석은 상용소프트웨어인 MSC/NAST 

RAN을 이용하여 주파수 응답해석을 수행하였다. SBR의 물

성값은 표 1의 통계량을 갖도록 외기온도와 분수차 미분모델

의 물성계수를 무작위로 샘플링한 후 생성된 복소계수를 주

파수의 함수로 입력하였고, SBR의 밀도와 Poisson비는 각

각 1080kg/m
3
과 0.49를 사용하였다. 동강성의 해석은 

MSC/NASTRAN의 직접주파수 응답해석(SOL108)을 이용

하여 단위 힘입력에 대한 주파수 응답을 구하였다. 고무의 

예압하중은 고려하지 않았고 유한요소해석 소요시간를 고려

하여 최대 가능횟수로 총 1000회의 샘플링을 수행하였다. 

계산된 받침대의 동강성의 변화를 그림 7에 나타내었고 이 

때의 평균과 95% 신뢰구간(confidence interval, CI)을 

함께 나타내었다. 95% 신뢰구간은 결과값의 누적확률밀도함

수를 근사하여 상하위 2.5% 값을 근사계산하는 방식으로 정

하였다. 그림을 보면 SBR의 물성변화에 따라 받침대의 동강

성도 큰 폭으로 변화하는 것을 볼 수 있다. 고 주파수 대역

에서 변화가 거의 없는 것은 받침대의 질량효과가 커지기 때

문인 것으로 판단된다. 동강성의 변동폭을 자세히 보기 위하

여 1000Hz에서의 동강성 크기에 대한 히스토그램을 그림 8

에 보였다. 그림에서 보듯이 동강성의 변화는 동강성의 여러 



온도와 물성의 불확실성을 고려한 고무 마운트의 동특성 해석

388 한국전산구조공학회 논문집 제24권 제4호(2011.8)

그림 5 SBR로 만들어진 받침대

그림 6 받침대의 유한요소 해석 모델
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(a) Magnitude with mean and 95% CI

(b) Phase

그림 7 MCS에 의한 받침대의 동강성 변화
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그림 8 받침대 동강성 크기의 MCS 결과 히스토그램(1000Hz)

차수에 걸쳐 크게 일어남을 볼 수 있고 1000Hz 영역의 경

우 95% CI의 크기가 1.52로 매우 큼을 알 수 있다. 그러므

로 고무와 같이 물성값이 외기의 온도에 영향을 많이 받고 

물성측정의 오차와 물성모델의 오차가 적지 않은 점탄성 물

질을 이용하여 구조물을 설계하는 경우, 고무 물성에 대한 

변동성을 고려해야 높은 신뢰성의 구조물의 설계가 가능함을 

알 수 있다.

6. 결    론

본 논문에서는 외기온도와 실험데이터의 오차/모델의 오차 

등으로부터 발생하는 고무재료의 변동성을 추정하는 통계적

인 방법을 제안하고 이 방법을 실제 합성고무의 물성 측정 

데이터에 적용하여 변동성을 추정하였다. 추정된 고무의 변

동성 통계량을 이용하여 고무 받침대의 동강성을 유한요소 

해석 모델을 사용하여 계산하였고, 고무의 변동성이 받침대

의 동강성 변화에 미치는 영향을 살펴보았다. 받침대의 유한

요소해석 결과 고무 재료의 변동성에 기인한 받침대의 동특

성 변화는 95%의 신뢰구간으로 살펴봤을 때 크기의 차수변

화가 1.5이상으로 컸다. 그러므로 높은 신뢰성의 구조물 설

계를 위해서는 온도와 물성측정오차 및 동특성 모델의 오차

가 상대적으로 큰 점탄성 물질에 대한 변동성을 고려해야 한

다는 것을 판단할 수 있다. 본 논문에서 제시한 통계적 보정

법에 의한 고무 물성의 변동성 추정 방법은 이러한 경우 매

운 유용한 수단이 될 것이다.
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