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4계 타원형 미분 방정식을 위한 웨이블릿 급수해석

The Wavelet Series Analysis for the Fourth-order Elliptic Differential Equation
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요  지

본 논문은 이미지 처리나 신호처리 및 정보압축 등에 사용되는 웨이블릿 급수를 이용하여 4계 타원형 미분방정식을 풀 

때 그 방법에 대하여 논의하고자 한다. 본 논문에서 사용한 Hat 웨이블릿 함수는  -공간에 속한 급수로서 일반적으로 2

계 타원형 미분방정식에 적용하기에는 무리가 없으나 4계 타원형 미분방정식에 적용하기에는 불충분한 미분가능회수를 가

지고 있다. 따라서 이 문제를 극복하기 위해 모멘트와 처짐을 미지수로 하는 선형방정식을 순차적으로 구성하고 풀어내는 

방법을 사용하였다. 모멘트와 처짐을 미지수로 하는 순차적 해석법은 탄성하중법(모멘트면적법)의 응용으로 생각할 수 있

다. 또한 그 정식화과정에서 무요소법과 동일한 점과 차이점을 언급하였다. 예측한 바와 같이 Hat 웨이블릿 함수의 항을 

많이 고려할수록 수치해석의 해가 향상되는 것을 확인할 수 있었다. 또한 응력특이를 갖는 오일러보 문제의 경우 제안된 

해석법은 종래의 유한요소 해석값과도 비교되었다.

핵심용어 : 웨이블릿 해석, Hat 웨이블릿 함수,  -공간, 탄성하중법, 모멘트면적법, 4계 타원형 미분방정식 

Abstract

In this study, the details of WSA(wavelet series analysis) have been demonstrated to solve the 4th-order elliptic differential 

equation. It is clear to solve the 2nd-order elliptic differential equation with the basis function of Hat wavelet series that is used in 

the previous study existed in  -space. However, it is difficult to solve the 4th order differential equation with same basis function 

of Hat wavelet series because of insufficient differentiability and integrability. To overcome this problem, the linear equations in 

terms of moment and deflection have been formulated and solved sequentially that are similar to extension of Elastic Load Method 

and Moment Area Method in some senses. Also, the differences and common points between the proposed method and the 

meshless method are discussed in the procedure of WSA formulation. As we expect, it is easy to ascertain that the more terms of 

Hat wavelet series are used, the better numerical solutions are improved. Also the solutions obtained by WSA have been compared 

with the conventional FEM solutions in case of Euler beam problems with stress singularity.

Keywords : Wavelet Series Analysis, Hat Wavelet Function,  -space, Elastic Load Method, Moment Area 

Method, 4th-order Elliptic Differential Equation
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1. 서    론

웨이블릿 변환(wavelet transform)은 푸리에 변환(Fourier 

transform)과 더불어 신호처리나 정보압축기술과 복원, 이

미지 처리기술에 사용되어 왔다. 근래에 미분방정식을 푸는 

웨이블릿 급수해석법(WSA; wavelet series analysis)이 

소개되면서 공학문제에 많이 적용되고 있다. 특히 1차원 문

제에 대하여 Daubechies wavelets을 이용(Ma 등, 2003)

하여 형상함수를 구성하는 내용을 주제로 하는 연구가 진행

되었으며, 또한 B-spline wavelet을 사용(Xiang 등, 2007)

하는 연구도 최근에 이루어졌다. 더하여 WSA방법을 경계요

소법 또는 무요소법과 비교(Basu 등, 2003)하는 연구가 수

행되는 등 연구의 범위가 넓어지고 있는 추세이다. 아울러 웨

이브렛 급수해석법을 여타 다른 방법들 즉, Element Free 
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그림 1   를 구성하는 Scaling Function()와 

Wavelet Function() 

Galerkin 방법과 결합(Yang 등, 2003)하는 내용의 연구가 

행하여 졌으며, Daubechies wavelets을 이용하여 2차원 

문제에 적용(Chen 등, 2004)가능한 형상함수 구성에 관한 

연구가 수행되었다. 현재 웨이브렛 급수를 이용하여 미분방

정식을 해석하는 연구의 주요한 한 분야는 기저함수의 차원확

장에 따른 근사해의 안정성 분석이라 할 수 있다.

본 논문에서는 웨이블릿 급수를 이용하여 4계 타원형 미

분방정식(4th-order elliptic differential equation)을 풀

어낼 때 일어날 수 있는 적분식의 형태와 미분방정식을 이산

화하는 방법에 대해 논의하고 선형형상함수의 특징에 대해 

고찰해 보고자 한다. 매우 기초적인 내용이지만 웨이블릿 급

수를 사용한 방법과 근래 연구되고 있는 무요소법(meshless)

의 차이점도 비교하고자 한다. 다시 말하면, 웨이블릿 급수를 

사용하여 미분방정식을 해석하게 될 경우 일반적인 FEM과

는 다르게 요소(element)라는 개념을 사용하지 않고 단지 

주어진 영역을 적분하기 위한 적분격자라는 개념을 사용하는

데 이러한 성질은 무요소법의 특성과 일치한다. 따라서 임의

위치에서 해를 알아낼 경우 요소의 정보는 사용되지 않으며 

급수에 곱해진 계수를 통해 임의 위치의 해를 보간하게 된다.

2. 웨이블릿 급수의 특성

웨이블릿 급수에는 Daubechies, Trigonometric, Hermite 

Cubic, Haar, Hat 등의 많은 함수들이 존재하는데, 이들 

함수 중에 Haar 및 Hat 함수는 가장 간단하며 일차원 4계 

타원형 미분방정식에 적용이 쉬울 것으로 생각된다. 다음은 

두 함수의 특징에 대한 비교를 나타내었다. 

2.1 Haar Wavelet System

Haar 웨이블릿 기저함수(basis function)는 가장 저수준

의 웨이블릿 함수이며  에서 정규직교(othonormal,∥∥
1, ∈ ∞∞ )기저를 형성한다. 그러나 Haar 웨이블릿 

기저함수는 미분 이후 적분값을 구할 수 있어야 하는 조건을 

만족하지 못하고 있으므로 유한요소법에 사용되기는 적당하

지 않다.

1) Basic Scaling Function(in )

   ∈ 
(1)

2) Wavelet Function(in )

 








 ∈
 ∈
 

(2)

2.2 Hat Wavelet System

Hat 웨이블릿 함수는 해석영역에서 연속적이며 정규직교

성을 가지지 않는 기저함수이다. 그러나 미분 이후 적분값을 

구할 수 있는 조건을 갖추고 있으므로 본 함수는 2계 타원형 

미분방정식(2nd-order elliptic differential equation)에 

적용이 가능한 형태이다. 식 (3)~식 (6)은 Hat 웨이블릿 

함수의 일반적인 식을 나타내고 있고, 그림 1은 식 (3)~식 

(6)을 이용하여 함수 3개로 표현된 웨이블릿 급수를 나타내

고 있다. 식 (3)~식 (6)의 함수들이 그대로 기저함수를 구

성하는데 사용되지는 않으며, 식 (8)~식 (11)의 방식에 따

라 식 (3)~식 (6)중 일부를 선택하여 함수를 구성하게 된

다. 따라서 식 (3)의 경우 기저함수의 구성에 반드시 포함되

나, 식 (4)~식 (6)은 그 구성에서 모든 함수가 포함되지 않

을 수도 있다. 그림 1의 경우 식 (4), 식 (6)이 제외된 형태

의 기저함수이다.

본 식들은 비록 4계 타원형 미분방정식의 일반적 적분형

태에 나타나는 강성도의 구성식을 만족시킬 수 있는 함수는 

아니나, 3장에서 제안되는 방법을 통해 이 문제를 해결한다

는 가정 하에서 본 함수를 4계 타원형 미분방정식의 적분형

태 해의 기저함수로, 즉 형상함수로 가정한다.

1) Basic Scaling Function(in )

 








 ∈   
 ∈   
 

(3)

2) Wavelet Function(in )

 










 ∈   
 ∈   
 ∈   
 ∈   
 

(4)
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 










 ∈   
 ∈   
 ∈   
 

(5)

 








 ∈   
 ∈   
 

(6)

식 (3)~식 (6)으로 나타난 Basic Scaling 함수와 Wavelet 

함수는 식 (7)과 같이 선형결합하여 근사해의 기저를 구성하

게 된다. 식 (7)에서 는 Scaling 함수를 그리고 

는 Wavelet 함수를 나타내고 있다. 그림 1은 가장 간

단한 형태의 기저함수 구성을 보여주고 있다.

  
∞

∞




∞


∞

∞

 (7)

특히 이 두함수중 미분방정식의 적분형태에서 함수의 내적

으로 정의되는 Bilinear Form 식에 대입되어 적분 가능한 

조건을 가지는 함수를 선택하는 것은 적분식을 해석하는 근

사해법을 적용하기 위한 필수적인 조건이 된다. 그 조건을 

살펴보면 다음과 같다.

1) 와 는 충분히 미분가능하고 적분하여 값이 존재

해야 한다.

2) 와 는 문제의 주어진 경계조건을 만족해야 한다.

3) 와 는 완전성(Completeness)을 가져야 한다.

위의 3가지 조건은 경계조건에 대한 2)번을 제외한다면 

다음의 문장으로 요약될 수 있다. 4계 타원형 미분방정식을 

물리적으로 만족하기 위해 해로 가정되는 와 는 동일

한 미분연속성(continuity requirements)을 가져야 하며, 

 -공간에 존재해야 한다.

2.3 웨이블릿 급수를 이용한 기저의 구성방법

웨이블릿 기저는 Scaling 함수와 Wavelet 함수로 구성되

는데, 그 일반적인 기저의 관계는 식 (8)과 같고 해석영역을 

세분화하는 기준으로 사용된다.

  ⋯   ∞ (8)

식 (8)을  1~4에 대해 전개하여 나타내어 보면 다음과 

같으며 각 식은 이전 단계의 식을 포함하고 있음을 알 수 있

다. 괄호안의 숫자는 함수의 개수를 나타내고 있으며, 이전 

단계의 함수 개수를 현 단계의 함수 개수의 일부분으로 취하

는 계층적 성질을 갖고 있음을 알 수 있다. 이 세분화는 일

반적인 유한요소법에서 요소망을 증가시키는 개념에 대응되

며, 웨이블릿 급수해석(WSA)에서는 적분격자의 증가와 함

께 해석영역에 존재하는 함수의 증가를 의미한다.

      (9)

     (10)

 

      (11)



      (12)

 

3. 웨이블릿 급수를 이용한 미분방정식의 적분화

3.1 4th-order Elliptic 미분방정식의 적분화 및 

탄성하중법(Elastic Load Method)

4계 타원형 미분방정식으로 대변되는 오일러 보에 대한 

미분방정식(strong form)은 처짐을 2번 미분하고 휨강성을 

곱한 후 다시 그 함수를 2번 미분하도록 되어있다. 이는 매우 

강력한 미분조건인데 최소한 4번 미분 가능한 함수(regularity, 

smoothness)들만 해의 후보가 될 수 있음을 나타내고 있

다. 실제로 해가 되기 위해서는 미분 이후 충분한 해의 조건

을 가지고 있어야 한다.



 

   (13)

또한 4계 타원형 미분방정식을 적분형태로 변환할 경우 

일반적으로 Test 함수 와 Trial 함수 , 에 동일한 미

분차수가 가해지게 하기위해 부분적분(divergence rule)을 

2번 적용하게 된다. 물론 다른 미분차수를 Test 함수와 

Trial 함수에 적용할 수도 있지만, 행렬의 대칭조건 등을 이

용할 수 없기 때문에 특수한 경우를 제외하고는 일반적으로 

사용하지 않는다. 와 에 대칭으로 미분이 작용될 경우를 

가정하면 와 는 동일하게  -공간에 있어야만 적분이 가

능하며 이는 적분식을 선형방정식으로 이산화할 때  -공간

에 존재하는 일반적인 형상함수를 사용할 수 없는 주요한 이

유가 된다. 특히 본 논문에서 사용하고자 하는 Hat 웨이블

릿 함수의 경우 Scaling 함수와 Wavelet 함수의 조합으로 

구성되는데 모든 함수는  -공간에 존재하는 경우로 2번 미

분할 경우 적분이 불가능한 함수의 집합이다. 따라서 본 논
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문에서는  -공간에 존재하는 웨이블릿 급수를 Test 함수

와 Trial 함수로 사용하기 위해 주어진 미분방정식을 2개의 

2계 타원형 미분방정식으로 분리한다.




  ∈   (14)





   ∈   (15)

위의 첫 번째 식 (14)은 처짐을 두 번 미분한 곡률과 모

멘트에 관한 식이며 두 번째 식 (15)은 모멘트를 두 번 미분

한 값과 등분포 하중에 관한 식이다. 이 식들에 각각 Test 

함수 , 를 곱하고 부분적분을 적용하면 다음과 같은 식 

(16), (17)가 된다. 이 때 는   그리고 은 에 대한 

Test 함수를 의미한다.




  ⇔








 





 









(16)




 ⇔



 




 (17)

 




 








 

식 (16), (17)의 오른쪽 부분은 2계 타원형 미분방정식을 

적분형태(weak form)로 바꿀 경우 나타난다. 따라서 각 적

분식의 왼쪽편 항의 피적분함수를 구성하는 Test 함수와 

Trial 함수에 미분이 한 번씩 적용되어 있으므로  -공간에 

존재하는 함수를 사용하여 식 (16), (17)를 선형방정식화 

할 수 있다.

     
∞

∞




∞


∞

∞

 (18)

  




   (19)

 




  (20)

식 (16), (17)를 선형방정식화하기 위해 , 에 대해 

각각 다음과 같은 형태의 급수와 계수로 이루어진 다항식을 

사용하게 되는데, 식 (18)과 같이 웨이블릿 급수로 표현될 

수 있다. 식 (18)에서  는 Scaling 함수이고 는 웨이

블릿 함수를 나타낸다. 식 (18)의 ∞를 수치실험에서 사용

할 수는 없으므로 적당히 통제된 상태인 식 (19), (20)을 

만들고 대입하는데 식 (19), (20)은 웨이블릿 급수를 각 항

과 미지계수의 곱으로 표현한 식이다. 식 (19), (20)에 있는 

는 식 (18)의  와  를 의미하며 는  , 를 

의미하며,  또한 마찬가지로  , 를 의미한다. 두 항으

로 표현된 식 (18)을 한 개의 항인 식 (19), (20)로 축약하

여 적은 이유는 선형방정식을 유도하는 식 (21)~식 (32)의 

간략화를 도모하기 위함이다. 특히 식 (19), (20)의 명시적 

형태는 그림 1, 4, 5와 같다. 이어서 FEM에서 선형방정식

을 유도할 때와 유사하게 식 (16), (17)에 식 (19), (20)

을 대입하고 적분을 수행하고 계수별로 소거를 하면 다음 식 

(26), (32)와 같은 선형방정식을 얻을 수 있다. 

식 (21)~식 (26) 및 식 (27)~식 (32)은 
 , 

, 
 , 


의 계산과정을 보여주고 있는데, 식 (21)~식 (26)는 모멘

트해를 구하기 위한 식이며, 식 (27)~식 (32)은 처짐해를 구

하기 위한 식들이다. 식 (21)~식 (32)에서 윗 첨자 1, 2는 

제곱이 의미는 아니며 의 일련번호를 의미한다. 여기서, 만

들어지는  ,  는 Test 함수와 Trial 함수에 동일한 웨이

블릿 함수를 사용하다면 대칭성(symmetry)을 띄게 된다.









  

  (21)





 







  
 (22)


 








 (23)






 

 



 




   (24)


 

 (25)


 

 (26)




 




 

  (27)






 








   
 (28)


 









 (29)






 




 




   (30)


  

 (31)


 

 (32)

식 (26)과 식 (32)은 각각 모멘트에 대한 선형방정식과 

처짐에 대한 선형방정식을 나타내고 있다. 식 (26)를 통해서 
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그림 2 중앙에 집중하중이 작용하는 단순보

구해진 를 식 (19)을 이용하여 함수화 한 후 그 함수를 

식 (28)에 대입하여 적분하여 식 (27), (28)과 같이 좌우변

을 정리한다. 그 후 식 (29)로 부터 구해진 
와 

를 이

용하여 선형방정식을 구성한 후 풀면 최종해()를 구할 수 

있다. 이 때 도출된 모멘트를 식 (19)에 대입하여 웨이블릿 

급수를 이용하여 함수화 하고 식 (17)에 대입하는 것은 탄성

하중법(Elastic Load Method) 혹은 모멘트 면적법(Moment 

Area Method)의 응용으로 생각할 수 있으며, 각 변수 

과 에 대해 해석적인 해를 구하는 대신 적분식을 이용하여 

근사해를 구한다는 사실을 제외한다면 탄성하중법의 풀이방

법과 같은 개념이다. 여기까지의 방식을 요약하여 나타내면 

다음의 표 1과 같다. 이 경우는 경계조건이 Homogeneous

하지 않은 경우를 나타내며, 경계조건이 Homogeneous 하

다면,  은  
로 대치될 수 있다. 표 1에서 적분식의 왼편

에 존재하는    는 Bilinear Form을 적분식의 오른편에 

존재하는   은 Linear Form을 의미한다.

 ∈           ∈ 
 ∈           ∈ 

표 1 미분방정식의 선형화 방법

3.2 FEM, 무요소법과 WSA의 차이점

위의 적분과정에서 식 (16), (17)는 요소에 관한 식이 아

니라 전 영역에 관한 식이므로 전 영역에 관해 적분을 수행

해야한다. 왜냐하면 WSA의 경우 해석영역의 모든 부분에 

존재하는 경우도 있으며, 국부적으로 - 적분격자 몇 개에 연

속적으로 - 존재하는 경우도 있기 때문이다. 자세히 살펴보

면 전 영역에 존재하는 함수와 국부적으로 존재하는 함수를 

중첩시켜 해석영역의 해를 표현하기 때문에 적분을 적분격자

별로 국한한다면 마지막으로 전 영역에 관한 강성도 매트릭

스를 구성할 때 다소 복잡한 조립과정을 동반하게 된다. 즉 

웨이블릿 급수가 단위분할(partition of unit) 성질을 가지

고 있지 않으므로 적분격자별 적분 이후 조립과정은 크게 의

미가 없어지며 오히려 복잡성만 높이는 결과로 이어진다. 이

미 FEM과 많은 차이를 언급했으나, 계산과정의 구성면에서 

이 부분이 가장 큰 차이점이라 할 수 있다.

한편, WSA는 무요소법과도 일부분 흡사한 개념을 사용하

는데, 두 방법의 비슷한 점은 WSA에서 적분만을 위해 사용

되는 적분격자의 특성이 무요소법에서 해석영역을 적분하기

위해 사용하는 셀(cell)의 특성과 유사하다는 점이다. 그러나 

완전히 동일하다고 볼 수는 없는데 왜냐하면 웨이블릿 급수 

FEM에서 사용한 적분격자는 일반적인 FEM 요소망의 성질

인 미분값 불연속 특성 등을 강하게 가지고 있기 때문이다. 

또한 다른 점은 웨이블릿 급수의 Scaling 함수의 경우 전 영

역에 연속으로 존재할 수도 있으므로 적분구간이 전 영역이

어야 한다는 점에 반해 무요소법에 사용되는 기저함수는 분

포영역이 영향영역(influence area) 등을 통해 한정되므로 

그 적분구간이 제한될 수 있다는 점이다. 아울러 제한구간의 

적분은 WSA의 경우 Scaling 함수 이외의 함수를 적분할 때 

사용 되므로 무요소법의 제한구간 적분 특성과 흡사한 점도 

가지고 있다. 또한 무요소법의 경우 해석영역에 사용되는 기

저함수를 구하기 위해 특별한 계산을 수행하는데 반해 웨이

블릿 해석은 이미 설정된 기저함수를 사용한다는 면도 차이

점이라 할 수 있다.

4. 해석예제

4.1 집중하중이 중앙에 작용하는 단순보

수치예제는 위의 방법을 적용하여 그림 2에서 보는 바와 

같이 길이 2m, 1, 단순보의 중앙에 Dirac-Delta형태

의 하중 1이 아래 방향으로 작용하는 보를 해석하였다. 해석 

경우는 같은 문제에 대해 3함수 4적분격자(3F 4S), 7함수 

8적분격자(7F 8S), 15함수 16적분격자(15F 16S)로 정했

다. 각 기저함수는 그림 1, 4, 5와 같으며 해석된 해의 그래

프는 그림 4~13과 같다. 식 (33)은 그림 2의 지배방정식을 

나타내고 있고 그에 대한 정해는 식 (34), (35)이며 중앙점

에 집중하중이 적용되었을 때의 해를 나타낸다. 그림에서 범

례의 F는 함수를 의미하며, S는 적분격자를 의미한다. 또한 

추가적으로  -공간에 존재하는 Hermite 다항식을 형상함

수로 사용하는  요소를 사용하여 해석해 보았다.



 

   ∈   (33)

 
   ∈   (34) 

 

 ∈   (35)
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그림 3 집중하중을 받는 단순보의 처짐 및 처짐각

그림 4 7 형상함수, 8 적분영역(7F 8S)

 : Scaling Function,  : Wavelet Function 

그림 5 15 형상함수, 16 적분영역(15F 16S)

 : Scaling Function,  : Wavelet Function

그림 6 모멘트 - 3함수 4적분격자

그림 7 전단력 - 3함수 4적분격자

그림 8 처짐 - 3함수 4적분격자

그림 9 처짐각 - 3함수 4적분격자

그림 6에서 볼 수 있듯이 첫 번째 방정식을 풀어 도출되는 

해는 모멘트 값으로 주어진 문제의 정해가 찾아진 것을 볼 

수 있다. 그림 7은 모멘트의 미분형태인 전단력인데, 이 역

시 주어진 문제에 대해 정해가 찾아진 것을 볼 수 있다. 이

는 일반적인 FEM의 경우 1차 해를(primary solution)을 

한번 미분하여 2차 해(secondary solution)를 찾을 때 요

소의 경계에서 1차 해의 1계 미분값이 불연속을 가지게 되는 

  특성에 위배되는 현상인데, Hat 웨이블릿 급수를 형상

함수로 사용해서 나타나는 현상은 아니며, 단지 사용된 형상

함수가 정해의 특성을 완전히 표현할 수 있기 때문에 나타나

는 특징이다.

즉, 미분방정식의 해와 1번 미분된 해의 특성을 Test 함

수와 Trial 함수로 사용한 함수에 의해 충분히 표현 가능했

기 때문에 나타나는 현상이다. 다시 말해, 당초 기저함수의 

가정이 해의 1차 미분값 또한 연속적인 해로 찾을 수 있었다
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 요소 WSA

DOF      DOF     

4 -0.1667 0.2500 3 -0.1667 0.2292

8 -0.1667 0.2500 7 -0.1667 0.2449

12 -0.1667 0.2495 15 -0.1667 0.2487

Exact -0.1667 0.2500 Exact 좌동 좌동

표 2  요소와 WSA요소의 비교(균일단면)

그림 10 모멘트변화(WSA)

그림 11 전단력변화(WSA)

그림 12 처짐 변화(WSA)

그림 13 처짐각 변화(WSA)

는 것을 의미한다. 모멘트의 정해를 나타내고 있는 식 (35)

를 보면 의 1차식과 주어진 조건인 상수들의 곱으로 구성

되어 있는 것을 볼 수 있는데, 당초 가정한 Hat 웨이블릿 

급수를 사용한 기저함수로 이 식을 충분히 표현 가능한 것을 

알 수 있다. 요약하자면, 미분방정식의 적분형태에 사용하는 

기저함수가 원래 미분방정식의 해의 기저를 모두 포함하고 

있다면 적분형태에서 찾아지는 해는 정해이며, 수치해석을 

수행할 경우 수치계산 오차만을 포함하고 있게 된다. 또한 

그림 10, 11에 나타난 바와 같이 7F 8S, 15F 16S등의 추

가적인 기저함수 사용량 증가는 더이상 의미가 없다.

그림 8 처짐과 그림 9 처짐각의 경우도 그림 6과 그림 7

의 관계와 같은 관계인 1차 미분을 통해 도출되는 관계를 가

지고 있으나 결과는 다르게 나타났다. 즉, 식 (17)에 의해 

그림 8의 처짐을 구하고 그 값을 1번 미분한 그림 9의 처짐

각을 구하는데 결과는 그림 6, 7과 다르게 그림 8, 9에서 

미분값(1계) 불연속현상이 발생하였다. 이는 사용한 형상함

수가 정해(처짐)의 성질을 충분히 표현할 수 없으므로 처짐

해 자체도 근사해가 도출되며 그 미분값(1계)은 모두 끊어진 

형태로 나타난다. 이와 같은 현상은 Hat 웨이블릿 급수의 

사용량을 늘리더라도 똑같은 형태로 발생한다. 그림 10~13

은 Hat 웨이블릿 급수의 증가에 따른 해의 수렴형태를 비교

하고 있다.

그림 10~13에서 7F 8S와 15F 16S는 각각 그림 4, 5

의 Hat 웨이블릿 급수를 사용했으며 그 사용량을 증가시켜 

해석한 결과이다. 그림 10~13에서 보는 바와 같이 사용되

는 함수의 수가 늘어날수록 해의 성질이 개선되는 것을 확인

할 수 있다. 그러나 처짐의 1계 미분값인 처짐각의 불연속현

상은 사라지지 않는 것을 볼 수 있다.

같은 예제를 4계 타원형 미분방정식의 일반적인 해석방법

인  요소를 사용하여 해석한 결과와 비교해 보았다. 이는 

오일러 빔 요소라고 일컬어지는 Hermite 다항식을 형상함수

로 사용하여 근사해를 구하는 방법이다. 이 경우를 간단하게 

표 2로 정리하여 나타내었다.  요소의 경우 각 위치에서 

처짐에 관하여 정해에 가까운 값을 찾은 것으로 나타났다. 

WSA의 경우 처짐은 정해를 찾은 것으로 나타났으나 처짐각

의 경우 약간의 오차를 포함하는 결과를 보여주었다. 처침해

에 대해서는  해와 동등한 정도의 정확도를 보여주었다. 

다음으로 WSA의 효율성을 보이기 위해 단면의 변화가 존재

하는 보를 해석해 보았다.
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그림 14 단면변화가 존재하는 단순보

그림 15 모멘트변화(WSA)

그림 16 전단력변화(WSA)

그림 17 처짐 변화(WSA)

그림 18 처짐각 변화(WSA)

4.2 집중하중이 중앙에 작용하는 변단면 단순보

그림 14에서 보는 바와 같이 길이 2m, 는 왼편과 오른

편을 각 1, 2로 하였다. 해석에 사용한 함수의 이전 문제에 

적용한 바와 같이 3함수 4적분격자(3F 4S), 7함수 8적분격

자(7F 8S), 15함수 16적분격자(15F 16S)로 정했다. 또한 

각 해석경우에 대해 Hermite 다항식을 형상함수로 사용하는 

 요소를 이용하여 해석해 보았다. 식 (38)과 식 (39)은 

각 처짐과 처짐각에 대한 정해를 나타내고 있고, ∈[0,1]구
간은 보의 중앙부에서 오른편을 의미하며 원점은 오른쪽 끝

단이다. 모멘트 해는 식 (35)와 같으므로 생략하였다. 이 경

우 영역별로 가 변하므로 식 (14)에서 왼편에 존재하는 

를 오른편으로 넘긴 후 식 (40)와 같이 적분식으로 변환

하고 선형방정식을 구성하여 해석한다. 식 (40)는 가 일

정할 경우를 의미하는 식 (17)에 대응한다.



 

   (36)

∈        ∈       (37)

 












 


 ∈  




  


 ∈  

(38)

 












 


 ∈  

 


  


 ∈  

(39)






⇔








 (40)






 












그림 15~18은 WSA을 통해 도출한 그래프이며 해석의 

단계가 심화될수록 해가 수렴해가는 것을 볼 수 있다. 그림

15, 16은 앞서 수행된 해석예제 4.1에서 도출된 결과와 동

일한 의미를 가진다.

표 3의 경우  요소의 결과와 비교를 하여 나타내었는데, 

 요소의 경우 4자유도에서 구해진 해의 경우 오차를 상당

부분 포함하고 있으나 WSA의 경우 3자유도에서 처짐값은 

정해를 찾았으며, 찾아진 정해는 함수의 사용량을 증가시켜

도 변하지 않는 것을 볼 수 있다. WSA는 처짐해(primary 
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 요소 WSA

DOF      DOF     

4 -0.1111 0.1667 3 -0.1250 0.1875

8 -0.1250 0.2083 7 -0.1250 0.2031

12 -0.1246 0.2079 15 -0.1250 0.2070

Exact -0.1250 0.2083 Exact 좌동 좌동

표 3  요소와 WSA요소의 비교(변단면)

 요소 WSA

DOF      DOF     

4 -0.1250 0.1667 3 -0.1979 0.2813

8 -0.1875 0.2917 7 -0.2057 0.3190

12 -0.1983 0.3139 15 -0.2077 0.3296

Exact -0.2083 0.3333 Exact 좌동 좌동

표 4  요소와 WSA요소의 비교(등단면, 등분포하중)

그림 19 등분포 하중이 작용하는 단순보

그림 20 모멘트변화(WSA)

그림 21 전단력변화(WSA)

그림 22 처짐 변화(WSA)

그림 23 처짐각 변화(WSA)

variable)의 경우 매우 적은 자유도에서 정확한 값을 도출 

한다는 것을 알 수 있다. 처짐각의 경우  는 8자유도에서 

정해를 찾고 자유도를 증가시킴에 따라 해의 성질이 나빠지는 

것을 볼 수 있는데, 이는 기저확장(basis span expansion)

의 과도화로 인한 해의 울림으로 생각된다. 그러나 WSA의 경

우 함수의 지속적인 증가에 의해서도 해의 진동(oscillation)

이 발생하지 않는 것을 볼 수 있다. 본 예제에서 적게나마 

나타난 WSA의 고무적인 현상들은 해석의 차원수가 증가한

다면 확연히 들어날 것으로 생각된다.

4.3 등분포하중이 작용하는 단순보

마지막 예제로 등분포하중이 작용하는 단순보를 해석하였

다. 등분포 하중은 모멘트해의 경우 선형분포를 보이지 않으

므로 예제 4.1과는 다르게 1번째 2계 미분방정식에서 정해

를 찾지 못하고 근사해가 찾아진다. 등분포하중 작용시 정해

는 문헌을 참고할 수 있으므로 생략하였다.

표 4에 나타난 바와 같이 등분포 하중을 적용했을 때 

WSA 방법이 급격한 수렴현상을 볼 수 있다. 7자유도에 대

해서는 아주 높은 수렴현상을 나타내며  요소를 사용했을 

때 보다 적은 자유도에서 휠 씬 더 나은 결과를 보여주고 있

다. 또한 전반적으로 처짐해의 경우  요소에 비해 개선된 

해를 보여주고 있다.

그림 24, 25에서는 위의 결과를 토대로 한 오차량 분석을 

Log-Log 스케일의 그래프로 나타내었다. 오차량 분석에 대

한 두 그래프에서 동일한 자유도에 대하여 처짐각과 처짐에 

대해 WSA방법에 의한 결과가  요소에 의한 결과보다 아
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그림 24 처짐에 대한 오차량 수렴 분석

그림 25 처짐각에 대한 오차량 수렴 분석

래쪽에 존재하는데, 이는 수렴정도가 높은 것을 의미한다. 그

림 24, 25에서 표식에 첨가된 숫자의 왼쪽은 자유도를, 오

른쪽은 오차량을 의미한다.

5. 결    론

본 연구에서는 WSA를 이용하여 4계 타원형 미분방정식

의 적분화를 통한 풀이과정과 그 과정에서 탄성하중법의 응용

에 대해 고찰해 보았다. 본 방법은 변위(primary variable)

와 합응력(변위를 미분하여 얻어지는 2차 미지수, secondary 

variable)을 1차 미지수로 사용하는 혼합정식화(mixed 

formulation)와 일맥상통한다. 또한 이 방법은 질량행렬을 구

성하기 어려우므로 동적문제에 적용할 경우 제약이 따를 수 있다. 

본 논문에서 사용한 계산방식은 정식화의 매우 간단함으로 

추후 흡사한 특성을 지닌 형상함수를 이용해 계산할 경우 응

용될 수 있을 것으로 판단되며 향후 성질이 다른 웨이블릿 

급수를 이용하여 유한요소를 구성하게 될 경우 기본적인 연

구결과로 사용될 수 있을 것으로 생각된다. 
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