
한국전산구조공학회 논문집 제24권 제3호(2011.6) 249

적층평판의 응력해석 향상을 위한 고전적 고차전단변형이론의 개선

On the Modification of a Classical Higher-order Shear Deformation Theory to 

Improve the Stress Prediction of Laminated Composite Plates

김 준 식*      한 장 우**      조 맹 효†

Kim, Jun-Sik Han, Jang-Woo Cho, Maenghyo

················································································································································································································

요  지

본 논문에서는 고전적 고차전단변형이론(HSDT)을 이용한 복합재료 적층평판의 응력해석 개선기법을 소개한다. 횡방향 

응력들에 대해서만 변분을 취하는 혼합변분이론(Mixed variational theorem)을 통하여 횡방향 전단 변형에너지를 개선하였

다. 가정된 횡방향 전단응력은 면내 변위가 5차 다항식을 갖는 고차 지그재그 이론으로부터 구하였으며, 변위들은 고전적 

고차전단변형이론의 변위장을 사용하였다. 이 과정을 통하여 얻어진 변형 에너지를 본 논문에서는 EHSDTM라고 명명하

였으며, 이 이론을 통해 복합재 적층평판의 변위와 응력을 계산함에 있어서 HSDT와 비슷한 수준의 계산적 효율을 가지면

서, 동시에 최소자승오차법에 따른 후처리 과정을 적용함으로써 변위와 응력의 두께방향 분포를 정확하게 예측할 수 있도

록 개선하였다. 계산된 결과는 고전적 HSDT, 3차원 탄성해 등의 여러 결과들과 비교하여 검증하였다.

핵심용어 : 강화된 고차전단변형이론, 혼합변분이론, 변위-응력해석, 복합재료 적층평판

Abstract

In this paper, an systematic approach is presented, in which the mixed variational theorem is employed to incorporate 

independent transverse shear stresses into a classical higher-order shear deformation theory(HSDT). The HSDT displacement field 

is taken to amplify the benefits of using a classical shear deformation theory such as simple and straightforward calculation and 

numerical efficiency. Those independent transverse shear stresses are taken from the fifth-order polynomial-based zig-zag theory 

where the fourth-order transverse shear strains can be obtained. The classical displacement field and independent transverse shear 

stresses are systematically blended via the mixed variational theorem. Resulting strain energy expressions are named as an 

enhanced higher-order shear deformation theory via mixed variational theorem(EHSDTM). The EHSDTM possess the same 

computational advantage as the classical HSDT while allowing for improved through-the-thickness stress and displacement 

variations via the post-processing procedure. Displacement and stress distributions obtained herein are compared to those of the 

classical HSDT, three-dimensional elasticity, and available data in literature. 

Keywords : EHSDTM, mixed variational theorem, stress-displacement analysis, composite laminate plate
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1. 서    론

최근 항공기, 우주구조물, 그리고 자동차 산업에 이르기까

지 다양한 분야에서 구조물의 경량화 및 고강도화가 요구되

고 있으며, 이에 따라 질량 대비 높은 강도를 보이는 복합재

가 폭넓게 사용되고 있다. 따라서 복합재의 정적, 동적 거동

을 정확하게 예측하는 것이 중요한 문제로 대두되었다. 일반

적으로 적층형태의 복합재의 경우 층간 분리와 같은 구조적

인 취약점을 가지고 있으며, 따라서 두께 방향의 전단응력을 

예측하기 위한 다양한 이론이 개발되었다.

Kirchoff-Love 가정에 의한 고전판이론(CPT: Classical 

Plate Theory)은 횡방향 전단응력을 고려하지 않기 때문에, 

길이 대 두께비가 작은 경우나 고주파 영역에서의 진동에 대

해서 그 거동을 정확하게 예측할 수 없다. 이러한 CPT의 단
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점을 극복하기 위해서 Reissner(1945)와 Mindlin(1951)

이 일차전단변형이론(FSDT: First-order Shear Deforma 

tion Theory)을 개발하였다. 이 이론들은 원래 등방성판에 

대해서 개발되었지만, 복합재료의 출현에 따라 고전적층판이

론(Classical Lamination Plate Theory, CLPT)을 시작

으로 복합재판에도 적용되었다. 복합재판의 경우 횡방향 전

단응력은 상대적으로 무시할 수 없기 때문에, Reissner/ 

Mindlin의 일차전단변형이론이 널리 사용되어 왔다. 일차전

단 변형이론은 전체적인 거동에 있어서는 신뢰할 만한 결과

를 산출하지만, 복합재료 파괴에 있어서 중요한 역할을 하는 

두께 방향으로의 층간 응력(interlaminar stress)에 대해서

는 부정확한 값을 제공한다. 

이러한 단점을 극복하고자 고차 다항식 전개이론(Lev inson, 

1980; Murthy, 1981; Reddy, 1984; Lo 등, 1977), 지그

재그 이론(Murakami, 1986; Di Sciuva, 1986), 그리고 

층간 세분화 이론(Seide, 1980)등이 개발되어 왔다. 층간 세

분화 이론은 복합재 적층평판의 전체적인 거동뿐만 아니라 층

간 거동을 모두 정확하게 예측할 수 있지만, 적층수가 증가함

에 따라 계산량이 방대해지는 문제점을 가지고 있다. 따라서 

계산의 효율성 측면에서 고차 다항식 전개 이론과 지그재그 이

론이 효율적이라 할 수 있다.

이들 각각의 이론에서 요구되는 조건들은 횡방향 전단응력

에 대한 표면 무응력 조건과 층간연속조건 등이 있다. 그 중 

Reddy의 고차전개 이론(Reddy, 1984)과 Di Sciuva의 지

그재그 이론(Di Sciuva, 1986)은 각각 횡 전단응력 연속조

건과 표면 횡전단 무응력 조건을 만족시키지 못한다.

Cho와 Parmerter가 개발한 효율적 고차이론(EHOPT: 

Efficient Higher-Order Plate Theory)은 삼차 다항식 전

개 변위장에 지그재그 항을 추가함으로써, 횡방향 전단응력의 

표면 무응력 조건과 층간연속조건을 모두 만족하는 변위장 및 

횡방향 전단응력을 제공한다(Cho 등, 1992; 1993). 그러나 

여전히 해를 구해내는 과정이 복잡하여 많은 계산량이 필요하

고, 변위기초 유한요소 개발시 처짐에 관한 형상함수로 C1함

수(기울기가 요소의 경계면에서 연속인 함수)의 도입이 필요

하다는 단점이 있다. 이러한 단점을 극복하기 위하여, Kim과 

Cho는 강화된 일차전단변형이론(EFSDT: Enhanced First 

order Shear Deformation Theory)을 개발하였다(Kim 등, 

2006). 이 강화된 일차전단변형 이론은 고전적 일차전단변형

이론과 같은 수준의 비교적 간단한 계산만을 요구하지만, 후처

리 과정을 통하여 변위와 응력의 두께방향 분포를 비약적으로 

향상시킬 수 있다. 또한 유한요소법에 적용시에도 기존의 개발

된 많은 일차변형이론에 기초한 유한요소들을 어떠한 수정없

이 바로 사용할 수 있다는 장점이 있다. 한편, 복합재 적층평판

의 거동을 좀 더 정확하게 예측하기 위하여 Kim은 혼합변분이

론에 기초한 강화된 고차전단변형이론(EHSDTM)을 개발하

였으며(Kim, 2007), 수치예제로써 자유진동 문제를 해석하

였다. 자유진동 문제는 변위 및 응력에 대한 크기를 정확하게 

결정할 수 없기 때문에 응력 및 변위의 두께방향 분포를 확인

하는 것은 EHSDTM의 정확한 검증 차원에서 의미가 있는 일

이라 할 수 있다. 현재 강화된 고차전단변형이론(EHSDTM)

에 대한 정적거동 문제에 대한 분석은 이뤄지지 않은 상태이므

로 본 논문에서는 복합재료 적층평판의 정적 거동에 대한 해석

을 수행하고자 한다. 특히 층간 분리등 복합재료의 특이한 파

괴 거동에 중요한 변수인 횡방향 전단응력과 수직응력을 3차

원 응력 평형방정식을 이용하여 그 정확성이 향상되는 정도를 

수치예제를 통해 보이고자 한다. 본 논문에서 제시된 강화된 

고차전단변형이론은 고전적 고차전단변형이론과 같은 수준의 

비교적 간단한 계산만 수행하고, 계산된 변위들과 응력들을 개

발된 체계적인 후처리 과정을 거쳐 3차원 상태로 개선하였다.

본 연구의 계산적 효율성과 결과의 정확성을 검증하기 위

하여 복합재료 평판 및 샌드위치 평판의 3차원 원통형 굽힘

문제를 수치예제로 선택하였으며, 계산된 결과를 3차원 탄성

해(Pagano, 1969), 고전적 FSDT, 고전적 HSDT, 그리고 

강화된 일차전단 변형이론(EFSDT)등과 비교하였다. 

2. 본    론

이 장에서는 혼합변분이론을 소개한 후, 강화된 고차전단

변형이론에 대한 수식 전개 과정과 함께 응력 및 변위를 개

선시키는 방법을 소개하고자 한다. 

2.1 혼합변분이론

혼합변분이론을 적용함에 있어서 단사정 물성치(monoclinic 

material property)의 특성을 나타내는 두께 의 복합재료 

적층 평판을 고려하였다. 적층평판의 기하학적 형상과 좌표

는 다음과 같다(그림 1). 주어진 평판의 면내 방향을 나타내

는 두 좌표축은 , 로 표현되며, 두 방향 위치에 대해서

는 로 지정하였다. 여기서, 는 /2와 /2 사이의 값

을 갖는다. 

주어진 정적 문제에 대하여 2차원 Hellinger-Reissner 

범함수(functional)는 다음과 같이 표현된다(Kim, 2007).

∏ Ω
∏Ω (1)

∏    
   (2)



김준식․한장우․조맹효

한국전산구조공학회 논문집 제24권 제3호(2011.6) 251

그림 1 Geometry and coordinate of composite laminate 

plate

여기서, ∙ 




∙이며, 면내 응력에 대한 구

성 방정식은 다음과 같이 유도된다.

 

  (3)

여기서,   


이며, 변위 경계조건은 

다음과 같다. 

 
   (4)

2.2 고차이론에 의해 가정된 횡방향 전단응력

횡방향 전단응력은 고차 지그재그 이론을 통하여 유도된

다. 요구 조건에 따라서, 이 이론에서 유도된 변위장은 횡방

향 전단응력이 윗면과 아랫면에서 무응력 상태임을 만족한다

는 조건과 복합재료의 각 층(layer)에서 횡방향 전단응력이 

연속적으로 변한다는 조건을 모두 만족한다. 이러한 변위장

은 두께 방향으로의 5차 다항식에 층별로 기울기가 변화하는 

선형 지그재그(zig-zag)함수를 추가하여 고려함으로써 구할 

수 있다. 위에 기술된 변위장은 다음과 같은 형태로 표현될 

수 있다. 

   
  




 

 








   (5)

   
 (6)

여기서, 상첨자 는 기준면에서의 각각의 변수를 의미하며, 

은 복합재료 적층수, 또한  는 단위계단함수를 

나타낸다. 그리고 
는 각 층의 계면에서 변위의 기울기를 

나타내며, 이 값들은 횡방향 전단응력의 연속 조건을 부과함

으로써 전단 강성계수만의 함수로 나타낼 수 있다. 

일반적으로 변위장의 차수가 높아지게 되면 보다 정확한 

결과를 얻을 수 있지만, 고전적 고차전단 변위장과 같은 3차

식은 결과의 정확도를 비약적으로 향상시키는 데에는 한계가 

있다. 한편 너무 높은 차수의 변위장은 많은 자유도의 추가

가 따르기 때문에, 효율성과 정확도의 고려 측면에서 5차 지

그재그 변위장을 고려하였다. 

주어진 5차 지그재그 변위장(5)에 복합재판의 윗면과 아

랫면에서의 전단 무응력 조건과 계면에서의 횡방향 전단 응

력 연속조건을 부과하게 되면, 최종적으로 전단 변형률을 다

음과 같이 구할 수 있다(Kim, 2007). 

 
 

 
 (7)

여기서, 
는 각각 복합재료의 물성치와 두께만의 함수로 

나타낼 수 있다(Cho 등, 1992; Kim, 2007). 따라서 혼합

변분이론에 사용할 횡방향 전단응력은 다음과 같이 표현될 

수 있다.

  
 

 
  (8)

2.3 강화된 고차전단변형이론(EHSDTM)

이번 장에서는 횡방향 전단응력들을 이용한 혼합변분이론

으로부터 강화된 고차전단변형이론(EHSDTM)이 유도된다.

2.3.1 평형방정식 및 경계조건

혼합변분이론에서 변위장은 고전적 고차전단변형이론의 변

위장으로부터 시작된다고 가정하였으며, 가정된 변위장은 다

음과 같다.

  

  

 
    


(9)

여기서, 횡방향 전단응력과 변위 성분들이 요구되므로, 식 

(7)과 식 (9)을 식 (2)에 대입하여 정리하면 다음과 같은 

식이 얻어진다(Kim 등, 2006; Kim, 2007). 

∏ 

 

 (10)
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
 









그리고 식 (10)에 대한 구속방정식은 다음과 같다.

      (11)

적층된 판에서의 각 층에 대한 구성방정식(constitutive 

equation)과 주어진 구속방정식인 식 (11)에 의해서, 주어

진 횡방향 전단응력의 변수들은 변위들의 함수로 표현될 수 

있다는 것을 알 수 있다. 그 관계식은 다음과 같이 나타낼 

수 있다(Kim 등, 2006; Kim, 2007).













   
   




















(12)

  
























    

 

 



 

 



 

 


(13)

여기서, 

 


, 


 , 


 이다. 식 

(12)를 구성방정식을 통하여 정리하면 다음과 같은 관계식을 

얻을 수 있다(Kim, 2007).







































 






















(14)

식 (10)의 혼합변분이론에 기초한 강화된 고차전단변형이

론의 평형방정식은 다음과 같이 주어진다. 



          (15)



      

 
  

  
 

  

그리고 위의 평형방정식에 상응하는 경계조건들은 다음과 

같다. 



             (16)



          

  

    
  

식 (15)을 살펴보면, , 
, 

를 제외한 나머지 항

들은 고전적 고차전단변형이론(HSDT)의 값들과 일치하는 

것을 알 수 있다. 따라서 전단력과 횡방향 수직응력의 영향

이 무시할 수 있을 정도로 작은 경우에는 고전적 고차전단변

형이론(HSDT)와 같은 해를 가진다. 

2.3.2 변위 및 응력 성분들의 후처리 과정

복합재료 적층평판의 거동을 예측함에 있어서 두께 방향으

로의 응력 분포를 정확하게 예측하는 것은 매우 중요한 문제

이다. 본 논문에서는 계산된 결과에 대하여 앞서 2장 2절에

서 언급한 5차 지그재그 변위장을 후처리기로 이용함으로써 

두께 방향으로의 응력 분포를 보다 정확하게 예측할 수 있게 

된다. 이런 후처리 과정은 5차 지그재그 변위장의 변수들이 

본 논문에서 유도한 강화된 고차전단변형이론(EHSDTM)의 

변수들의 관계식으로 표현됨으로써 가능하다. 

식 (7)의 전단변형률로부터 5차 지그재그 변위장은 다음

의 변형률-변위 관계식을 두께방향으로 적분함으로써 회복할 

수 있다. 

   
 (17)

식 (17)을 적분하면 변위장은 다음과 같이 주어진다.

  
 

  
 

 
 (18)

  


여기서, 
, 

, 
는 각각 다음과 같다.


 

 


 






  (19)


 


 


 






 (20)


 

 


 






 (21)

  







   (22)

평균변위의 일반적 정의는 다음과 같이 표현된다. 





  

    (23)

이는 기하학적 형상에 대하여 최소자승오차법(Least square 
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그림 2 Composite laminate plate in cylindrical bending 

case

sense)를 적용한 관계식이며, 여기서, 는 식 (18)로부터, 

그리고 는 식 (9)로부터 주어지는 값이다. 식 (23)를 통

하여 
와 

에 대하여 다음과 같은 관계식이 주어진다. 


  




  (24)




 

   
   

   


  



식 (24)의 관계를 식 (18)에 대입하고 정리하면 5차 지

그재그 변위장은 다음과 같이 표현될 수 있다. 

  



  

 

  




  (25)


  




  
  




 

여기서, 식 (12)을 통하여 , , 는 강화된 고차전단변

형이론(EHSDTM)의 변수로 표현될 수 있다. 

식 (25)에서 주어진 변위장을 통하여 응력 분포를 다음과 

같이 유도해 낼 수 있다.

   (26)

식 (26)의 결과들은 모두 구성방정식을 통하여 유도된 응

력 값들이며, 전단응력의 경우 구성방정식을 통하여 얻어진 

응력 값들을 바탕으로 평형방정식에 근거한 값들을 다음과 

같은 과정으로 유도해 낼 수 있다. 


  





 (27)

여기서, 상첨자 ()는 평형방정식을 통하여 얻어진 응력 값

을 나타낸다. 

따라서 강화된 고차전단변형이론(EHSDTM)의 변수만으

로 5차 지그재그 변위장에 기초한 응력 분포를 계산할 수 있

으며, 이런 후처리 과정을 통하여 두께 방향에 대한 응력 분

포의 정확도를 향상시킬 수 있게 된다. 

2.4 수치예제 결과 및 고찰

이 논문에서 제시한 강화된 고차전단변형이론(EHSD TM)

의 정확도를 검증하기 위하여 원통형 굽힘(Cylindrical ben-

ding)문제에 대한 복합재료 직교 적층평판과 샌드위치평판의 

정적 거동을 해석해 보았다. 계산된 해석 결과들은 3차원 탄

성해 및 참고문헌을 통하여 이용 가능한 다른 결과들과 비교

분석하였다. 정확도의 기준이 되는 벤치마크 해(Benchmark 

solution)로는 Pagano(1969)가 제시한 원통형 굽힘(Cylin-

drical bending) 복합재료 적층평판에 대한 3차원 탄성해를 

사용하였다. 적층평판의 원통형 굽힘 문제를 그림 2를 통하

여 나타내었다. 예제로 사용된 복합재료 적층평판의 각층의 

물성치(ply material properties)는 다음과 같이 주어진다.

  ×
     

   (28)

  ×
  

  ×
       

여기서, 하첨자 1은 섬유(fiber)방향에 대한 물성치를 나타

내고, 하첨자 2는 섬유 수직 방향에 대한 물성치를 나타낸

다. 또한, 샌드위치 평판에서의 심재(core)의 물성치는 다음

과 같이 주어진다.

  ×
     ×

   (29)

  

           

탄성해를 비롯한 모든 이론에 대한 수치예제에 대하여 경

계조건으로는 단순지지 조건을 부과하였으며, 하중은 다음과 

같이 가정하였다. 

±  ±


 


 (30)

또한, 해석을 위한 강화된 고차전단변형이론의 변수들은 
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참고문헌 이론 자유도

Reissner, 1945 FSDT 5(C
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)

Kim 등, 2006 EFSDT 5(C
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)

Cho 등, 1992 EHOPT 5(C
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)

Reddy, 1984 HSDT 9(C
0
)

Present EHSDTM 9(C
0
)

Present 5th-zigzag field 13(C
0
)

표 1 각 전단 변형 이론들의 자유도 비교

그림 3 Deflection errors of cross-ply plate

그림 4 Deflection errors of sandwich plate

다음과 같이 가정하였다. 



             


 (31)



   




각각 계산된 변위와 응력 결과들에 대하여 다음과 같은 방

식에 따라 무차원화를 수행하였다.







 








(32)

여기서,   이다.

표 1에서는 본 논문에서 제시한 이론 및 참고문헌을 통하여 

얻어지는 다른 여러 복합재료 이론들에 대한 자유도 및 유한 

요소 연속조건을 비교하였다. 표 1을 통하여 본 논문에서 제시

한 EHSDTM 이론은 고전적 HSDT 이론과 동일한 자유도를 

갖는다는 사실을 알 수 있으며, 또한 일반적인 산업용 패키지

에서 사용되는 등매개 요소에 적용되는   연속 조건을 만족

하는 형상 함수만을 필요로 한다는 사실을 알 수 있다. 

2.4.1 최대 처짐의 수렴 검토 및 비교

그림 3은 각 이론에 대한 직교대칭 적층평판의 길이 대 두

께 비에 따른 최대 처짐에 대한 백분율 오차를 탄성해를 기

준으로 하여 보여주고 있다. 그림 3에서 보여지듯, 기본적으

로 길이 대 두께비가 큰 경우(S>30)에는 모든 이론들에 대

한 처짐 결과 값들이 탄성해의 처짐과 비교하여 적은 오차를 

보이고 있지만, 길이 대 두께비가 작은 경우, 특히 S<10의 

경우에는 오차가 급격하게 커지는 것을 알 수 있다. 따라서 

길이 대 두께비가 작은 경우에 처짐 예측의 정확성이 요구되

며, 이런 경우에 있어서 그림 3은 본 논문에서 제시된 

EHSDTM의 결과 값이 탄성해와 비교한 최대 처짐의 오차

율이 가장 적다는 것을 보여주고 있다. 

그림 4에서는 직교적층 샌드위치 평판에 대하여 길이 대 

두께비에 따른 최대 처짐의 백분율 오차를 탄성해를 기준으

로 하여 나타내었다. 샌드위치 평판의 심재 재질은 전단에 

취약하기 때문에 큰 전단변형이 발생하므로 이에 따른 변위

와 응력성분들을 정확히 예측하는 것은 어려운 문제이다. 그

림 4에서 보여지는 최대 처짐 오차율에 대한 그래프에서도 

이를 확인할 수 있다.

FSDT의 경우에는 길이 대 두께비가 큰 경우(S=50)에서

도 37%의 오차율을 보이고 있으며, HSDT 역시 16%의 큰 

오차율을 보이고 있다. 반면, 오차율의 수렴정도가 빠른 EFSDT

와 EHSDTM 이론의 경우 길이 대 두께비가 증가함에 따라서 

탄성해와 비교하여 정확한 값을 가지는 것을 확인할 수 있으

며, 특히 EHSDTM 이론의 경우 길이 대 두께비가 작은 경우

(S=4)에도 9%의 오차율을 보이고 있어, 다른 이론들에 비하여 

매우 정확한 최대 처짐 결과를 갖는 것을 확인할 수 있다.

그림 5는 많은 층으로 이루어진 직교대칭 적층평판의 길

이 대 두께 비에 따른 최대 처짐에 대한 백분율 오차를 탄성

해를 기준으로 하여 보여주고 있다. 그림 5에서 나타나는 결

과는 길이 대 두께비가 큰 경우에는 적은 오차를 보이며, 길

이 대 두께비가 작은 경우에는 큰 오차를 보인다. 이러한 결
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그림 5 Deflection errors of many layer plate 그림 6 In-plane displacement of a [0/90]s plate 

그림 7 Transverse shear stress of a [0/90]s plate

그림 8 In-plane displacement of a [(0/90)20]s plate

과는 그림 3과 비슷한 양상을 나타내지만, EFSDT와 고전적 

FSDT이론의 경우 길이 대 두께비가 작은 경우에 그림 3에 

주어진 4층으로 이루어진 복합재에 비하여 오차가 적어진 것

을 알 수 있다. 이는 복합재를 구성하는 적층평판의 수가 적

을수록 이방성이 더 강하기 때문이며, 따라서 본 논문의 결

과와 같이 등방성을 띠는 많은 층으로 이루어진 적층평판의 

경우 더 정확한 결과를 갖는 것을 알 수 있다. 반면, HSDT 

이론의 경우에는 오차가 커진 것을 알 수 있는데, 이는 

HSDT 이론에서는 전단 강성을 보정하지 않기 때문이며, 이

에 따라 HSDT 이론에서 역시 전단 수정계수가 필요하다는 

점을 시사한다. 많은 층으로 이루어진 적층평판의 경우에도 

EHSDTM 이론이 처짐을 예측함에 있어서 가장 정확한 결

과를 갖는다는 사실을 알 수 있다.

2.4.2 직교적층평판의 변위와 응력분포

그림 6과 그림 7에서 4층으로 이루어진 직교적층평판에 

대한 변위와 응력들의 두께방향 분포를 보여주고 있다. 이때, 

계산된 결과는 길이 대 두께비가 4인 경우로써, 두꺼운 적층

평판에 대한 결과이다. 그림 6에서 EHSDTM, EFSDT, 

HSDT 이론의 경우 두께 방향으로의 면내변위 지그-재그 분

포를 비교적 잘 나타내고 있지만, 고전적 FSDT 이론은 면

내변위의 분포를 잘 표현하지 못함을 알 수 있다. 또한, 

EHSDTM 이론의 경우는 탄성해와 거의 일치하는 수준의 

정확성을 보여주는 것을 알 수 있다. 

그림 7에서는 두께 방향으로의 횡방향 전단응력의 분포를 

나타내고 있다. 여기서, 첨자(e)는 평형방정식을 통하여, 첨

자(c)는 구성방정식을 통하여 구해진 응력값들이다. EHS 

DTM 이론의 경우 평형방정식과 구성방정식을 통하여 얻어

진 두개의 결과가 모두 탄성해의 응력분포를 잘 표현하고 있

으며, 특히 EHSDTM(e)의 경우에는 탄성해와 거의 일치하

는 정확한 결과를 갖는다는 것을 알 수 있다. 또한, EFSDT 

(e)의 결과도 탄성해의 응력분포를 잘 표현하고 있는 것을 

알 수 있다. 여기서, 한가지 흥미로운 점은 EFSDT(e)의 결

과와 비교하여 EHSDTM(c)의 결과가 더 정확한 값을 갖는

다는 것이다. 즉, EHSDTM 이론이 갖는 또 다른 장점으로

는 구성방정식이라는 비교적 간단한 과정만으로도 정확한 응
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그림 9 Transverse shear stress of sandwich plate

그림 10 Transverse normal stress of sandwich plate

력분포결과를 얻을 수 있다는 점이다.

그림 8에서는 많은 층으로 이루어진 직교적층평판의 두께 

방향으로의 변위 분포를 나타내었다. 그림 8을 통하여

EHSDTM, EFSDT 이론이 다층적층평판의 변위분포를 잘 

표현하고 있다는 사실을 알 수 있다. 특히, EHSDTM 이론

의 경우 그림 6의 경우와 마찬가지로 탄성해와 거의 일치하

는 수준의 정확성을 보여주며, 따라서 변위 및 응력을 예측

함에 있어서 가장 효과적인 이론임을 알 수 있다.

2.4.3 샌드위치평판의 응력분포

그림 9와 그림 10에서는 길이 대 두께비가 작은 경우

(S=4)의 직교대칭 샌드위치 적층평판에 대한 횡방향 응력들

의 분포를 보여주고 있다. 이때, 각 면재의 두께는 /4로 가

정하였다. 

그림 9에서는 각 이론들에 대한 횡방향 전단응력의 분포

를 비교하고 있으며, 그림 9를 통하여 EFSDT(c)와 FSD 

T(e)는 거의 같은 결과값을 나타내며, 이는 탄성해의 응력분

포와는 어느 정도 오차가 있는 것을 알 수 있다. 반면, 

EHSDTM(e,c), EFSDT(e), HSDT(e)의 결과값들은 탄성

해의 응력분포와 비슷한 양상을 띠고 있는 것을 알 수 있다. 

정확도의 측면에서 보았을 때, EHSDTM(e)의 결과값이 탄

성해와 가장 근접하는 정확한 값을 나타내며, EHSDTM(c)

의 결과 또한 심재부분에서는 어느 정도 오차를 보이지만, 

전체적인 탄성해의 응력분포를 잘 표현하고 있다.

그림 10에서는 횡방향 수직응력의 분포를 비교하고 있다. 

그림 10에서 보여주듯이 EHSDTM, EFSDT 이론의 결과

값이 탄성해의 횡방향 수직응력분포를 잘 표현하고 있으며, 

역시 마찬가지로 EHSDTM 결과값은 탄성해와 거의 일치하

는 정확도를 갖는다는 것을 확인할 수 있다.

지금까지의 수치예제를 통하여 본 논문에서 제시하는 

EHSDTM이론이 결과의 정확도와 계산의 효율성의 측면에

서 보았을 때 다른 여러 이론들에 비하여 좋은 성능을 갖는 

유용한 이론임을 확인할 수 있다.

3. 결    론

본 연구에서는 혼합변분이론을 통한 강화된 고차전단변형

이론(EHSDTM)을 제안하였다. 변위 및 응력분석 과정에 있

어서 3차원 고차 지그재그 이론에 기초한 횡방향 전단응력, 

고전적 고차전단변형이론의 변위장을 사용하였으며, 혼합변

분이론을 통해 강화된 고차전단변형이론을 유도하였다. 계산

된 값들은 최소자승오차법을 통한 변위 및 응력분포의 후처

리과정을 거침으로써 보다 향상된 정확도를 갖게 된다. 수치

예로써 다양한 복합재료 적층평판과 샌드위치 평판에 대한 

단순지지 원통형 굽힘 문제를 해석하였다. 

본 논문에서 제시된 이론이 다른 이론들과 비교하여 복합

재료 적층평판의 변위와 응력분포를 정확하게 예측할 수 있

음을 알 수 있었다. 제시된 계산 과정이 다른 이론들의 계산

과정과 비교하여 효율적임을 알 수 있었다. 횡방향 전단응력

을 계산함에 있어서, 본 논문에서 제시된 이론은 구성방정식

만을 가지고도 비교적 정확한 결과를 얻을 수 있으며, 따라

서 계산 과정에 대한 이점을 갖는 것을 알 수 있다.

본 연구에서 제안한 EHSDTM은 고전적 HSDT와 동일하

게 계산 과정이 간단한 반면 변위와 응력분포의 예측에 있어

서는 고전적 고차이론보다 정확한 결과를 보일 뿐만 아니라 

탄성해와 비교하여 가장 정확한 결과를 나타내었다. 
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