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생 낭의 원리를 이용한 응력해석 개선

A Novel Methodology of Improving Stress Prediction via Saint-Venant’s Principle
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요  지

본 논문에서는 생 낭의 원리를 이용하여 보/ /쉘 등의 구조물에서 응력분포를 후처리함으로써 개선할 수 있는 방법을 

개발하 다. 생 낭의 원리에 따르면, 주어진 탄성문제에 해서 실제의 응력분포에 상 없이 합응력들로 문제를 기술할 수 

있다. 재까지 알려진 바에 따르면 유일하게 근 으로 타당한 이론들은 Euler-Bernoulli(E-B) 보이론과 Kirchhoff- 

Love(K-L) 이론 등이 있다. 많은 공학  문제들이 이 두 이론들에 기 하여 해석되어 왔음은 주지의 사실이다. 하지만, 

의 공학 문제들은 보다 정확한 해석기법을 요구한다. 본 연구에서는 자유도가 상 으로 많은 고차이론 등을 사용하지 

않고, 고 인 E-B 는 K-L 해석결과를 합응력 등가의 원리를 이용하여 후처리함으로써 변   응력분포를 정확하게 

측할 수 있는 방법을 개발하 고, 이방성 보 수치 제를 통해 제안된 방법론을 탄성해석법과 비교․검증하 다.

핵심용어 : 생 낭의 원리, 응력해석, 보, 

Abstract

In this paper, a methodology is proposed to improve the stress prediction of plates via Saint Venant's principle. According to 

Saint Venant's principle, the stress resultants can be used to describe linear elastic problems. Many engineering problems have 

been analyzed by Euler-Bernoulli beam(E-B) and/or Kirchhoff-Love(K-L) plate models. These models are asymptotically correct, 

and therefore, their accuracy is mathematically guaranteed for thin plates or slender beams. By post-processing their solutions, one 

can improve the stresses and displacements via Saint Venant's principle. The improved in-plane and out-of-plane displacements 

are obtained by adding the perturbed deflection and integrating the transverse shear strains. The perturbed deflection is calculated 

by applying the equivalence of stress resultants before and after post-processing(or Saint Venant's principle). Accuracy and 

efficiency of the proposed methodology is verified by comparing the solutions obtained with the elasticity solutions for orthotropic 

beams.

Keywords : saint-venant's principle, stress analysis, beam, plate
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1. 서    론

고강도  다기능성을 요구하는  공학의 요구에 부응하

기 해 많은 복합재료  하이 리드 구조물이 개발되어 왔다

(Jones, 1975). 철이 주재료인 시기에는 등방성 구조물의 해

석  설계가 주를 이루었고, 보 구조물에 해서는 Euler 

-Bernoulli(E-B) 모델이,  구조물에 해서는 Kirchhoff- 

Love(K-L) 모델이 리 사용되어 왔다(Timoshenko 등, 

1959). 복합재료 등의 이방성 재료를 사용하는 구조물에 해

서는 Rankine-Timoshenko(R-T) 보 이론  Reissner- 

Mindlin(R-M)  이론이 사용되어 왔고, 보다 정확한 해석 

 설계를 하여 다양한 고차이론들이 지난 30년간 꾸 히 

개발되어 왔다(조맹효, 1994; 2002; Carrera, 2003). 이 

외에도 일차 단변형이론(R-T 는 R-M)을 강화 는 변형

하여 고차이론들에서 요구하는 많은 자유도를 이려는 많은 

시도가 있어 왔다. 

고차이론들이 많이 개발되던 70년 에서 90년 까지는 고

차이론의 황 기 고, 동시에 많은 논쟁들이 있었다. 그 표
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인 것으로는 두 가지가 있는데 첫째, 일차 단변형이론이 고

 이론(E-B 는 K-L)에 비해 항상 정확한가?(Nicholson 

등, 1977; Heijden 등, 1977) 둘째, 고차이론에서 사용되어

지는 경계조건이 근 으로 정확한가?(Gregory 등, 1984; 

Fan 등, 1994)이다. 첫 번째 문제는 특수한 경우에 일차 단

변형이론이 고  이론 보다 모든 경우에 정확하지 않다는 것

은 밝 졌고, 두 번째 문제는 아직 진행형이다. 따라서 일부 연

구자들은 고  이론에 기반을 두어 고차이론 는 유사 이론을 

개발하려는 시도를 하 다(조맹효, 1994; Carrera, 2003). 결

과 으로 면내 응력  횡방향 단응력은 어느 정도 만족할 

만한 성과를 거두었고, 그 표 인 방법으로는 3차원 응력 평

형방정식을 이용하여 면외 응력들을 개선하는 것이다. 문제는 

3차원 평형방정식을 통해 응력을 어느 정도 개선할 수는 있었

으나, 일반 으로 단변형을 포함하는 처짐을 개선할 수는 없

었다(김 식 등, 2007; Oh 등, 2008). 이 부가 인 처짐은 

면내 응력의 두께방향 분포  고유 진동수에 향을 주기 때

문에 이방성 구조물의 해석에서 요하다. 단수정계수의 도

입을 통해 일차 단변형이론에서는 이런 문제를 어느 정도 해

결할 수 있었지만, 이방성 구조물에 한 정확한 단수정계수

의 계산은 어려운 문제로 남아 있다. 

본 논문에서는 자유도를 추가로 고려하는 고차 단변형이론

들을 사용하지 않고, 고 이론과 단수정계수가 없는 일차

단변형이론의 해만을 이용하여 응력  변 를 개선하는 방법

을 개발하고자 한다. 응력  변  개선을 해서 본 논문에서

도 잘 알려진 3차원 응력 평형방정식을 이용한다. 이 때 처짐

에 부가 인 변수를 도입하고 생 낭의 원리(Timoshenko 

등, 1951; Barber, 1992)를 용하여 부가 인 변수를 결정

한다. 여기서 생 낭의 원리는 응력 개선 후에 합응력은 등

가하다는 것이다. 이 게 함으로써 후처리만을 통해서 변   

응력을 모두 개선할 수 있고, 등방성 보 구조물에서는 탄성해

와 정성 으로 일치하는 결과를 얻을 수 있다.

2. 정식화

이장에서는 생 낭의 원리를 소개하고, 이이서 이방성 보

에 한 고 이론(E-B)  일차 단변형이론(R-T)에서 생

낭의 원리를 용하여 응력  변 를 개선하는 방법에 

하여 기술한다.

2.1 생 낭의 원리

생 낭의 정의는 “정 등가 하 이 작용하는 시스템에서 

역의 최 치수 이상 떨어진 의 응력상태는 동일함” 이다

(Timoshenko 등, 1951; Barber, 1992). 이를 확 해석 

하면 동일한 하 에 한 구조물의 해석 결과에서 반드시 만

족해야 하는 것은 응력분포가 아니라 정 등가 하 이다. 여

기서 정 등가 하 이라 함은 축 합력과 모멘트 합력을 뜻하

고, 이를 합응력이라 한다. 

고 이론을 용하여 구조물의 해석을 수행하고 얻은 해들

을 이용해 변  는 응력을 개선하기 해서는 후처리로 얻

어진 합응력은 개선 의 합응력과 반드시 등가해야 한다는 

것을 알 수 있다. 한 개선 의 합응력은 구조물의 평형방

정식을 만족하기 때문에 개선후의 합응력 한 평형방정식을 

만족하게 된다. 이를 식으로 표 하면 다음과 같다. 

/2 /2

/2 /2
/2 /2

/2 /2

h hA B
xx xx xxh h

h hA B
xx xx xxh h

N dz dz

M zdz zdz

σ σ

σ σ
− −

− −

= =

= =

∫ ∫
∫ ∫

(1)

식 (1)에서 서로 다른 응력분포 A와 B가 있을 때 만약 

이 두 응력이 동일한 시스템의 해석결과라면 축 합력과 모멘

트 합력은 동일해야만 한다. 하지만 응력의 분포는 다를 수 

있다는 것이다. 따라서 응력상태 B는 다음과 같이 표시할 수 

있다. 

B A C
xx xx xxσ σ σ= + (2)

응력상태 C는 합응력이 이 되어야 함을 알 수 있다. 즉,

/2 /2

/2 /2
0

h hC C
xx xxh h
dz zdzσ σ

− −
= =∫ ∫ (3)

여기서, 응력상태 C는 구조물의 경계( , 보의 양단)와 도메

인에서의 경계( , 보의 윗면과 아랫면)층 응력상태라고 생

각 할 수 있다. 응력상태 C를 정확하게 측한다는 것은 정

확해(exact solution)를 안다는 것과 마찬가지이다. 일반

으로 응력상태 C는 3차원 유한요소법을 사용하지 않으면 알 

수 없다. 힘의 평형이라는 에서 보면 어떠한 경우에도 

응력상태 C는 식 (3)을 만족해야 한다. 

2.2 이방성 보의 정식화

본 논문에서는 2.1 에서 설명한 생 낭의 원리를 용한 

를 보이기 하여 윗면과 아랫면에서 분포하  와 를 

받고 있는 이방성 보
1)
(높이 , 폭 , 길이 )를 제로 채택

1) 탄성계수와 단강성계수가 독립 인 보를 뜻함.
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그림 1 Configuration of an orthotropic beam

하 다(그림 1). 

2.2.1 고  보이론(E-B)

고  보이론에서 변 장은 다음과 같이 주어진다.

1 1 3,1

3 3

( , ) ( ) ( )
( , ) ( )

u x z v x zv x
u x z v x

= −
=

(4)

여기서, 는 보의 변 를,  는 보의 기 면에서의 

변 를, 그리고 ∙은 ∙에 한 좌표에 한 미분을 

나타낸다. 하첨자 는 1 는 3의 값을 가지며, 각각 축 

는 축 방향의 성분을 의미한다. 이 변 장으로부터 면내 응

력은 다음과 같이 계산된다.

11 1,1 3,11( )E v zvσ = − (5)

여기서, 는 Young’s modulus이다. 

식 (5)의 면내응력을 미분하여 2차원 평형 방정식으로부

터 횡방향 단응력을 계산한다. 

2
2

13 11,1 3,111/2

1
2 4

z

h

hdz Ev zσ σ
−

⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ (6)

면내 평형방정식   , 그리고 식 (6)과 단 구성방

정식으로부터 개선된 변 장을 계산할 수 있다. 

13 1,3 3,1( )G u uσ = +% %   (7)

여기서, 는 shear modulus이고, 횡방향 변 는 섭동항

()을 포함하는 식으로 다음과 같이 가정하 다. 

 

3 3 3( , ) ( ) ( )u x z v x w x= +%  (8)

식 (8)을 식 (7)에 입하고 두께방향(즉, 축 방향)으로 

분함으로써 면내변 를 다음과 같이 얻는다.

( )1 1 1 3,1 3,1

2
3

3,111

( , ) ( ) ( )

1
2 3 4

u x z v w x v w x z

E hv z z
G

= + − +

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

%

 (9)

여기서, 은 면내변  섭동항이다. 식 (9)를 이용하여 면내 

변형률을 계산하고, 구성방정식을 이용하여 개선된 면내 응

력을 구한다. 

( ) ( )11 1,1 1,1 3,11 3,11

2 2
3

3,1111
1

2 3 4

E v w E v w z

E hv z z
G

σ = + − +

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

%

(10)

문제는 식 (10)에서 섭동항들이 미지수이므로 계산되어져

야만 한다. 이 섭동항들은 2.1 에서 기술한 식을 이용하여 

계산할 수 있다. 식 (5)의 면내응력으로부터 합응력과 식

(10)으로부터 계산한 합응력과 같다는 것이다. 즉,

/2 /2

11 11/2 /2

h h

h h
dz dzσ σ

− −
=∫ ∫ % (11)

/2 /2

11 11/2 /2

h h

h h
zdz zdzσ σ

− −
=∫ ∫ % (12)

식 (11)로부터 섭동항 은 다음과 같이 같다.

(1)
1,1 1 10w w c= → =  (13)

그리고 식 (12)로부터 섭동항 는

2

3,11 3,1111

2
(1)

3,1 3,111 3

2
(1) (2)

3 3,11 3 3

10

10

10

h Ew v
G

h Ew v c
G

h Ew v c x c
G

⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (14)

식 (13)과 식 (14)에서 상수들은 보의 경계조건으로부터 

구할 수 있다. 특히 횡방향 변  섭동항은 변  경계조건에 

민감함을 알 수 있는데 자세한 내용은 수치 제에서 다룰 것

이다. 

식 (14)의 첫 번째 식을 식 (10)에 입함으로써 개선된 

면내응력을 고 이론(E-B)의 해만으로 표시할 수 있다. 횡

방향 단응력은 식 (6)에 주어진 것과 같고, 횡방향 수직응

력은 식 (6)을 2차원 평형방정식에 입하고 두께 방향으로 
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그림 2 Cantilever loaded at the end

분함으로써 계산된다. 즉,

33 13,1/2

2 3
3

3,1111
1 1
2 3 4 12

z

h
dz p

h hEv z z p

σ σ −

−

−

= − +

⎛ ⎞
= − − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫

 (15)

정리하면 식 (6), 식 (10), 식 (15)는 다음의 2차원 응력 

평형방정식을 만족하는 statically admissible stress field 

(Dym 등, 1973) 이다. 

11,1 13,3

13,1 33,3

0
0

σ σ
σ σ

+ =
+ =

%

 (16)

여기서, 면내 수직응력과 횡방향 단응력은 변 장 식 (8)

과 식 (9), 그리고 구성방정식을 통해 계산된다.

2.2.2 일차 단변형이론(R-T) 

티모센코(Timoshenko) 보이론으로 잘 알려져 있는 일차

단변형이론(R-T)에서 변 장은 다음과 같이 주어진다.

1 1

3 3

( , ) ( ) ( )
( , ) ( )

u x z v x z x
u x z v x

θ= +
=  (17)

2.2.1 에서 기술한 차에 따르면 개선된 변 장은 다음

과 같이 기술된다. 

( )1 1 1 3,1 3,1

2
3

,11

3 3 3

( , ) ( ) ( )

1
2 3 4

( , ) ( )

u x z v w x v w x z

E hz z
G

u x z v w x

θ

= + − +

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎝ ⎠
= +

%

%  (18)

이 변 장으로부터 면내응력과 횡방향 단응력은 다음과 

같이 주어진다.

( ) ( )11 1,1 1,1 3,11 3,11

2 2
3

,111
1

2 3 4

E v w E v w z

E hz z
G

σ

θ

= + − +

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎝ ⎠

%

  (19)

2
2

13 ,11
1
2 4

hE zσ θ ⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠  (20)

횡방향 수직응력은 식 (20)으로부터 

2 3
3

33 ,111
1 1
2 3 4 12

h hE z z pσ θ −⎛ ⎞
= − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
(21)

섭동항들은 2.2.1 의 식 (11)과 식 (12)를 이용하여 각

각 다음과 같이 계산되어진다. 면내 섭동항은 다음과 같다.

(1)
1,1 1 10w w c= → =   (22)

그리고 면외 섭동항은

( )

( )

( )

2

3,11 3,11 ,1 ,111

2
(1)

3,1 3,1 ,11 3

2
(1) (2)

3 3 ,1 3 3

10

10

10

h Ew v
G

h Ew v c
G
h Ew v dx c x c

G

θ θ

θ θ

θ θ

⎛ ⎞= − + + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= − + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= − + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ (23)

식 (23)에서도 알 수 있듯이 횡방향 변 를 일반 인 구

조해석에 용하기에는 분식을 포함하고 있어 어렵다. 하

지만 식 (23)의 첫 번째 식을 식 (19)에 입하여 면내응력

을 분없이 회 각 변수()의 3차미분값을 이용하여 바로 

계산할 수 있다. 다음장의 수치 제에서는 식 (23)의 세 번

째 식을 계산하여 면외 섭동항을 두 번 미분한 값의 정확도

를 검증한다. 

3. 수치 제

이장에서는 이방성 외팔보와 단순지지 보에 하여 2장에서 

기술한 방법을 사용하여 해석해를 구하고 티모센코의 탄성해

와 비교한다. 편의상 폭은 단 길이(  )로 가정하 다.

3.1 단력 하의 외팔보

티모센코의 탄성론 책(Timoshenko 등, 1951)에 다루어

진 고 인 문제이다(그림 2 참조). 자유단에서 단력 P가 

가해졌을 때 면내 응력은 1차 함수로 나타나고, 횡방향 단

응력은 2차함수로 주어지며, 면외 수직 응력은 0이다.

외팔보 문제에서는 면내응력과 횡방향 단응력이, 보의 
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그림 3 Comparison of normalized deflections of the 

cantilever beam loaded at the end

평형 방정식으로부터  0이 얻어지기 때문에, 식 (10)

과 식 (6)에 의해서 정확하게 계산이 된다. 따라서 변 를 

계산하여 탄성해와 비교하는 것으로 충분하다.

이 문제의 탄성해(Timoshenko 등, 1951)는 변  경계

조건을 기술하는 방식에 따라 바 게 되는데(Gregory 등, 

1984), 본 연구에서는 참고문헌(Horgan 등, 1991)에서 제

시한 두께 방향으로의 평균 회 각이 0이라는 조건을 부과하

여 다시 계산하 다. 이 조건은 다음과 같이 주어진다.

/ 2 / 2TE TE
3 1/ 2 / 2
(0, ) (0, ) 0

h h

h h
u z dz zu z dz

− −
= =∫ ∫  (24)

이 조건으로부터 티모센코의 탄성해는 다음과 같이 주어진다. 

TE EB
3 3

6 (3 5 )( ,0) ( )
5 10
Px P x lu x v x
GA EA

ν −= + +  (25)

여기서, 는 보의 단면 을 나타내고, 는 포아송비이다. 

3.1.1 고  보이론의 해 

고  보이론의 처짐은 다음과 같이 얻어진다.

2 3
EB
3 ( ) 2 6

Plx Pxv x
EI EI

= −   (26)

여기서, 는 보 단면의 성모멘트이다. 고  보이론의 해 식 

(26)를 식 (14)에 입하고, 평균변  경계조건 식 (24)를 

용하면 고  보이론의 개선된 해를 얻을 수 있다.

EB EB
3 3

6( ) ( )
5
Pxu x v x
GA

= +%  (27)

식 (27)은 탄성해 식 (25)와 비교하여 단지 미세한 포아

송 효과의 차이만 있다. 식 (25)의 마지막 항은 두께방향으

로의 포아송 비 효과로 그 크기가 매우 작다. 한 탄성해와 

마찬가지로 잘 알려진 이방성 보(orthotropic beam)에 

한 단수정계수 5/6을 포함하고 있다. 이 문제에 있어서는 

  이기 때문에 면내 응력에서 면외 섭동항의 향이 

없다. 따라서 횡방향 변 만을 개선할 수 있음을 알 수 있다. 

그림 3에 식 (25)~(27)의 결과를 무차원화하여 도시하

다. 수치비교를 하여 이방성 재질상수  보의 제원은 

25,  0.25,  4으로 각각 가정하 다. 

두 번째 제인 분포하  하의 단순지지 보에서는 면외 섭동

항이 어떻게 면내 응력 개선에 기여하는지 보여  것이다.

3.1.2 일차 단변형이론의 해 

일차 단변형이론의 해는 외팔보 문제에 해서는 다음과 

같이 얻어진다.

RT EB
3 3( ) ( )

( ) ( 2 )
2

Pxv x v x
GA

Px x x l
EI

θ

= +

= −  (28)

식 (28)을 식 (23)에 입하고 경계조건 식 (24)를 용

하면, 일차 단변형이론의 개선된 해는 고  보이론의 해와 

정확하게 일치한다. 

RT EB
3 3

6( ) ( )
5
Pxu x v x
GA

= +%   (29)

여기서, 식 (28)에서는 없었던 단수정계수 5/6이 개선된 

후에는 나타나게 됨을 알 수 있다. 

3.2 분포하  하의 단순지지 보

이 에서는 개선된 응력의 정확도를 확인하기 하여 균

일 분포하 을 받는 단순지지 보(그림 4)를 제로 선택하

다. 이 문제에 한 탄성해는 참고문헌(Timshenko 등, 

1951; Barber, 1992)에 잘 기술되어 있다. 응력들은 다음

과 같이 주어진다.

( )
2

TE 3
11

1
2 3 20
q q hx l x z z z
I I

σ ⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (30)
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그림 4 Simply-supported beam under uniform pressure

그림 5 Comparison of normalized deflections of the 

simply-supported beam under uniform pressure

( )
2

TE 2
13

TE 3
33 3

2
4 4

3 41
2

q hx l z
I
q z z

h h

σ

σ

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

그리고 보 앙에서의 처짐은 다음과 같이 계산된다.

4 2
TE
3 2

24

5 3( ,0)
384 20

3
320

l ql qlu
EI GA

ql h
EI l

ν

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞− ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

  (31)

3.2.1 고  보이론의 해 

고  보이론의 횡방향 변 는 다음과 같이 계산된다.

EB 3 2 3
3

1( ) ( 2 )
24

qv x x x x l l
EI

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (32)

식 (14)에 식 (32)를 입하고 변  경계조건(즉, 양단에

서 처짐은 , 즉,   0)을 용하여야 한다. 

잘 알려진 것과 같이 단순지지 경계조건은 생 낭의 원리가 

그 로 용되는 표 인 이다. 따라서 3.1 에서 기술한 

외팔보 문제와 다르게 고 인 경계조건이 그 로 용될 

수 있다(Fan 등, 1994). 결과 으로 횡방향 변  섭동항을 

다음과 같이 얻을 수 있다.

( )EB
3

6( )
5 2

qw x x x l
GA

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (33)

앙에서의 처짐은 다음과 같다.

24
EB TE
3 32 2

3( ) ( ,0)
320

l l ql hu u
EI l

ν ⎛ ⎞⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

%  (34)

탄성해와 비교하여 개선된 해의 오차는 포아송비와 두께비

()의 제곱에 비례함을 알 수 있고, 횡방향 수직응력에 의

한 향이다. 포아송비가 을수록 그리고 두께비가 작을수

록 오차는 감소한다. 식 (33)와 (34)에서 보여지듯이 고

인 경계조건하에서도 섭동항은 일반 으로 0이 아님을 알 

수 있다. 그림 5에 식 (31)~(34)의 결과를 무차원화 하여 

도시하 다. 수치비교를 하여 재질상수  보의 제원은 

25,  0.25,  4으로 각각 가정하 다.

횡방향 단응력과 수직응력은 식 (30)에 주어진 탄성해

와 일치하기 때문에 생략하 다. 개선된 면내 응력은 식 

(32)와 식 (33)을 식 (10)에 입하고 정리하면 다음과 같

이 얻어진다.

( )

( )

2
EB
11

2
3

2
3

2 2 5

1
2 3 4

2
1

2 3 20

q q E hx x l z z
I I G

q E hz z
I G
q x x l z
I
q E hz z
I G

σ ⎛ ⎞⎛ ⎞= − + ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

= −

⎛ ⎞⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

%

 (35)

여기서,  친 식은 식 (14)에 의한 면내응력의 보정을 나

타낸다. 을 두 번친 항은 등방성 재료인 경우()로 

표시할 수 있고, 식 (30)의 탄성해와 비교하여 오차는 다음

과 같다.

2
TE EB 3
11 11

1
3 20

q hz z
I

σ σ ν ⎛ ⎞
− = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
%   (36)

식 (36)에서 보여지는 것처럼 개선된 면내응력의 오차는 

포아송비에 비례한다. 이 오차 한 횡방향 수직응력에 의한 

향이고, 일반 으로 보의 길이가 긴 경우 향이 매우 작
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다. 포아송비가 0인 경우 탄성해와 정확하게 일치한다. 

3.2.2 일차 단변형이론의 해 

개선된 응력  변 는 고  보이론의 개선된 값들과 같기 

때문에 이 에서는 개선되기 의 횡방향 변 만 고찰하기

로 한다. 일차 단변형이론에서의 횡방향 변 는 단수정계

수를 고려했을 때 다음과 같다.

( )RT EB
3 3( ) ( )

2 s

qv x v x x x l
k GA

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
  (37)

여기서, 는 단수정계수이다. 식 (37)과 식 (33)를 비교

해보면 단수정계수가 5/6임을 알 수 있다.

개선된 면내응력을 평형방정식을 이용하여 계산할 경우에

는 일차 단변형의 효용이 고  보이론과 같음을 보여 다. 

물론 한 단수정계수를 알 수 있다면 처짐의 계산에서

는 일차 단변형이론이 우 를 보이지만, 일반 으로 단수

정계수는 복합재료 보의 경우에 측이 쉽지 않다. 한 면

내응력  횡방향 단응력을 개선하기 해서는 일차 단변

형이론에서도 3차원 응력 평형방정식을 사용하는 것이 필수

임을 감안하면, 고  보이론과 비교하여 특별한 장 이 없다

고 할 수 있다.

4. 결    론

본 논문에서는 고  보이론  일차 단변형이론의 해를 

후처리함으로써 응력  변 를 개선할 수 있는 방법론을 제

시하 다. 이 방법은 생 낭의 원리를 통하여 개선 후의 

면내 수직 응력으로 인한 축 합력과 모멘트 합력의 등가임을 

보이고, 이를 이용하여 응력  변 를 개선하 다. 본론  

수치 제를 통하여 얻은 결론들을 아래와 같이 정리할 수 있다.

∙생 낭의 원리를 이용하여 개선된 변 장에서의 섭동항

들을 후처리만으로 구할 수 있었다. 횡방향 변 의 개

선을 새로운 보의 지배방정식을 풀지 않고 구한 것은 

주요한 결론 의 하나이다.

∙고  보이론과 일차 단변형이론의 개선된 해는 같은 

결과를 보여 다.

∙고  보이론에서의 횡방향 변  섭동항은 일차 다항식의 

형태로 보의 기하학  경계조건으로부터 계산할 수 있는

데 반해, 일단 단변형이론에서는 변수의 분을 포함하

므로 자가 보다 효율 인 방법임을 알 수 있었다. 

∙이방성 외팔보  단순지지보의 수치 제를 통해 본 논

문에서 제안된 응력해석 개선기법이 탄성해와 비교하여 

매우 정확한 결과를 얻을 수 있었다. 

∙단순지지보에서의 오차는 횡방향 수직 응력에 의한 

향으로 횡방향 워핑함수
2)
를 도입하면 해결될 수 있을 

것으로 단된다.

∙변  경계조건이 문제되지 않는 단순지지보에서도 섭동

항은 0이 아님을 알 수 있었다. 이는 우리가 고차이론

을 통해 단순지지보의 처짐을 향상시킬 수 있다는 것과 

일치한다.

본 논문에서 제안된 방법은 이방성 보, , 쉘 구조물뿐만 

아니라 복합재료 구조물에도 용할 수 있다. 두께방향으로의 

비 칭(anti-symmetric) 층 복합재료 구조물의 경우에는 

면내 변  섭동항()이 요한 역할을 하게 된다. 재 제시

된 방법을 일반 인 이방성(general anisotropic) 구조물  

동역학 문제에 하여 용하는 방법을 연구 에 있다. 
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