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요 약

본 논문에서는 위치와 척도모수가 모두 알려지지 않은 역가우스분포에 대한 적합도 검정으로 기존에 개발된 엔트로

피 기반 검정을 확장한 쿨백-라이블러 정보 기반 적합도 검정을 소개한다. 역가우스분포에 대한 단순 또는 복합 영

가설을 검정하기 위한 4가지 형태의 검정통계량을 제시하고 검정통계량의 계산에 사용할 표본크기에 따른 윈도크기

와 기각값을 모의실험을 통해 결정하여 표의 형태로 제공한다. 검정력 분석을 위해 수행한 모의실험의 결과에서 위

치와 척도모수가 모두 알려진 역가우스분포에 대한 쿨백-라이블러 정보 기반 적합도 검정은 모든 대립분포와 표본크

기에서 EDF 검정들보다 좋은 검정력을 가지는 것으로 나타난다. 위치모수 또는 척도모수만 알려진 역가우스분포

에 대한 쿨백-라이블러 정보 기반 적합도 검정은 모든 대립분포에 대해서 표본크기가 커짐에 따라 검정력이 증가하

는 경향을 보인다. 위치와 척도모수가 모두 알려지지 않은 역가우스분포에 대한 쿨백-라이블러 정보 기반 적합도 검

정은대체적으로엔트로피기반검정과비슷한수준의검정력을보이는것으로나타나고이결과를통해서두검정은

동일함을확인할수있다.

주요용어: 역가우스분포, 쿨백-라이블러정보, 적합도검정, 검정력.

1. 서론

역가우스분포 IG(µ, λ)를따르는확률변수 X는확률밀도함수로

f(x;µ, λ) =

√
λ

2πx3
exp

{
−λ(x− µ)2

2µ2x

}
, x > 0, µ > 0, λ > 0 (1.1)

을 가지게 된다. 역가우스분포는 양방향 유동(positive drift)을 하는 브라운 운동에서 입자가 a 지점에

서 출발하여 b > a 지점에 처음으로 도달할 때까지 걸린 첫 통과시간의 분포로 Schrödinger (1915)와

Smoluchowsky (1915)에 의해 독립적으로 처음 제시되었다. 이후에 Hadwinger (1940)는 어떤 생물

집단과 연관된 재생기능의 연구에서 기능방정식의 해로써 역가우스분포의 확률밀도함수를 얻게 되고
Wald (1945)는 축차분석에서 표본크기에 대한 근사분포로 역가우스분포를 유도한 바가 있다. Tweedie

(1945, 1946, 1947, 1956, 1957a, 1957b)는 역가우스분포의 누적적률함수(cumulant function)는 정규
분포의 누적적률함수의 역이 됨을 발견했고 이 사실에 근거하여 Schrödinger (1915)와 Smoluchowsky

(1915)가 발견한 첫 통과시간의 분포를 역가우스분포로 명명했다. 이와 함께, 역가우스분포에서 유도되

는 많은 중요한 통계적인 성질들은 정규이론 하에서 얻게 되는 결과들과 매우 유사함을 보였다. 통계적

인 관점에서 역가우스분포를 심도 있게 다룬 Tweedie의 연구결과들은 현대 통계학계에 역가우스분포의
유용성을알게해주는계기가되었다.
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역가우스분포의 형상은 ϕ = λ/µ에만 의존하게 되고 확률밀도함수는 ϕ가 0에서 부터 ∞까지 변화함에
따라매우치우친분포로부터거의대칭적인분포에이르는폭넓은분포족을표현할수있다. 이런측면

에서 역가우스분포는 다양한 형상을 보이는 자료를 묘사하기 위한 확률모형으로의 융통성을 제공할 뿐

만 아니라 정규이론과 흡사한 통계적 결과로의 접근성이 용이함으로 인해 폭넓은 분야에서 비대칭자료
의 분석을 위한 모형으로 활용이 되고 있다 (Chhikara와 Folks, 1989; Seshadri, 1999). 역가우스분포

가 이론 또는 응용적인 측면에서 비대칭 자료의 분석을 위한 확률모형으로 융통성이 있고 용도가 넓은

것이 많은 분야에서 증명이 되었다고 하더라고 자료분석을 위해 역가우스분포에 기반한 통계적 방법들

을 이용하고자 한다면 역가우스분포의 적용에 대한 타당성 여부를 우선적으로 알아보아야 한다. 이런

목적으로 Edgeman 등 (1988)과 Edgeman (1990)은 경험적 분포함수를 이용하는 적합도 검정을 제안

한 바가 있다. 최근에 Mudholkar와 Tian (2002)은 역가우스분포의 엔트로피 특성짓기 결과에 바탕을

둔엔트로피기반검정을제시했고검정력비교를위한모의실험의결과를바탕으로엔트로피기반검정
이 Edgeman 등 (1988)과 Edgeman (1990)이제안한경험적분포함수를이용한검정들보다더나은검

정력을 가짐을 보고했다. 그런데, 엔트로피 기반 검정은 µ와 λ가 모두 알려져 있지 않는 역가우스분포

의 적합을 알아보고자 하는 경우에만 사용이 가능하고 실제 응용에서 µ와 λ가 모두 또는 둘 중 하나가

알려져있는역가우스분포에대한적합을검토해야하는경우가발생할수가있으므로이경우에대해서

도사용가능한검정이필요하게된다.

본 논문에서는 역가우스분포에 대한 단순 또는 복합 영가설을 검정하기 위한 방법으로 Mudholkar와

Tian (2002)이 제안한 엔트로피 기반 검정을 확장하고자 한다. 제안한 검정은 Shannon (1948)의 엔트

로피를 확장한 쿨백-라이블러 정보 (Kullback과 Leibler, 1951)에 기초를 두고 있으며 µ와 λ가 모두 알

려지지 않은 복합 영가설에 대해서는 엔트로피 기반 검정과 같게 된다. 2절에서는 적합하고자 하는 역

가우스분포에서 µ와 λ가 모두 알려져 있는 경우, 둘 중 하나가 알려져 있는 경우와 둘 다 알려져 있지

않는 경우에 대한 쿨백-라이블러 정보 기반 적합도 검정을 소개한다. 3절에서는 검정통계량의 계산에

사용할 표본크기별 윈도크기와 유의수준 5%에 대한 기각값을 모의실험을 통해 결정한다. 또한 근사기
각값의 계산을 위한 공식을 제시하고 회귀분석을 통해 계수들을 추정한다. 4절에서는 쿨백-라이블러 정

보기반적합도검정의검정력을알아보기위해서대립분포로선택한감마분포, 와이블분포, 로그정규분
포와 표본크기 10, 30, 50에 대한 모의실험을 수행한다. 5절에서는 실제 자료를 사용하여 쿨백-라이블

러정보기반적합도검정을수행하는과정을단계별로살펴본다. 6절에서는결론을맺는다.

2. 쿨벡-라이블러 정보 기반 적합도 검정

크기 n의 표본 X1, X2, . . . , Xn이 확률밀도함수 f(x)를 갖는 어떤 분포에서 추출되었다고 하자. 검정

하고자 하는 역가우스분포에서 µ와 λ에 대해 주어진 값이 각각 µ0와 λ0라고 한다면, 적합도 검정을

위한 가설은 다음의 4가지 중 하나로 설정할 수 있다: (1) H0 : f(x) = f(x;µ0, λ0) vs. H1 :

f(x) ̸= f(x;µ0, λ0), (2) H0 : f(x) = f(x;µ0, λ) vs. H1 : f(x) ̸= f(x;µ0, λ), (3) H0 : f(x) =

f(x;µ, λ0) vs. H1 : f(x) ̸= f(x;µ, λ0), (4) H0 : f(x) = f(x;µ, λ) vs. H1 : f(x) ̸= f(x;µ, λ).

Mudholkar와 Tian (2002)이 제안한 엔트로피 기반 검정은 다음의 엔트로피 특성짓기 결과를 이용하고

있다. 확률밀도함수 f(x;µ, λ)를 가지는 역가우스 확률변수 X에 대해 Y = 1/
√
X로 변환된 확률변수

는확률밀도함수가

g
(
y; ν, ξ2

)
=

√
2

πξ2
exp

{
− (y2 − ν)2

2ξ2y2

}
, y > 0, ν > 0, ξ2 > 0 (2.1)

로 주어지는 제곱근 반비례(squared root-reciprocal) 역가우스분포를 하게 된다. ξ2 = E(Y −2) −
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E(Y 2)으로 주어진 값을 가지는 모든 비음의 연속확률변수들 중에서 확률변수 Y의 엔트로피는 최대

가되며그값은 log
(
ξ2πe/2

)
/2가된다.

그런데, 두 모수 ν = 1/µ와 ξ2 = 1/λ을 가지는 제곱근 반비례 역가우스분포의 엔트로피는 모수 ξ2 =

1/λ에 의존하게 되므로 엔트로피 검정은 (4)의 복합 영가설에 대한 검정에만 사용할 수 있으므로 (1)–

(3)의 가설에 대한 검정에는 이용될 수가 없다. 이 절에서는 (1)–(4)의 가설에 대해서 사용할 수 있는

확장된엔트로피검정을쿨백-라이블러정보에기초하여구축하고자한다.

표본 X1, X2, . . . , Xn에 대해서 Y = 1/
√
X을 적용해서 얻게 되는 변환된 표본 Y1, Y2, . . . , Yn이 확

률밀도함수 g(y)를 가지는 분포를 따른다고 하면, 가설 (1)에 대한 적합도 검정은 H0 : g(y) =

g(y; ν0, ξ
2
0) vs. H1 : g(y) ̸= g(y; ν0, ξ

2
0)에 대한 검정이 되며, ν0 = 1/µ0와 ξ20 = 1/λ0이다. 영

가설과대립가설을판별하기위해서사용할쿨백-라이블러정보는

DI(g : g0) =

∫ ∞

0

g(y) ln
g(y)

g0(y)
dy

= −H(g)− 1

2
ln

2

πξ20
+

1

2ξ20

∫ ∞

0

(
y − ν0

y

)2

g(y) dy

= −H(g)− 1

2
ln

2

πξ20
+

1

2ξ20
Eg

(
Y − ν0

Y

)2
(2.2)

로얻게된다. 여기서 g0(y) = g(y; ν0, ξ
2
0)이고 H(g)는 확률밀도함수 g(y)를가지는 대립분포의엔트로

피로아래와같이

H(g) = −
∫ ∞

0

g(y) ln g(y)dy (2.3)

로 정의된다. DI(g : g0)는 두 분포간의 불일치 정도를 나타내는 측도가 되고 g(y) = g0(y)이면 DI(g :

g0) = 0이고 g(y) ̸= g0(y)이면 DI(g : g0) > 0이 된다. DI(g : g0)가 0에 가까운 작은 값을 가지면 영가

설을 지지하게 되는 반면에 큰 값을 가지면 대립가설을 지지하게 된다. 검정에 사용할 통계량의 결정을

위해서 DI(g : g0) 대신에

KL =
√
2πe exp {−DI(g : g0)} =

2
√
e exp {H(g)}

ξ0 exp

{
Eg (Y − ν0/Y )2

2ξ20

} (2.4)

로 주어지는 단조변환된 정보를 고려하기로 한다. KL은 0과
√
2πe 사이의 값을 가지게 되며 영가설 하

에서는 KL =
√
2πe가되고대립가설하에서는 KL <

√
2πe가된다.

KL을 검정통계량으로 사용하려면 대립분포에서의 엔트로피 H(g)와 기대값 Eg (Y − ν0/Y )2을 추정

해야 한다. 기존의 개발된 엔트로피에 대한 추정량들 중에서 적합도 검정에서 가장 많이 활용이 되

는 것은 Vasicek (1976)에 의해 제안된 표본엔트로피이다. Vasicek (1976)에 따르면 표본엔트로피

는 H(g)에 대해 일치성을 가지게 되므로 이것을 H(g)의 추정량으로 사용하기로 한다. 변환된 표본

Y1, Y2, . . . , Yn으로부터얻게되는표본엔트로피는

Hm,n =
1

n

n∑
i=1

log

[
n

2m

{
Y(i+m) − Y(i−m)

} ]
(2.5)

로 주어지게 되며 Y(1) ≤ Y(2) ≤ · · · ≤ Y(n)은 Yi들의 순서통계량으로 i > n이면 Y(i) = Y(n), i < 1이

면 Y(i) = Y(1)이고 m은 n/2보다 작은 양의 정수값을 갖는 윈도크기이다. Eg (Y − ν0/Y )2의 경우

는 일치추정량을 얻기 위해서 적률추정량을 이용하기로 한다. Eg(Y
2)와 Eg(Y

−2)의 표본적률이 각각
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m̂Y 2 =
∑n

i=1 Y
2
i /n와 m̂Y −2 =

∑n
i=1 Y

−2
i /n으로 주어지는 것을 이용하면 Eg (Y − ν0/Y )2의 추정량

은 m̂ = m̂Y 2 + m̂Y −2 − 2ν20 =
∑n

i=1 (Yi − ν0/Yi)
2 /n으로얻게된다. 따라서, Hm,n과 m̂을사용하여

얻게되는

KL1
m,n =

2
√
e exp (Hm,n)

ξ0 exp

(
m̂

2ξ20

) (2.6)

을가설 (1)의검정을위한통계량으로사용한다.

검정통계량에서 표본엔트로피 Hm,n과 적률추정량 m̂은 각각 H(g)와 Eg (Y − ν0/Y )2에 대해 일치성

을 가지게 된다. 이들 결과를 바탕으로 KL1
m,n 검정은 영가설 하에서 다음의 점근적 성질을 가진다.

X ∼ IG(µ, λ)이면 λ(
√
X/µ − 1/

√
X)2 ∼ χ2

1이 되는 사실에 의해 m̂ =
∑n

i=1(Yi − ν0/Yi)
2/n =∑n

i=1(
√
Xi/µ0 − 1/

√
Xi)

2/n의 기대값은 E(m̂) = ξ20이 되는 것은 알 수 있다. n → ∞이면 m̂은 ξ20으

로확률수렴을하게되고, Hm,n은 n → ∞와 m → ∞이면서 m/n → 0이면 log(ξ20πe/2)/2으로확률수

렴을하게된다. 따라서, KL1
m,n은

√
2πe로확률수렴을하게된다.

가설 (2)에 대한 검정은 H0 : g(y) = f(x; ν0, ξ
2) vs. H1 : g(y) ̸= g(y; ν0, ξ

2)에 대한 검정과 같고,

ν0 = 1/µ0이다. 두가설의판별을위한쿨백-라이블러정보는

DI(g : g0) =

∫ ∞

0

g(y) ln
g(y)

g0(y)
dy

= −H(g)− 1

2
ln

2

πξ2
+

1

2ξ2

∫ ∞

0

(
y − ν0

y

)2

g(y)dy

= −H(g)− 1

2
ln

2

πξ2
+

1

2ξ2
Eg

(
Y − ν0

Y

)2
(2.7)

가되고, g0(y) = g(y; ν0, ξ
2)이다. DI(g : g0)의단조변환된정보는

KL =
√
2πe exp {−DI(g : g0)} =

2
√
e exp {H(g)}

ξ exp

{
Eg (Y − ν0/Y )2

2ξ2

} (2.8)

가된다.

KL의 추정을 위해서 H(g)의 추정량은 식 (2.5)의 Hm,n을 사용하고 ξ2과 Eg (Y − ν0/Y )2의 일치추정

량으로 각각 ξ̂2 =
∑n

i=1 (Yi − ν0/Yi)
2 /n과 가설 (1)에서의 추정량 m̂을 이용한다. 이들 추정량을 식

(2.8)에대입해서얻게되는 KL의추정량

KL2
m,n =

2
√
e exp (Hm,n)

ξ̂ exp

(
m̂

2ξ̂2

) =
2 exp (Hm,n)

ξ̂
(2.9)

을 검정통계량으로 사용한다. KL2
m,n 또한 영가설 하에서 n → ∞와 m → ∞이면서 m/n → 0이면√

2πe로확률수렴을하게된다.

가설 (3)의 검정은 H0 : g(y) = g(y; ν, ξ20) vs. H1 : g(y) ̸= g(y; ν, ξ20)의 검정으로 볼 수 있으며, 이 가

설에대한쿨백-라이블러정보는아래와같이

DI(g : g0) =

∫ ∞

0

g(y) ln
g(y)

g0(y)
dy
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= −H(g)− 1

2
ln

2

πξ20
+

1

2ξ20

∫ ∞

0

(
y − ν

y

)2

g(y)dy

= −H(g)− 1

2
ln

2

πξ20
+

1

2ξ20
Eg

(
Y − ν

Y

)2
(2.10)

로주어지고, ξ20 = 1/λ0과 g0(y) = g(y; ν, ξ20)이다. 검정통계량의결정을위해 DI(g : g0)의단조변환된

정보을구해보면

KL =
√
2πe exp {−DI(g : g0)} =

2
√
e exp {H(g)}

ξ0 exp

{
Eg (Y − ν/Y )2

2ξ20

} (2.11)

가됨을알수있다.

KL의 추정량을 얻기 위해서 H(g)의 추정량은 표본엔트로피 Hm,n을 사용하고 Eg (Y − ν/Y )2의

추정량은 Eg (Y − ν/Y )2 = Eg(Y
2) − 2ν + ν2Eg(Y

−2)이 되므로 Eg(Y
2), Eg(Y

−2)과 ν의 추

정량을 이용해서 얻으면 된다. Eg(Y
2)와 Eg(Y

−2)의 추정량으로는 표본적률을 고려하면, 각각은

가설 (1)에서의 m̂Y 2과 m̂Y −2으로 동일하게 되고 ν의 추정량으로는 Y 2
1 , Y

2
2 , . . . , Y

2
n의 기하평균

Y 2
H = n/

∑n
i=1 Y

−2
i 을 사용한다. 이들 추정량을 사용해서 얻게 되는 Eg(Y − ν/Y )2의 일치추정

량은 m̂ = m̂Y 2 + 2Y 2
H + (Y 2

H)2m̂Y −2 =
∑n

i=1(Yi − Y 2
H/Yi)

2/n가된다. KL의추정량은 (2.11)에

서의 H(g)와 Eg (Y − ν0/Y )2 대신에 Hm,n과 m̂으로각각대체하면

KL3
m,n =

2
√
e exp {Hm,n}

ξ0 exp

(
m̂

2ξ20

) (2.12)

이 되고 이것을 검정통계량으로 사용한다. 영가설 하에서 KL3
m,n은 n → ∞, m → ∞이고 m/n → 0이

면
√
2πe로확률수렴을하게된다.

가설 (4)의검정은다음의가설 H0 : g(y) = g(y; ν, ξ2) vs. H1 : g(y) ̸= g(y; ν, ξ2)에대한검정과동일

하다. 영가설과대립가설의판별을위한쿨백-라이블러정보는

DI(g : g0) =

∫ ∞

0

g(y) ln
g(y)

g0(y)
dy

= −H(g)− 1

2
ln

2

πξ2
+

1

2ξ2

∫ ∞

0

(
y − ν

y

)2

g(y)dy

= −H(g)− 1

2
ln

2

πξ2
+

1

2ξ2
Eg

(
Y − ν

Y

)2
(2.13)

가되며, g0(y) = g(y; ν, ξ2)이다. 그리고 DI(g : g0)를단조변환한정보는

KL =
√
2πe exp {−DI(g : g0)} =

2
√
e exp {H(g)}

ξ exp

{
Eg (Y − ν/Y )2

2ξ2

} (2.14)

로주어진다.

KL의 추정량은 (2.14)에서의 H(g), ξ2과 Eg (Y − ν/Y )2 대신에 각각의 일치추정량으로 대체해서 얻

으면 된다. H(g)의 추정량은 Hm,n을 사용하고 ξ2의 추정량은 ξ̂2 =
∑n

i=1(Yi − Y 2
H/Yi)

2/(n − 1)을

이용한다. Eg(Y − ν/Y )2의 추정량은 표본적률을 이용하면 가설 (3)에서의 m̂과 같은 추정량이 된다.
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표 3.1. 유의수준 5%에 대한 KL1
m,n–KL4

m,n의 최대 기각값을 얻기 위한 윈도크기

KL1
m,n KL2

m,n

m n n

ϕ < 1 1 ≤ ϕ < 5 ϕ ≥ 5 ϕ < 1 1 ≤ ϕ < 5 ϕ ≥ 5

2 5–7 5–7 5–7 5–7 5–6 5–6

3 8–20 8–23 8–23 8–18 7–22 7–23

4 21–35 24–38 24–39 19–34 23–38 24–39

5 36–53 39–56 40–56 35–52 39–56 40–56

6 54–74 57–75 57–75 53–73 57–75 57–73

7 75–99 76–97 76–93 74–97 76–97 74–95

8 100 98–100 94–100 98–100 98–100 96–100

KL3
m,n KL4

m,n

m n n

ϕ < 1 1 ≤ ϕ < 5 ϕ ≥ 5 ϕ < 1 1 ≤ ϕ < 5 ϕ ≥ 5

2 5–6 5–7 5–6 5–6 5–6 5–6

3 7–18 8–22 7–23 7–11 7–21 7–22

4 19–34 23–38 24–38 12–32 22–37 23–38

5 35–51 39–56 39–56 33–50 38–55 39–56

6 52–72 57–75 57–75 51–72 56–75 57–74

7 73–96 76–97 76–95 73–96 76–97 75–97

8 97–100 98–100 96–100 97–100 98–100 98–100

따라서, m̂ = (n− 1)ξ̂2/n의관계를가지게되므로검정통계량으로이용할 KL의추정량은

KL4
m,n =

2
√
e exp (Hm,n)

ξ̂ exp

(
m̂

2ξ̂2

) =
2e

1
2n exp (Hm,n)

ξ̂
(2.15)

이 되고 KL4
m,n는 가설(1)–(3)에 대한 검정통계량과 마찬가지로 영가설 하에서 n → ∞, m → ∞이고

m/n → 0이면
√
2πe로 확률수렴을 하게 된다. KL4

m,n는 또한 Mudholkar와 Tian (2002)이 제시한 엔

트로피기반검정통계량 Km,n에대해

e−
1
2nKL4

m,n =
2 exp (Hm,n)

ξ̂
= Km,n (2.16)

인 관계를 가진다. 이 관계로부터 Km,n 검정은 KL4
m,n 검정의 특별한 형태로써 설명될 수가 있고 주어

진표본크기에대해동일한윈도크기를사용할경우, 두검정은같은검정결과를제공함을알수있다.

3. 윈도크기와 기각값의 결정

2절에서 제시한 쿨백-라이블러 정보 기반 적합도 검정은 각 가설에 대한 검정통계량이 KLi
m,n ≤

Ci
m,n(α), i = 1, 2, 3, 4이면 대응되는 영가설을 기각하게 된다. 기각값 Ci

m,n(α)는 영가설 하에서

KLi
m,n의 표집분포의 하위 100α 백분율이 되고 이것을 결정하기 위해서는 검정통계량의 표집분포를 알

아야만한다.

각 검정통계량은 표본엔트로피를 사용하고 있고 Cressie (1976), Dudewicz와 Meulen (1981), Hall

(1984, 1986), van Es (1992)에 의한 표본엔트로피 또는 유사 표본엔트로피를 포함하는 통계량의 점

근적 분포문제에 관한 연구 결과를 적용하면 표집분포를 쉽게 구할 수 있을 것처럼 보인다. 그러나, 이
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표 3.2. 유의수준 5%에 대한 KL1
m,n–KL4

m,n의 기각값

C1
m,n(0.05) C2

m,n(0.05)

n ϕ ϕ

0.1 0.5 1 5 10 0.1 0.5 1 5 10

5 1.021 1.003 0.999 0.984 0.981 1.230 1.227 1.204 1.195 1.190

6 1.251 1.224 1.221 1.199 1.201 1.452 1.435 1.421 1.398 1.393

7 1.437 1.409 1.396 1.381 1.376 1.630 1.593 1.587 1.573 1.562

8 1.600 1.573 1.562 1.533 1.539 1.789 1.773 1.756 1.720 1.718

10 1.881 1.847 1.828 1.803 1.799 2.062 2.016 2.004 1.974 1.970

12 2.097 2.062 2.038 2.021 2.016 2.245 2.209 2.191 2.168 2.166

14 2.258 2.228 2.212 2.193 2.192 2.408 2.367 2.346 2.330 2.322

16 2.403 2.370 2.361 2.345 2.329 2.530 2.491 2.484 2.458 2.456

18 2.514 2.486 2.473 2.457 2.454 2.632 2.599 2.592 2.578 2.565

20 2.617 2.585 2.574 2.558 2.561 2.716 2.685 2.680 2.658 2.653

C3
m,n(0.05) C4

m,n(0.05)

n ϕ ϕ

0.1 0.5 1 5 10 0.1 0.5 1 5 10

5 1.230 1.189 1.180 1.174 1.167 1.799 1.742 1.719 1.680 1.679

6 1.454 1.411 1.397 1.377 1.372 1.903 1.848 1.820 1.775 1.773

7 1.630 1.584 1.579 1.553 1.546 2.076 2.021 1.999 1.967 1.959

8 1.788 1.756 1.736 1.715 1.694 2.200 2.131 2.106 2.062 2.050

10 2.059 2.013 1.997 1.962 1.954 2.350 2.288 2.256 2.216 2.210

12 2.254 2.205 2.193 2.149 2.161 2.485 2.425 2.394 2.362 2.353

14 2.415 2.355 2.340 2.322 2.315 2.598 2.545 2.521 2.488 2.487

16 2.529 2.488 2.480 2.451 2.454 2.699 2.650 2.632 2.612 2.598

18 2.626 2.596 2.582 2.564 2.561 2.791 2.738 2.723 2.702 2.697

20 2.720 2.685 2.674 2.667 2.656 2.859 2.818 2.804 2.776 2.782

들 연구 결과는 매우 제한적인 경우에만 이용 가능하기 때문에 각 검정통계량의 표집분포를 해석적으로
유도하는 것은 매우 어려운 문제이다. 그러므로, 몬테-칼로 모의실험을 통해 기각값 결정을 하기로 한

다.

영가설의 분포로 ϕ = λ/µ = 0.01, 0.05, 0.1, 0.5, 1, 2, 3, 5, 7, 10, 30, 60인 역가우스분포를 고려한다. 역

가우스분포의형상은 ϕ에의해결정이되므로이들역가우스분포의확률밀도는매우치우친형태에서부

터 거의 정규분포와 흡사한 형태까지 넓은 범위를 포함한다. 표본크기 n = 5, 6, . . . , 100인 50000개의

표본들을 Michael 등 (1976)의 알고리즘을 이용해서 각각의 역가우스분포로부터 독립적으로 생성해서

m < n/2인 모든 윈도크기에 대해 각각의 표본으로부터 검정통계량 KLi
m,n들을 계산한다. 그런 다음,

각각의 표본크기와 모든 윈도크기에 대해서 계산한 KLi
m,n의 값들로부터 추정한 경험적 분포를 이용하

여하위 100α 백분율을구하고그중에서가장크게나온값을유의수준 α에서의기각값 Ci
m,n(α)로사

용한다. 이런 방식으로 기각값을 결정하는 이유는 다음과 같다. 첫째는 검정통계량에서 사용할 최적 윈

도크기의 선택은 아직까지 이론적으로 해결되지 않은 문제로 남아 있고, 둘째는 Ebrahimi 등 (1992)은

검정력 비교를 위한 모의실험의 결과를 바탕으로 가장 큰 기각값을 산출하는 윈도크기를 사용하면 가장
높은 검정력을 얻게 되고 기각값이 작게 산출되는 윈도크기를 사용하면 검정력이 낮아지는 경향을 보이

는것으로보고하고있으므로가장높은검정력을보장해주는윈도크기의사용이바람직하기때문이다.
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표 3.3. 근사기각값의 계산을 위한 계수들의 추정값

기각값
ϕ < 1

β0 β1 β2 β3 β4 β5 β6

C1
m,n(0.05) 4.701 −0.021 −8.969 −0.464 11.556 0.015 −0.330

C2
m,n(0.05) 4.630 −0.018 −8.380 0.460 7.275 0.014 −0.366

C3
m,n(0.05) 4.654 −0.020 −8.581 1.110 5.801 0.019 −0.620

C4
m,n(0.05) 5.037 −0.038 −11.276 10.490 −5.112 0.019 −0.881

기각값
ϕ ≥ 1

β0 β1 β2 β3 β4 β5 β6

C1
m,n(0.05) 4.870 −0.027 −10.305 1.655 11.356 0.057 −0.010

C2
m,n(0.05) 4.838 −0.026 −9.973 2.965 6.774 0.072 −0.005

C3
m,n(0.05) 4.772 −0.023 −9.513 1.822 8.206 0.075 −0.003

C4
m,n(0.05) 5.179 −0.043 −12.215 10.468 −1.054 0.092 −0.012

표 3.1은 n ≤ 100에대해서유의수준 5%에대한 KL1
m,n–KL4

m,n의최대기각값을산출하는윈도크기를

나타낸 것으로 표본크기가 증가하면 이에 대응되는 윈도크기도 증가하는 형태를 볼 수 있다. 표 3.2는

몇몇 표본크기들에 대해 표 3.1의 윈도크기를 사용해서 추정한 KL1
m,n–KL4

m,n의 기각값을 얻은 것으로

주어진 ϕ에대해표본크기가커짐에따라 C1
m,n(0.05)–C

4
m,n(0.05)의각값들은커지게됨을볼수있다.

주어진 표본크기에 해당하는 기각값이 표 3.2에 제시되지 않은 경우에는 인접한 표본크기에 대한 기각

값들로부터 적절한 보간법을 적용해서 구한 근사기각값을 이용하면 된다. 그러나, 이렇게 하는 것보다

는 근사기각값의 계산식을 구해서 사용하는 것이 더 편리할 수가 있다. 이런 목적으로 고려한 계산식의

형태는

Ci
m,n(0.05) = β0 + β1

√
n+

β2√
n
+
β3
n

+
β4
n2

+
β5√
nϕ

+
β6

√
ϕ

n
, i = 1, 2, 3, 4 (3.1)

와 같다. 계수들의 추정을 위해 n = 5, 6, . . . , 100과 ϕ = 0.01, 0.05, . . . , 60의 모든 조합에 대해 모의실

험을통해얻은기각값들을이용하여회귀분석을실시했다. 표 3.3은 C1
m,n(0.05)–C

4
m,n(0.05)의계산식

에대한계수들을추정한결과로결정계수는적합된회귀직선모두에서 99.95% 이상으로나타났다.

4. 검정력 분석

KL1
m,n–KL4

m,n 검정의 성능을 알아보기 위해서 몬테-칼로 모의실험에 의해 검정력을 추정해 보기로

한다. 모의실험에서 대립가설에서의 분포로 감마분포 G(α, β), 와이블분포 W (α, β), 로그정규분포
LN(µ, σ2)을 고려한다. 표본크기 n = 10, 30, 50인 10000개의 표본들을 각 분포에서 생성한 다음, 표본

크기에 해당하는 윈도크기를 표 3.1에서 찾아서 검정통계량의 값을 계산한다. 이들 계산된 값들 중에서

표 3.2 또는 근사기각값 계산식을 이용해서 얻은 기각값보다 작게 나온 빈도를 세고 이것을 10000으로

나눈값을추정된검정력으로사용한다.

표 4.1은 유의수준 5%에 대한 KL1
m,n의 검정력을 추정한 결과이다. 대립가설의 분포로는 G(1, 3),

W (1.15, 0.75)와 LN(0, 2)를 선택했고 이들 분포들은 영가설의 분포 IG(1, 1)과는 비슷한 형상을 보이

지만 IG(1, 3)과는 다른 형상을 가진다. D,A2과 W 2은 경험적 분포함수에 바탕을 둔 적합도 검정, 즉

EDF 검정들로 각각은 콜모고로프, 앤더슨-달링과 크래머-폰 미제스 검정이다. 이들 EDF 검정의 검정

력 추정을 위해서 각 통계량의 계산방법과 기각값은 D’Agostino와 Stephens (1986)을 참고하였다. 결

과에서 보듯이 KL1
m,n의 검정력은 모든 대립가설과 표본크기에 대해서 D,A2과 W 2의 검정력보다 더

높게나타나고있다.



역가우스분포에 대한 쿨백-라이블러 정보 기반 적합도 검정 1279

표 4.1. 유의수준 5%에 대한 KL1
m,n의 추정된 검정력

대립분포 n
(a) 영가설의 분포가 IG(1, 1)인 경우 (b)영가설의 분포가 IG(1, 3)인 경우

KL1
m,n D A2 W 2 KL1

m,n D A2 W 2

10 0.049 0.053 0.052 0.051 0.551 0.261 0.558 0.265

IG(1, 1) 30 0.048 0.049 0.049 0.049 0.927 0.614 0.904 0.620

50 0.050 0.049 0.048 0.048 0.992 0.834 0.987 0.851

10 0.352 0.167 0.096 0.151 0.050 0.052 0.054 0.054

IG(1, 3) 30 0.835 0.649 0.670 0.663 0.050 0.057 0.054 0.055

50 0.978 0.919 0.959 0.934 0.050 0.052 0.053 0.053

10 0.311 0.066 0.254 0.070 0.759 0.287 0.727 0.293

G(1, 3) 30 0.656 0.090 0.415 0.087 0.989 0.682 0.973 0.657

50 0.840 0.107 0.548 0.010 1.000 0.898 0.998 0.875

10 0.483 0.130 0.435 0.158 0.873 0.511 0.865 0.537

W (1.15, 0.75) 30 0.860 0.306 0.753 0.371 0.998 0.932 0.995 0.928

50 0.972 0.490 0.913 0.577 1.000 0.994 1.000 0.993

10 0.631 0.254 0.632 0.267 0.962 0.397 0.951 0.411

LN(0, 2) 30 0.965 0.598 0.940 0.624 1.000 0.898 1.000 0.928

50 0.998 0.832 0.996 0.860 1.000 0.993 1.000 0.996

표 4.2. 유의수준 5%에 대한 KL2
m,n의 추정된 검정력

n
IG(1, λ) G(α, β) W (α, β) LN(µ, σ2)

λ 검정력 α β 검정력 α β 검정력 µ σ2 검정력

10 0.25 0.047 1 0.7 0.138 1.15 0.75 0.122 0.5 2 0.713

30 0.051 0.655 0.602 0.992

50 0.053 0.886 0.854 1.000

10 0.5 0.050 2.5 0.7 0.602 2.35 0.75 0.312 1 2 0.948

30 0.049 0.969 0.932 1.000

50 0.052 0.998 0.999 1.000

10 2 0.047 1.3 0.5 0.112 1.15 1.05 0.104 0 0.5 0.121

30 0.047 0.562 0.529 0.239

50 0.050 0.824 0.768 0.359

10 8 0.048 1.3 1.5 0.491 1.15 2.25 0.589 0 1.5 0.273

30 0.051 0.942 0.980 0.638

50 0.052 0.995 1.000 0.856

가설 (2)와 (3)에 대한 기존에 제안된 검정은 문헌에서 찾아볼 수가 없으므로 아직까지는 개발이 되어

있지 않은 것으로 판단된다. 이런 이유로 KL2
m,n와 KL3

m,n의 검정력을 유의수준 5%에서 추정한 결과

만을 표 4.2와 표 4.3에 제시한다. 모든 대립분포에 대해서 KL2
m,n는 표본크기가 커짐에 따라 검정력이

증가하는 경향을 보인다. KL3
m,n 또한 KL2

m,n의 경우와 마찬가지로 표본크기가 커짐에 따라 검정력이

증가하게 되고 감마분포와 와이블분포보다는 로그정규분포에 대해서 표본크기와 상관없이 검정력이 낮
게나타난다.

표 4.4는 유의수준 5%에 대한 KL4
m,n와 Km,n의 추정된 검정력을 보여 주고 있다. 두 검정통계량의 계

산을 위해서 윈도크기로 n = 10일 때 m = 3, n = 30일 때 m = 4, 그리고 n = 50일 때 m = 5를

동일하게사용했다. Mudholkar와 Tian (2002)은모의실험의결과를바탕으로 Km,n 검정이 Edgeman

등 (1988)과 Edgeman (1990)이 제안한 경험적 분포함수를 이용한 검정보다 더 나은 검정력을 가짐
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표 4.3. 유의수준 5%에 대한 KL3
m,n의 추정된 검정력

n
IG(µ, 1) G(α, β) W (α, β) LN(µ, σ2)

µ 검정력 α β 검정력 α β 검정력 µ σ2 검정력

10 0.5 0.051 1 0.7 0.617 1.15 0.75 0.453 0.5 2 0.160

30 0.050 0.945 0.836 0.291

50 0.051 0.993 0.951 0.410

10 1 0.049 2.5 0.7 0.517 2.35 0.75 0.385 1 2 0.180

30 0.048 0.900 0.777 0.300

50 0.053 0.987 0.953 0.426

10 2 0.049 1.3 0.5 0.440 1.15 1.05 0.359 0 0.5 0.246

30 0.053 0.810 0.716 0.468

50 0.051 0.938 0.880 0.646

10 4 0.048 1.3 1.5 0.288 1.15 2.25 0.325 0 1.5 0.160

30 0.052 0.593 0.679 0.321

50 0.054 0.781 0.870 0.464

표 4.4. 유의수준 5%에 대한 KL4
m,n의 추정된 검정력

n
IG(1, 0.25) IG(1, 0.5) IG(1, 2) IG(1, 8)

KL4
m,n Km,n KL4

m,n Km,n KL4
m,n Km,n KL4

m,n Km,n

10 0.048 0.037 0.049 0.042 0.049 0.058 0.051 0.065

30 0.048 0.043 0.051 0.050 0.048 0.057 0.048 0.061

50 0.052 0.044 0.051 0.047 0.052 0.054 0.050 0.052

n
G(1, 0.7) G(2.5, 0.7) G(1.3, 0.5) G(1.3, 1.5)

KL4
m,n Km,n KL4

m,n Km,n KL4
m,n Km,n KL4

m,n Km,n

10 0.216 0.192 0.072 0.078 0.152 0.140 0.153 0.140

30 0.668 0.660 0.198 0.212 0.494 0.490 0.493 0.490

50 0.864 0.857 0.311 0.310 0.722 0.714 0.716 0.709

n
W (1.15, 0.75) W (2.35, 0.75) W (1.15, 1.05) W (1.15, 2.25)

KL4
m,n Km,n KL4

m,n Km,n KL4
m,n Km,n KL4

m,n Km,n

10 0.185 0.172 0.114 0.128 0.189 0.174 0.194 0.180

30 0.588 0.584 0.335 0.363 0.584 0.578 0.594 0.590

50 0.805 0.799 0.553 0.559 0.805 0.799 0.810 0.803

n
LN(0.5, 2) LN(1, 2) LN(0, 1) LN(0, 2)

KL4
m,n Km,n KL4

m,n Km,n KL4
m,n Km,n KL4

m,n Km,n

10 0.067 0.053 0.065 0.052 0.052 0.050 0.068 0.052

30 0.190 0.175 0.177 0.164 0.063 0.062 0.184 0.171

50 0.299 0.280 0.299 0.280 0.085 0.079 0.305 0.285

을 보고하고 있고, 2절에서 언급한 바와 같이 주어진 표본크기에 대해 동일한 윈도크기를 사용할 경

우에는 KL4
m,n 검정은 Km,n 검정과 비슷한 검정력을 가질 것으로 예상되므로 Edgeman 등 (1988)과

Edgeman (1990)이 제안한 적합도 검정에 대한 결과는 표에서 따로 제시하지 않았다. 결과를 보면 두

검정 KL4
m,n와 Km,n은 대부분의 대립분포와 표본크기에서 대체적으로 비슷한 수준의 검정력을 보이는

것으로 나타나고 있다. 또한 몇몇 경우에 있어서는 약간의 차이를 보이기도 하는데 이런 현상이 일어난

것은 Mudholkar와 Tian (2002)이 제시한 기각값이 조금 정확하지 않은 것에 기인한 것으로 추측된다.

그 이유는 표에서 제시한 역가우스분포에 대한 검정력의 추정값은 영가설이 사실이므로 유의수준 5%에
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크게벗어나지않아야한다. 그런데, KL4
m,n는 5%에인접한값을보여주고있지만 Km,n는 λ = 0.25인

경우에는다소과소하게, λ = 8인경우에는다소과대하게나타나고있기때문이다.

5. 응용 사례

쿨백-라이블러정보기반적합도검정은아래의단계에따라수행을하면된다.

1단계: 표본 X1, X2, . . . , Xn에 대해 Y = 1/
√
X을 사용하여 변환한 Y1, Y2, . . . , Yn으로부터 오름차순

으로나열한 Y(1) ≤ Y(2) ≤ · · · ≤ Y(n)을얻는다.

2단계: 검정에 사용할 통계량을 선택한다. 그런 다음, X̄와 V =
∑n

i=1

(
1/Xi − 1/X̄

)
을 사용하여 ϕ̂ =

n/
(
X̄V

)
을계산하고주어진표본크기와 ϕ = ϕ̂에해당하는원도크기를표 3.1에서찾는다.

3단계: 1단계에서 얻은 Y(1) ≤ Y(2) ≤ · · · ≤ Y(n)과 2단계에서 찾은 윈도크기를 사용하여 검정통계량을

계산하고 주어진 표본크기와 ϕ = ϕ̂에 해당하는 기각값을 표 3.2에서 찾는다. 표에 없는 경우에

는 ϕ = ϕ̂에대한계수를표 3.3에서찾은다음식 (3.1)을사용해서근사기각값을구한다.

4단계: 계산된검정통계량의값이기각값보다작으면유의수준 5%에서영가설을기각한다.

예시를 위해서 Proschan (1963)에 의해 주어진 보잉 720 항공기에 장착된 냉난방기의 연속적인 고장사

이에 운전한 시간간격을 16회 기록한 다음의 항공기 자료를 사용한다: 14, 14, 27, 32, 34, 54, 57, 59,

61, 66, 67, 102, 134, 152, 209, 230. 이자료가 µ와 λ가모두알려져있지않은역가우스분포를따르는

지를알아보기위해쿨백-라이블러정보기반적합도검정을위의단계에따라아래와같이수행한다.

1단계: 자료값들을변환하여크기순으로나열한 0.066, 0.069, 0.081, 0.086, 0.099, 0.122, 0.123, 0.128,

0.130, 0.132, 0.136, 0.171, 0.177, 0.192, 0.267, 0.276을얻는다.

2단계: 검정통계량으로 KL4
m,n를 선택하고 검정통계량의 계산에 사용할 윈도크기는 표 3.1에서 ϕ =

ϕ̂ = 16/ (82× 0.1779) = 1.097과 n = 16에해당하는값을찾아보면 m = 3이된다.

3단계: 1단계에서 크기순으로 나열한 변환값들과 2단계에서 찾은 윈도크기 m = 3을 사용하여 검정

통계량을 계산해 보면 KL4
3,16 = 3.091이 된다. 표 3.2에서 ϕ = ϕ̂ = 1.097과 n = 16에 대

한 기각값이 없으므로 근사기각값을 다음과 같이 구한다: C4
3,16(0.05) = 5.179 − 0.043

√
16 −

12.215/
√
16 + 10.468/16− 1.054/162 + 0.092/

√
16× 1.097− 0.012

√
1.097/16 = 2.625.

4단계: KL4
3,16 = 3.091 > C4

3,16(0.05) = 2.625이므로 유의수준 5%에서 영가설을 채택하게 된다. 따라

서, 항공기자료는역가우스분포를하는것으로볼수있다.

6. 결론

본 논문에서는 두 모수가 알려지지 않은 역가우스분포에 대한 적합도 검정으로 기존에 개발된 엔트로피

기반 검정을 확장하여 역가우스분포에 대한 단순 또는 복합 영가설을 검정하기 위한 쿨백-라이블러 정

보 기반 적합도 검정을 소개했다. 제시한 4가지 형태의 영가설에 대한 검정을 수행하기 위해서는 검정

통계량의 계산에 사용할 윈도크기와 기각값을 결정해야 한다. 그런데, 최적 윈도크기의 선택을 위한 해

석적인 방법은 아직까지는 제안되지 않았고 기각값의 결정을 위해 요구되는 영가설 하에서의 검정통계
량의 표집분포 역시 해석적인 유도가 어렵다. 이런 이유로 모의실험에 의해 결정한 표본크기에 따른 윈

도크기와 기각값을 제시했다. 모의실험에 의한 검정력 분석에서 KL1
m,n은 고려한 모든 대립분포와 표

본크기에서 EDF 검정들보다 좋은 검정력을 가지는 것으로 나타났다. KL2
m,n와 KL3

m,n의 경우는 모
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든대립분포에대해서표본크기가커짐에따라검정력이증가하는경향을보였다. KL4
m,n는대체적으로

Km,n과 비슷한 수준의 검정력을 보이는 것으로 나타났고 이 결과를 통해서 두 검정이 동일함을 확인할

수있었다.
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Abstract
The entropy-based test of fit for the inverse Gaussian distribution presented by Mudholkar and Tian(2002)

can only be applied to the composite hypothesis that a sample is drawn from an inverse Gaussian distribution

with both the location and scale parameters unknown. In application, however, a researcher may want a

test of fit either for an inverse Gaussian distribution with one parameter known or for an inverse Gaussian

distribution with both the two partameters known. In this paper, we introduce tests of fit for the inverse

Gaussian distribution based on the Kullback-Leibler information as an extension of the entropy-based test.

A window size should be chosen to implement the proposed tests. By means of Monte Carlo simulations,

window sizes are determined for a wide range of sample sizes and the corresponding critical values of the

test statistics are estimated. The results of power analysis for various alternatives report that the Kullback-

Leibler information-based goodness-of-fit tests have good power.

Keywords: Inverse Gaussian distribution, Kullback-Leibler information, goodness-of-fit test, power.
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