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요  약

본 논문에서는 GMW 수열과 No 수열에 의해서 생성된 이진 수열들의 집합을 소개하고 분석한다. 집합안의 각 

수열들은 주기   이고   이며 개의 수열들이 있다. 합성된 수열의 자기상관계수와 상호상관계수 

그리고 선형스팬을 구한다. 

ABSTRACT

In this paper, a family of binary sequences generated by GMW sequences and No sequences is  introduced and analyzed. Each sequence 

within a family has period   ,   and there are   sequences within that family. We obtain auto and cross-correlation values 

and linear span of the synthesized sequence.
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Ⅰ. 서  론

 

Gordon-Mills-Welch(GMW) 수열은 2종류의 상관계

수를 갖는 비선형수열 이다[1]. 2종류의 상관계수를 갖

는 주기   　의 이진 의사난수열은 통신 및 암

호 분야에 응용되고 있다. 위성통신의 다원 접속 방식

의 하나인 스팩트럼 확산다원접속(spread-spectrum 

multiple-access)통신 시스템에서는 낮은 상관계수와 

높은 선형스팬을 갖는 코드수열을 사용한다[2]-[4]. 

Bent 수열[5]-[7], Gordon 수열[8],[9], Kasami 수열

[10],[11] 등은 이상적인 상관계수를 가지고 있지만 낮

은 수치의 선형스팬을 갖는다. No 수열은 이러한 점을 

보완하였다[12]. No 수열의 선형스팬은 GMW 수열 보

다 크거나 같다[12]. 

본 논문에서는 두 이진 의사난수열 GMW 수열과 No 

수열을 합성하여 얻어진 수열들의 집합을 소개하고 분

석한다. 집합 안의 각 수열들은 주기    이고 

   이며 개의 수열들이 있다. 합성된 수열의 상

관계수, 선형스팬의 크기, 생성할 수 있는 서로 다른 수

열들의 개수에 관련하여 이진 합성 의사난수열을 분석

한다.

2장에서는 이진 의사난수열에서 사용되는 트레이스 

함수와 GMW 수열, No 수열에 대해 간단히 소개한다. 3

장에서는 합성된 수열의 상관계수 값을 No 수열에 대한 

상관계수 값을 구하는 방법 [12] 과는 다른 방법에 의하

여 구하고 4장에서는 선형스팬 크기를 Key [13]의 선형

스팬을 구하는 방법을 이용하여 구하고자 한다. 5장에서

는 결론을 맺는다.

Ⅱ. 배경지식

[정리 1] 을 만족하는 ∈에 대하여 다음과 같이 

정의된 함수 
  → 을 트레이스

(trace)라 한다:


   

 




⋅

   ∈,    ,    　라 하자. 

   ≤≤ ≤≤을 다음을 만족하

는 개의 이진수열들로 이루어진 모임이라 하자:

  


 
⋅ 　　　 (1)

여기서 는  의 한 원시원소이며 

(≤  )은 gcd  을 만족한다. 또한 

≤≤ 이면 ∈ 이며 

   ≤≤이다. (1)에서   일 때 

GMW이고, ≠ 일 때, No 수열이다 [1],[12].

Ⅲ. 이진 의사난수열의 합성 및 상관계수

    ∈ ,   ,   

라 하자.

    ≤ ≤ ≤ ≤ 을 다음을 

만족하는 개의 이진수열들로 이루어진 모임이라 

하자:

합성수열  는 다음과 같다. 

  


  
  


  

여기서 ≠이며 는 의 한 원시원소이며 

(≤  )은 gcd  을 만족한다. 

또한 ≤≤ 이면 ∈ 이며 

   ≤≤이다. 수열 의 
 ×

배열을 라 하자. 이 배열을 수열 에 대한 

  삽입수열 (interleaved sequence)라 한다.

≤  ≤ 에 대하여 ⋅을 의 번째 수열

과 번째 수열에 대한 상관함수(correlation function)라 

하자:

 
  

 


     ≤≤

[보조정리 2] 위에서 생성된 수열 에 대한  

    삽입수열  의 각 열은 0-수열이

거나 에 의해서 생성된 -수열이다.

(증명) 수열 에 대하여 
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  


  
  


  

이다.     (≤ ≤ , ≤ ≤), 

  라 하자. 그러면 는  의 원시원소이며 

 는 다음과 같다.

   
 










 
 


 

  




  

 


    




  

 

 라 하면 

  
 이다. 따라서    이면 

의 -열은 -수열이 되고  이면 의 

 -열은 
에 의해서 생성된 -수열이다. 그런데 

gcd   이므로 
에 의해서 생성된 -수열

과 에 의해서 생성된 -수열은 같다. □

[참고] [보조정리 2]에서 에 의해서 생성된 수열을 기

준수열(base sequence)이라 한다.

[따름정리 3] 두 수열 와 와 합 수열에 대한 

  삽입수열 의 각 열은 0-수열이거

나 에 의해서 생성된 -수열이다.

(증명) 와 의 각 열은 0-수열이거나 에 의

해서 생성된 -수열이다. 정리 4.3 [14] 에 의하여 주기

가  인 쉬프트 레지스터 수열들의 집합은 mod 연

산에 관하여 가환군(Abelian group)을 이룬다. 따라서 이 

집합에 속하는 두 수열들의 합도 역시 주기가  인 

쉬프트 레지스터 수열이 된다. 그러므로 정리 1에 의하

여 의 각 열은 0-수열이거나 에 의해서 생

성된 수열이다.     □

                                  

[정리 4]  임의의   ≤≤ ≤≤에 대

하여 이거나 이면


∈   이다.

(증명) ≤≤에 대하여

   ≤ ≤  ≤ ≤라 하자. 

   
    

      
             

     
  

    
      라 하면 

  
 ⋅            (2)

보조정리 2와 따름정리 3에 의하여 (2)의 각 열은 0-수

열 이거나 -수열이다.

          ≤ ≤

라 두면 0-수열인 열의 개수는 , -수열인 열의 개수는 

 이다. 그러므로

 
  

 


    

    

이다.  ,  인 경우를 제외하고  ∈ 와 

≤≤에 대하여 은   의 세 개의 값 중 

하나를 가짐을 보이면 증명은 끝이 난다.

≤≤에 대하여 

   
 

           

라 정의하자. gcd   이면

     ⇔      ≤ ≤     

이다. 왜냐하면     이면 
 이고  

 이

므로

     
 


   


  

 
 


   

         




  

 

 

     
 

 

  

  

           

         




  

 

      

이다. 역으로     이면 다음 세 가지 경우가 생긴다.

(ⅰ)  
  

   

  

   

이고  

 




  

 

 인 경우에 

   이다.

(ⅱ)  
 


   


  


 


 

이고  
 

 

  

 

 인 경우에 

 이고  
  이다.

(ⅲ)  
 


   


  

 

이고 

 
 

 

  


 


 인 경우에     

    
  이다.
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≠ ≠이므로 (i), (iii)을 제외한 (ii)에 의해서 

    이다.그러므로     ≤ ≤을 만

족하는 

의 개수를 구하는 것과     을 만족하는 



의 개수를 구하는 것은 같다.

 
∈  () 

라 하자. 그러면

    
  

 

 
  

  
 

  






  

 

  



 



 

이다. 여기서   
 이다. 

   
 




 

라 하자. 

그러면     를 만족하는 의 개수는 
  를 

만족하는 의 개수와 같다. 따라서 

  를 만족하

는 의 개수가 0, 1 혹은 2임을 보이면 된다.

두 가지 경우로 나누어 생각하자.

(ⅰ)    인 경우: 

     이므로    이다. 그러므로 

 
   이다.

(ⅱ)  인 경우: 

    ⇔
 




 

  (3)  

이다. 에 관한 2차방정식의 계수들은 모두  의 

원소들이므로 이 2차방정식은   위에서 해를 개, 

개 혹은 개를 가질 수 있다. 

  


   
    

라 두면 (3)에서의 2차방정식은   이다. 

이면 해를 하나만 갖고 인 경우에


  

이면 해가 존재하지 않으며 


  이면 두 개의 

해를 갖는다[15]. 

따라서      가 된다. □

Ⅳ. 선형스팬

이 절에서는 GMW 수열과 No 수열에 의하여 합성된 

새로운 수열의 선형스팬을 구하고자 한다. 다음 정리 5

에서는 

  


  
  


  

(≠)의 선형스팬에 대해 분석한다.

[정리 5]  의 선형스팬  ⋅
  이다.

(는 을 이진수로 나타냈을 때 1의 총 개수)

(증명) 먼저 수열 ∈  에 대해서  ≥⋅  임을 

보이자.

 
                   (4)

선형 스팬(linear span)은 에 관한 다항식으로 표현

하여 0이 아닌 계수들을 갖는 의 멱승의 개수를 구함

으로서 결정된다. (4)에서   라 하면 다음과 같다.

 
 

 ⋅
  

     (5)

(5)에서    
 라 두면

  
 ⋅

  


 
 



⋅
 


 

 
 ⋅

  
 

 ⋅ 

 
  

  

⋅

⋅ 
⋅

 (6)

이다. (6)에서의 임의의 두 항


⋅




⋅ 
⋅




과 
⋅




⋅ 
⋅




의 전개식에서 의 지수들은 서로 다르다. 그러므로 수

열 의 선형 스팬은

  ⋅                         (7)

의 전개식에서 서로 다른 의 멱승들의 수의   배이다. 

의 이진 전개에서 을 런(run)들의 수라 하고 

 ≤≤를 번째 런의 길이라고 하자. 따라서 을 

다음과 같은 형태로 나타낼 수 있다. 
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 
  




  

  

 

                      (8)

여기서 는 번째 런에서 가장 낮은 의 지수승을 

나타낸다. 그러면

  ≥ ⋯              (9)

이다. (8), (9)를 이용하면 (7)은 다음과 같다.

 ⋅   ⋅ 

 





 

 
  



⋅







 
 

   (10)

여기서   
  

 

 
≤≤이다. (10)에서 

  ⋅







 
 

        (11)

라 하자. (11)에서 의 0이 아닌 지수는 
의 상수배이

며 
 와 

   
⋅ 사이에 있다.  

  



이므로 

의 전개식에서 생길 수 있는 의 지수들은  
  





와 같은 형태이다. 

(9)로부터 
  ≥

   
⋅

 
    

⋅ 

이므로 
  ≤ ≤

  
⋅ 

 이며 
   이다.

따라서 
  



와  
  



가 같을 필요충분조건은 

모든   ⋯에 대하여  이다. 그러므로 

의 전개식에서의 의 서로 다른 지수들의 개수를 이

라 하고 에서의 의 서로 다른 지수들의 개수를 

라 하면 
  



  이다. 

(ⅰ)   인 경우:    


라 두면 

   
  

  

 

  ,   이며 


  



 
  



 
  




 


 





  이다.  

여기서 는 의 이진표현에서 나타나는 1의 총 개수

이다. 그러므로 수열 의 선형 스팬은 ⋅이다. 

(ⅱ) 인 경우:   



,   



라 하면

   
                         (12)

이다. (12)을 인수분해 하면

  
   

 

 
  

 


  


  

 


  

(13)

(13)을 전개하여 정리하면 다음과 같다:

 


  

 






 

    




  

 

 
    



  

   




(14)  

      ≤≤라 두면 

       이므로 에서 없어지는 계수들의 

수는 이다. 따라서

  ⋅
 

 
  

이다.  를 알기 위하여 이차방정식의 집합

    ≤≤ 과

 {
 

 ⋯
           


 

 ⋯
 }

는 일대일대응임을 보이자. 여기서 는  의 원시

원소이다. 만일 가  의 원시원소이면  
 

이다.

방정식  ⋅ ,∈             (15)

의 근들의 집합은 어떤 ∈ 에 대하여  이

다. 

(i) 2차방정식 (15)가   위에서 인수분해 될 때: 만

일  이면  ∈이다.  의 원시원소를 

(
  )라 하자.  (15)는 반드시 해를 가져야 하므로 

      라면 




 
  이다. 따라서

   
   ⋅    (≤≤ ) 이다.

(ii) 2차방정식 (15)가   위에서 인수분해 되지 않

을 때: 에서 해 를 가지면    이다. 따라
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서  
 


  이다. 그러므로

    






  (16)

이고 ∉  이므로   


 이다.  즉, 
   이

다. 그러므로  
     ≤≤ 형태

가 되어야 한다. 임의의 ∈에 대하여 

        이다. 

만일     ≤≤  라면

          ∈ 

이다. 또한   
  ≤≤  라면

   
     이다. (16)에 의하여

  


     

이므로  
∈ 이다.              

수열 의 선형 스팬을 구하기 위하여 두 가지로 나누

어 생각한다. 

(i)  ⋅ ∈ 가  에서 해를 가

지는 경우:  그 해는 
  ≤≤  의 형

태이다.  이라 하자. 

그러면   ≤≤  
  이다. 

  
  

  , 
   

 
 



이므로 ≡mod  이다. 

  gcd 라 하면 ≡ mod


 
 이다. 따라

서  ⌊ 
 ⌋ 이다. 그러므로 의 선형스팬 

은 다음과 같다:

 ⋅
  



 
⌊ 




⌋       
≤ 이고 ≤  이므로 



 
이다. 따

라서 다음과 같은 결과가 나온다.

 ⋅
  



 


⋅
  




 ⋅

(ii)   ∈ 가  에서 해를 가지

지 않는 경우: 

그 해는 
  ≤≤  의 형태이다. (i)과 같

은 방법으로 을 다음과 같이 얻을 수 있다:

 ⋅
  



 
⌊ 




⌋ 



 
 이다.  따라서

 ⋅
  



 


⋅
  




 ⋅

지금까지 수열 ∈ 에 대해서  ≥⋅  임을 보

였다. 

 
     

  
에 대해서   라 하면 다음과 같다:

 
⋅

 

 

     

  
 라 두면

 
 ⋅

 

 

  


 


⋅
  



 
 




 
 ⋅

    
  


 ⋅    

 
  

  

⋅⋅ ⋅

  
⋅



이고, (10)과 같은 방법으로

 ⋅    

 ⋅ 

 




 
  


 




 

 
  



⋅







 
 


  






 
 

  




,   



라 두면 

 
  



 
  

  



 
   이다.

   
 ,      ≤≤ 라 

두면 (14)에서   또는    이면 항이 없어지므

로 없어지는 개의 의 지수 중 절반이 짝수이다. 

에서 없어지는 항 중 지수가 짝수인 항은 
  

의 전개식에서 나타난다.  
 의 전개식에서 개

를 제외한 모든 항이 없어진다고 생각했을 때  선형

스팬의 하한값은 아래와 같다:


  




  




  






  




  




 

(∵
  




  



)

따라서  ⋅
  이다.                   □
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Ⅴ. 결  론

지금까지 본 논문에서는 GMW 수열과 No 수열을 합

성하여 얻은 수열들의 집합을 소개하고 분석하였다. 집

합 안의 각 수열들은 주기    이고   이며 

개의 수열들이 있다. 합성된 수열의 상관계수 값이 

 ,   이며   선형스팬의 크기가    이

상임을 보였다.
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