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2족 보행 로봇을 위한 허용 ZMP (Zero Moment Point) 영역의 

활용을 통한 에너지 효율적인 기준 보행 궤적 생성 
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Abstract: An energy-efficient reference walking trajectory generation algorithm is suggested utilizing allowable ZMP (Zero-

Moment-Point) region, which maxmizes the energy efficiency for cyclic gaits, based on three-dimensional LIPM (Linear Inverted 

Pendulum Model) for biped robots. As observed in natural human walking, variable ZMP manipulation is suggested, in which ZMP 

moves within the allowable region to reduce the joint stress (i.e., rapid acceleration and deceleration of body), and hence to reduce 

the consumed energy. In addition, opimization of footstep planning is conducted to decide the optimal step-length and body height 

for a given forward mean velocity to minimize a suitable energy performance - amount of energy required to carry a unit weight a 

unit distance. In this planning, in order to ensure physically realizable walking trajectory, we also considered geometrical constraints, 

ZMP stability condition, friction constraint, and yawing moment constraint. Simulations are performed with a 12-DOF 3D biped 

robot model to verify the effectiveness of the proposed method. 
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I. 서론 

다양한 형태의 이동형 로봇 중 인간 주거 및 작업 환경에 

가장 적합한 메커니즘을 갖는 2족 로봇은 구조적 장점과 복

잡성으로 그에 관한 많은 연구들이 활발히 이뤄지고 있다. 

특히, 최근 연구들에서는 동적 보행을 넘어서 인간의 걸음새

를 모방한 다양하면서 효율적인 동작 실현을 위한 여러 연구

들이 소개되고 있다[1]. 

많은 관절들로 구성되는 2족 로봇의 안정적인 보행을 실

현하기 위해서는 복잡한 기구학과 동역학의 모델링과 보행 

궤적 안정화가 선행되어야 한다. 현재 역진자(IPM, Inverted 

Pendulum Model)로 근사화된 단순 모델과 ZMP (Zero-Moment-

Point) 안정도 판별법을 이용한 방법이 다양한 궤적 생성 또

는 제어를 위한 접근법으로써 가장 널리 사용되고 있다.  

1970년대 ZMP가 소개된 이래로 다양한 모델들에 적용되

어 왔다[2]. 그 중에 비교적 성공적으로 널리 사용되고 있는 

모델이 3차원 선형 역진자 모델(LIPM: Linear-IPM)]로 IPM의 

COM (Center-of-Mass)를 지면과 평행한 수평면으로 제한함으

로써 실시간 궤적 생성을 위한 비교적 쉽고 편한 방법을 제

공한다[3]. LIPM 기반의 보행 궤적 생성 방법에 관한 선행 연

구들의 대다수가 ZMP를 지지하는 발바닥의 중심점에 고정

하여 ZMP 안정도를 최대화한다[3-7]. 비록 한발지지상태

(SSP: Single-Support-Phase)동안 고정된 ZMP와 3D-LIPM 기반

의 COM 기준궤적이 실제 로봇 플랫폼을 통해 성공적으로 

보였지만, 안정도만을 최우선으로 보행이 이뤄지고, 두발 지

지상태(DSP: Double-Support-Phase) 구간을 무시하여 자연스럽

지 못하여 걸음걸이가 비효율적인 단점을 갖는다.  

인간의 걸음에서는 지지하는 발바닥 내에서 ZMP가 뒤꿈

치에서 발가락 부근으로 이동하는 것이 관찰된다[8]. 이런 점

에 착안하여 지지영역 내에서 ZMP가 가변 될 수 있는, 이른

바 가변 ZMP 조작 방법들이 소개되었다[9-15]. 먼저, Park [9] 

과 Choi [10]은 각각 퍼지 로직과 진화 알고리즘을 이용한 가

변 ZMP궤적 생성 방법을 제안하였고, Zhu [11]는 LIPM의 식

으로부터 동적으로 안정된 보행 궤적 생성을 위해 움직이는 

ZMP 기준궤적을 제안하였다. 이 DSP 구간에서 COM는 등속

으로 이동하며, SSP 동안 ZMP는 뒤꿈치에서 발가락으로 1 

차 식으로 표현되는 궤적을 따른다. Kurt [12]는 전후면(sagittal 

plane)에 대한 LIPM 운동 방정식의 해를 얻기 위해 Fourier 

급수 근사화를 이용하여 DSP 구간에서 부드러운 궤적을 생

성할 수 방법을 제안하였다. Erbartur [13]는 좌우면(lateral 

plane)에서 ZMP 궤적을 호 형태의 ZMP를 도입하여 [12]의 

방법을 개선하였다. 하지만 이들 연구들은 단지 부드럽고 자

연스러운 궤적 생성에 초점을 두고 있을 뿐, 지지면에 대한 

ZMP의 자유도를 충분히 활용하거나 에너지 효율을 고려하

지는 않았다. 근래 성공적으로 소개 된 일본 Kawada 사의 

HRP-2 [14], 와세다 대학의 WABIAN [15], 그리고 KAIST의 

HUBO [16]에 사용된 보행 궤적 생성 방법은 다항식의 계수

화를 통한 ZMP와 COM의 온라인 궤적 생성 방법으로, 이는 

보행시간과 보폭을 가변 할 수 있는 실시간 궤적 생성에 관

점에서 의의를 가진다. 

본 연구에서는 3D-LIPM 모델을 기반으로 가변 ZMP 기법

Copyright© ICROS 2011 

* 책임저자(Corresponding Author) 

논문접수: 2010. 12. 29.,   수정: 2011. 5. 30.,   채택확정: 2011. 8. 22. 

신혁기, 김병국:  KAIST 전기및전자공학과 

(hkshin@rtcl.kaist.ac.kr/bkkim@kaist.ac.kr)  

※ 본 연구는 지식경제부 21C 프론티어 인간기능 생활지원 지능로봇

기술개발사업의 일환으로 진행되었음. 



신 혁 기, 김 병 국 

 

1030 

을 활용한 에너지 효율적인 기준 궤적 생성방법을 제안하고, 

12 자유도를 갖는 2족 보행 로봇 모델을 대상으로 한 시뮬레

이션을 통해 보행 궤적 생성 알고리즘의 효용성 및 효율성을 

검증한다. 더불어, 주어진 보행 속도에 대한 보행 계획에 따

라 에너지 효율 변화를 분석하고, 그 결과로써 최적화된 걸

음 조건을 찾는 최적 보행계획을 제안하였다.  

본 논문은 모두 V 장으로 구성된다. 먼저 II 장에서는 연구

에 사용될 로봇 모델과 논문에서 다뤄질 문제에 대해 설명된

다. III 장에서는 2족 보행의 에너지 효율을 고려한 보행 궤적

이 제안되었고, IV 장에서는 제안된 방법의 효율성과 최적 보

행계획을 위한 에너지 성능지수에 대한 시뮬레이션 결과들

이 기술되었다. 마지막으로 V 장에서는 결론을 맺도록 한다 

 

II. 로봇 모델 및 문제 서술 

1. 2족 로봇 모델과 ZMP 방정식 

연구에 사용된 2족 보행 모델은 그림 1에서 보는 것처럼 

발목 관절에 2 자유도, 무릎관절 1자유도, 엉덩이 관절에 3 

자유도를 가진다. 발바닥에서 몸통을 잇는 링크들은 모두 5

부분으로 구성된다. 발바닥에서 발목까지의 수직 거리인 발

목 오프셋 la , 발목관절에서 무릎관절까지 정강이 길이 lsh , 

무릎관절에서 엉덩이 관절까지 허벅다리 길이 lth , 두 다리 

관절을 잇는 골반 넓이 lw , 마지막으로 골반에서 몸통까지 

수직 거리 lb가 고려된다. 관절을 잇는 링크들은 모두 무질량

으로 가정되어 로봇의 COM은 집중질량으로 몸통에 위치하

게 된다. 국부 기준 좌표계(base frame)는 각 다리의 발바닥에 

위치하며, 이를 기준으로 두 다리에 대한 기구학은 독립적으

로 다뤄진다. 전체 기준 좌표계(reference frame)는 진행방향은 

X축으로 하고 지면과 수직한 방향을 Z축으로 한다. 

그림 1에서 IPM 운동이 지면으로부터 높이가 일정한 평면

상으로 제한되는 조건에서 고차 비선형 동역학식의 근사화

를 통해 얻어지는 LIPM 운동방정식은 ZMP 정의에 의해 XY

평면상에서 독립적인 ZMP 방정식으로 다음과 같이 얻어진

다[3]. 

 

 

그림 1. 12 자유도 2족 로봇 모델과 선형 역진자 모델. 

Fig.  1. 12-DOF bipedal robot model and LIPM. 

 ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )c c
z z

p t x t x t q t y t y t
g g

= − = −�� ��   (1) 

여기서 ( ,  )Tp q 와 ( ,  )Tx y 는 기준 좌표계에서 ZMP와 COM

의 위치로 각각 나타내며, g는 중력가속도이고 zc는 지면에서

부터 무게중심까지 수직거리를 의미한다. X-축과 Y-축 각각 

대해서 ZMP 기준 궤적이 주어진다면, 2차 미분방정식으로부

터 COM 위치를 계산할 수 있다. 

2. 문제 서술 

2족 보행의 동작 구성은 시공간적 변수들에 의해 특정 될 

수 있다. 먼저 공간적 변수로는 보폭(step-length) S, 보격(step-

width) W, 그리고 지면부터 수직방향으로 발의 최대 높이인 

발 클리어런스(foot clearance) C가 고려된다. 시간을 결정하는 

변수로는 보행 주기(gait cycle time) T가 있으며, 보행 주기는 

다시 DSP와 SSP 구간으로 나뉘며 각각 Tds와 Tss으로 표현된

다. 일반적으로 사람이 편한 자세로 한 걸음 내딛는 시간 동

안 DSP 구간이 차지하는 비율은 약 15~25%를 차지한다고 

알려져 있다[17]. 편의상, DSP 구간은 보행주기의 20%로 고

정된다.  

2족 로봇을 위한 기준 걸음 궤적 생성에서 물리적으로 실

현 가능한 동작을 계획하기 위해서는 적절한 물리적인 제약

조건들이 가해져야 한다. 문제에서는 다음 4가지 제약 조건

들이 고려된다.  

1) 기하학적 제약조건(GC: Geometrical Constraint): 다리의 발

목 관절과 엉덩이 관절의 기하학적 거리는 항상 다리 길이보

다 작아야 한다.  

2) ZMP 안정 조건(SC: Stability Condition): 로봇의 동적 평형

을 위해 ZMP는 항상 지지 다각형의 경계를 포함하는 내부

에 위치해야 한다. 모델 간략화로 인한 ZMP 오차로 인해 지

지 다각형의 모든 영역을 ZMP 안정 영역으로 간주할 수 없

기 때문이다. 따라서, ZMP가 지지 다각형의 중심을 포함한 

허용 ZMP 영역 (Allowable ZMP Region) 내에 있어야 한다.  

3) 마찰력 제한(FFL: Friction Force Limit): 로봇은 항상 마찰 

표면상에서 걷게 되므로 미끄럼 없는 걸음을 위한 제한 조건

이 고려되어야 한다. 지면 반발력(GRF: Ground Reaction Force)

을 제외한 외력이 존재하지 않는다면, 지면 반발력 중 수직

력이 항상 접선력보다 일정 비율이상 크도록 다음 식을 항상 

보장해야 한다[9].  

 2 2/ ( ) ( ) /
com com

x t y t g µ× ⋅ = + ≤F n F n �� ��  (2) 

식 (2)에서 Fcom는 발바닥과 지면 사이에 작용하는 합성력

이고, n은 지면에 대한 수직 단위 벡터이다. 마찰 계수 µ는 1

보다 작은 값을 가진다. 

4) 요잉 모멘트 제한(YML: Yawing Moment Limit): 로봇 발

바닥과 지면 사이에 충분한 마찰이 전제되지 않는다면 ZMP

를 중심으로 로봇이 회전하게 되어 진행방향이 틀어지는 현

상이 발생할 수 있다. 이 현상은 로봇의 보행 속도가 증가할

수록 더욱 크게 나타난다[18]. 따라서 ZMP 위치 rzmp= [p, q, 

0]T 에서 요잉 모멘트는 다음과 같이 제한된다. 

 
max

( )  
zmp zmp com

Y⋅ = × ⋅ ≤M n r F n  (3) 
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본 연구의 에너지 효율적인 기준 보행 궤적 생성 문제는 

다음과 같이 정의된다.  

2족 보행 로봇에 대하여 기하학적 제약 조건, ZMP 안정 조

건, 마찰력 제한, 그리고 요잉 모멘트 제한이 주어져 있고, 

보격, 발 클리어런스, COM의 높이가 주어져 있다고 하자. 주

어진 보행속도와 보폭에 대하여, SSP와 DSP로 구성되는 주

기적인 보행에 대해 에너지 성능 지수를 최소로 하는 가변 

ZMP 패턴 및 기준 보행 궤적을 찾아라. 아울러 보폭, COM

의 높이가 가변일 경우, 에너지 성능 지수를 최소로 하는 최

적 보폭 및 COM의 높이를 결정하라. 

3. 보행 로봇의 에너지 성능 지수 

여러 형태를 갖는 이동 로봇의 에너지 효율을 비교하기 위

해 평균보행 속력 VF과 로봇 하중 mg에 대해 단위 속력으로 

이동할 때의 에너지 소모를 정규화한 지수인 기계 비저항

(MSR: Mechanical Specific Resistance) [19]을 에너지 성능지수로 

사용한다. 기계 비저항은 다음 식으로 정의된다.  

 
/

F

E T E
J

mgV mgS
= =  (4) 

여기서 로봇의 에너지 소모 E는 관절을 구성하는 DC모터 

구동에 소모되는 모든 전기 에너지의 합이다. 하나의 전기 

모터가 소모하는 에너지 E* 는 다음과 같이 표현된다. 

 * ( ) ( )
T

E u t i t dt= ∫  (5) 

여기서 u(t)와 i(t)는 각각 모터에 인가되는 전압과 전류이다. 

그림 2는 기어가 부착된 DC 모터 모델[20]에서 모터 회전자

의 관성모멘트와 출발회전력(breakaway torque) 을 무시한 DC 

모터의 에너지 근사화 된 모델로부터 다음 관계식들이 유도

된다. 

 ( ) ( ) ( ) ( )
a b

d
u t R i t L i t nK q t

dt
= + +  (6) 

 ( ) ( ) ( )
t v

t K i t nF q tτ = + �  (7) 

여기서 Ra과 L은 각각 모터의 전기자 저항(armature resistance)

과 전기자 인덕턴스(armature resistance)이고, Kb와 Kt는 각각 

모터의 역기전력 상수와 토크 상수이다. 기어 비를 n 이라고 

할 때 모터 토크는 관절의 각속도에 의한 점성 마찰로 인한 

회전력 손실을 고려하여 점성 마찰 계수 Fv에 대한 식 (7)로 

표현된다. 일반적으로 인덕턴스는 작아 무시된다고 가정하면

[21], 식 (6)과 (7)을 식 (5)에 대입하면 다음 식이 얻어진다. 

* 2

2 2

2 2 2

2

2

2
( ) ( ) ( )

       ( )

a a v b

T T
t t t

a v b v

T
t t

R R F nK
E t dt q t t dt

nK K K

n R F n K F
q t dt

K K

τ τ

 
= + + 

 

 
+ + 
 

∫ ∫

∫

�

�

 (8) 

위 식에서 첫 번째 항은 열 방출에 의한 에너지 손실을 나

타내며, 둘째 항은 관절 운동에 따른 기계 에너지를 의미한

다. 마지막 항은 그 밖에 속도 의존적인 에너지 손실들을 나

타낸다.  

12 자유도를 갖는 2족 보행 로봇의 전체 에너지 소모는 다

음 식으로 확장된다. 

 
2

1

( )T T T

i i i i i i
T

i

E dt

=

= + +∑∫ τ Aτ τ Bq q Cq� � �  (9) 

2

1 2 6 , ,

2

1 2 6 , , , , ,

2 2 2 2

1 2 6 , , , , , ,

( , , , ),  /( ) for j=1,2,..,6

( , , , ),  2 / /  

( , , , ),  / /

j a j j t j

j a j v j t j j b j t j

j j a j v j t j b j v j t j

diag a a a a R n K

diag b b b b R F K n K K

diag c c c c n R F K n K F K

= =

= = +

= = +

A

B

C

�

�

�

 

여기서 i 번째 다리의 관절 각속도와 토크는 각 다리의 발목

관절에 위치한 기본 좌표계에서 정의된 자코비언 행렬 Ji에 

의해 얻어진다. 

 1 ( ) i i i f

−

= −q J R x x� � �  (10) 

  T

i i i i
=τ J R F  (11) 

여기서 x� 와 fx
� 는 직교 좌표계에서 COM과 발목관절의 속

도 벡터이고, Ri 는 i 번째 다리의 국부 기본 좌표계에서 정의

된 자코비언 행렬을 전체 기본 좌표계로 변환해주는 6x6크

기를 갖는 회전변환 행렬(rotation matrix) 이다. Fi 는 COM 가

감속에 따른 관성력과 중력에 의해 각 다리에 인가되는 6x1 

크기의 힘으로 다음의 관계식들로 정리된다. 

 
1 2

( )
,   

COM COM
−   

= =   
   

TF I T F
F F

0 0
 (12)  

 ( ),  ( )
com com

m w t= − =F g r T I��  (13) 

1 ( ( ) / 2)
1  for 

2 ( ( / 2) ( / 2)) 2 2

( )    for / 2 / 2  

1 ( / 2 ( ))
1  for  

2 ( / 2) ( / 2) 2 2

SS

SS

SS SS

SS

SS

x t S T T
t

x T x T

w t T t T

S x t T T
t

x T x T

ρ

  +
+ − ≤ < −  

− 


= − ≤ <


 − + ≤ ≤  − 

 (14) 

식 (12)에서 두 다리에 가해지는 힘은 SSP 동안 지지하는 

다리에 모두 가해지지만 DSP 동안에는 COM의 위치에 의존

적으로 두 다리로 분산되어 가중된다. 이를 위해 근사적인 

방법으로 3x3 크기를 갖는 추이행렬(transition matrix) T을 사

용하였다. 먼저, 스위칭 계수 ρ에 따라 SSP 동안 왼발(ρ=1) 

또는 오른발(ρ=0)에 모든 힘이 가해지게 되며, DSP 동안 총 

이동한 구간에 대해서 현재 COM 위치를 정규화함으로써 근

사적으로 두 다리에 분산되는 힘을 얻을 수 있다. 

 

m b b

m t

mf v m

K v

K i

F

ω

τ

τ ω

=

=

=

m
ω q�

m
τ mfτ

n

τ

τ

m
nqω = �

그림 2. DC 모터의 에너지 모델. 

Fig.  2. Energy model of a DC motor. 
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III. 에너지 효율적인 보행 궤적 생성 알고리즘 

주어진 보행 속도에 대해 보행 변수 최적화기에 결정되는 

보폭과 몸체 높이에 따라 다음 5단계를 반복적으로 수행하

며서 최적 에너지 소모를 갖는 보행 궤적을 찾는다.  

Step 1:  보폭과 발 클리어런스를 만족하고, 보행에 적합한 

스윙 발 궤적의 생성 

Step 2:  허용 ZMP 영역에서 에너지 성능지수를 최소화하는 

가변 ZMP 궤적 생성 

Step 3:  식 (1)로부터 기준 ZMP 궤적을 만족하는 COM 궤

적의 계산 

Step 4:  COM 기준궤적과 발 궤적으로부터 역기구학을 이

용한 관절 각 구하기 

Step 5: 자코비언을 이용한 관절 각속도 및 관절 토크의 계

산을 통한 에너지 성능 지수 계산 

1. 스윙하는 발의 기준 궤적 

스윙하는 다리의 시작과 끝 시점에서 로봇 시스템으로 여

기 될 수 있는 모멘트로 인한 지면과의 충격을 줄이기 위해 

사이클로이드 곡선을 사용하였다. SSP시간 구간 동안 지지하

는 발의 중심점을 원점으로 진행방향을 X축으로 하고 지면

과 수직방향을 Z축으로하는 기준 좌표계에 대한 스윙하는 

발의 궤적은 다음 식들로 표현된다. 

( )

( )

[0 0] for  
2 2

2
sin 1 cos  for 

2 2 2

[ 0] for
2 2

f

f

T ss

T

ss ss

SS SS

T ss

x t

z t

T T
t

C T T
S t t t

T T

T T
S t

π π

 
= 

 


− ≤ < −


     

+ − ≤ <              

 ≤ <


 (15) 

2. 허용 ZMP 영역 (AZR: Allowable ZMP Region) 

ZMP가 지지다각형의 가장자리 가까이 위치하게 되면 근

접한 발바닥 모서리를 축으로 회전하게 되고, 이로 인해 로

봇이 넘어지게 된다[22]. 이런 현상을 막기 위해 ZMP 안정조

건을 위한 허용 영역은 그림 3에서 지지다각형의 여유 영역

을 제외한 나머지 영역을 허용 ZMP 영역으로 정의된다. SSP 

동안 AZR은 ZMP 허용도(allowance factor) η에 의해 정의되는

데, 발바닥의 크기가 2a x 2b이고 : :
a b

a b = ∆ ∆ 일 때 허용도

는 다음 식으로 표현된다.  

 1 100 [%]a

a

η
∆ 

= − × 
 

 (16) 

허용도 η가 0인 경우가 발의 중심으로 ZMP가 제한된다. 

DSP 동안 허용 ZMP 영역은 보폭과 보격만큼 확장된 지지다

각형이 된다.  

3. 에너지 효율적인 운동궤적 생성 

안정도를 높이기 위해 ZMP를 발바닥 가운데로 고정하면 

자연히 가속도가 커지게 되고, 이로 인해 과도한 움직임에 

의한 에너지 낭비를 초래하며, 상체 흔들림 현상과 같은 예

기치 않은 왜란이 발생과 관절 피로도를 높여 기계적 파손을 

야기할 수 있다. 따라서 에너지 효율 개선을 위한 방법으로 

COM 가속도을 최소화 한다. 이를 위해 1차식을 활용한 

ZMP 계획으로 식 (1)으로부터 COM과 ZMP의 변위를 최소

화 함으로써 COM 가속도를 최소화 할 수 있다. 

기준 궤적 계획은 XZ 평면에 대한 전후면(sagittal plane) 운

동과 YZ 평면에 대한 좌우면(lateral plane) 운동으로 나뉘어 

이루어진다. 문제에서 주기적인 걸음만을 고려하므로 한 걸

음 동안 보행은 대칭적인 형태의 동작으로 간주되며, 연속되

는 걸음들도 운동 구성이 동일하므로 한 걸음에 대한 기준 

궤적만을 다룬다. 그림 4(a)에서 보는 것처럼 한 걸음을 DSP 

중간 시점에서 시작하여 보폭만큼 오른발을 내딛고, 다음 

DSP의 중간시점에서 끝난다. 편의상 시간 축의 원점은 보행

주기의 중간 시점으로 고정된다. 

3.1 전후면 운동 궤적 생성 

한 걸음 동안 DSP 구간은 SSP 구간에 비해 상대적으로 짧

다. 따라서 그림 4(b)에서 보는 것처럼 충분하지 않은 DSP 

구간에서는 등속으로 이동하고, SSP에서는 감속구간-등속구

간-가속구간으로 계획한다. SSP가 시작되는 시점에서 허용 

ZMP 영역은 순간적으로 좁아지게 되는데, 보행속도를 만족

하기 위해 감속 및 가속 구간이 만들어지게 된다. 

DSP의 등속 구간에서 속도는 감속구간의 시작속도 및 가

속구간의 최종속도이므로 가감속구간의 COM 궤적을 먼저 

구한다. 식 (1)과 구간별 조건들로부터 궤적은 얻어진다. 

감속구간: ,p aη= −
0

,x aη= −
0

x

SS
x V=�  

 ( ) sinh  
2

x

SS c
V t

x t a tη ω
ω

 
= − + + 

 
 (17) 

가속구간: ,p aη=
0

,x aη=
0

x

SS
x V=�  

 ( ) sinh  
2

x

SS c
V t

x t a tη ω
ω

 
= + − 

 
 (18) 

여기서 t
c 
는 SSP 동안 등속 구간으로 이동한 시간으로 이 값

이 작아질수록 가감속구간이 길어져 보행 속도를 높일 수 있

다. 식 (17)과 (18)을 만족하는 t
c 
는 뉴턴-랩슨(Newton-Raphson) 

방법으로 얻어진다. 이 때 보행 속도 VF 
가 2 /

SS
a Tη 보다 작

을 경우 정적 보행 궤적이 되는데, 낮은 보행속도에서는 관

성 모멘트에 의한 영향이 줄어들어 COM의 위치가 허용 

ZMP 영역 내에 있으면 안정적으로 보행이 가능해짐을 의미

한다. 

 

a
∆

b
∆

그림 3. 접촉 영역과 허용 ZMP 영역. 

Fig.  3. Contact region and allowable ZMP region. 
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2
,  if   

( )
0  and cosh

2
,  otherwise 

2 ( )
sinh )

2 2

SS F
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SS

c SS DS

SS

a
T V
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t t t T aT

a T t S
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  −   + = −     

  (19) 

가감속구간의 궤적으로부터 SSP의 등속도 x

DS
V 는 식 (17)

과 (18)의 최종 속도와 같으므로 

cosh
2 2 2

x xss ss SS c

DS SS

T T T t
V x x V ω

 −     
= = − =       

      
� �  (20) 

 

 
(a) COM and ZMP position in horizontal plane. 
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(b) COM and ZMP trajectory for X-aixs. 
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(c) COM and ZMP trajectory for Y-aixs. 

그림 4. 제안된 가변 ZMP 및 COM 궤적. 

Fig.  4. Proposed variable ZMP and COM trajectory. 

SSP의 등속구간에서 속도 x

SS
V 는 등속 구간의 시간 간격과 

허용 ZMP 영역의 이동 거리는 다음 식으로 표현된다. 

 

for 0
2sinh( / 2) sinh( / 2)

2
         for 0

            for

c

SS DS SS

x

SS

c SS

c

F SS c

S
t

T T T
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t T

t
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ω ω ω

η
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 (21) 

 

위 식들로부터, 한 걸음 동안에 ZMP와 COM 기준궤적은 

다음의 식들로 정리된다. 
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2 2 2 2
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2 2

( ) for
2 2

for
2 2
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2 2 2 2

x SS

DS
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SS
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2 2 2 2
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2 2 2

( ) for
2 2

sinh for
2 2 2
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x SS

DS

x

SS c SS c

x c c

SS

x

SS c c SS

x SS
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S T T T
V t t

V t T t
a t t

t t
x t V t t

V t t T
a t t

S T T T
V t t

η ω
ω

η ω
ω

  
− + + − < ≤ − 

 
   
− + + − < ≤ −   
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+ − < ≤   
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 (23) 

 

3.2 좌우면 운동 궤적 생성 

Y축에 대한 COM와 ZMP 궤적은 DSP동안은 등속으로 이

동하고, SSP 동안은 가속도가 최소화되도록 계획된다. 그림 

4(c)에서 보는 것처럼 전후면 운동과는 달리 기준궤적이 우

함수 형태를 갖기 때문에 COM과 허용 ZMP 영역을 관통하

지 않는다. COM와 ZMP의 변위가 최소가 되는 시점인 t=0 

일 때를 비교해보면 항상 COM가 ZMP보다 안쪽에 위치하게 

된다. 따라서 ZMP를 허용 ZMP 영역의 안쪽 경계에 위치시

켜 COM와 ZMP의 변위를 최소화할 수 있다. 

전후면에 대한 기준 궤적 유도 방식과 동일한 방법으로 식

(2)와 SSP와 DSP의 경계에서 ZMP 조건 ( / 2 )q W aη= − 와 

( / 2) 0y T = 조건으로부터 식 (24)와 (25)을 얻을 수 있다. 

 

( / 2) for
2 2

( ) for
2 2 2

( / 2) for
2 2

y SS
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SS SS

y SS
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V t T t

W T T
q t b t

T T
V t T t

η
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= − − < ≤ 
 

− − < ≤



 (24) 
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2 2

cosh( )
( ) for

2 sinh( / 2) 2 2

( / 2) for
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y
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V t T t

W V t T T
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V t T t
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 (25) 

여기서 
( )

coth( / 2) / 2

y

DS

ss DS

W b
V

T T

ω η

ω ω

−
=

+

이다. 

 

IV. 시뮬레이션 

본 장에서는 시뮬레이션을 통해 제안된 기준 보행 궤적과 

다양한 보행 조건으로부터 보행 조건에 따른 에너지 경향으

로부터 보폭과 COM 높이에 따른 에너지 경향을 분석하고, 

이들로부터 제안된 보행궤적의 효율성을 입증코자 한다. 

시뮬레이션에 사용되는 모델은 로봇의 총 무게 m = 60 kg 

이고, 각 링크 길이는 표 1를 따른다. 보격 W = 0.12 m, 발 클

리어런스 C = 0.03 m, ZMP 허용도는 60 %로 설정되며, 발바닥

은 0.2 m x 0.1 m의 크기를 진다. 아울러, 마찰 계수는 0.5로 

제한되며, 요잉 모멘트는 최대 6 Nm까지 허용된다. DC 모터

는 Maxon사 24V 120W급 DC서보 모터 사양(표 2)을 따른다

[23]. 편의상 모든 관절에서 동일한 DC 모터를 사용한다고 

가정하며, 기어 비 n=100로 고정된다. 

1. 보행속도 변화에 대한 최적 보폭과 몸체 높이 관계 

그림 5(a)는 보행 속도가 0.4 m/s일 때 보폭과 몸체 높이에 

따른 실현가능영역(feasible region)과 에너지 성능 지수를 보여

준다. 실현가능영역은 몸체 높이와 보폭이 큰 조건에서 기하

학적 제약조건에 제한된다. 보폭이 크고 몸체 높이가 낮을 

경우에는 가감속구간이 길어짐으로 인해 최대 요잉 모멘트

에 의해 영역이 제한되지만, 가감속을 최소화하는 경로계획

으로 인해 마찰력 계수 제약은 영향을 주지 않는다. 그림 

5(b)와 5(c)에서 보폭 및 몸체의 높이에 대한 에너지 성능지

수는 최소점을 갖는 포물선 형태를 보이므로 유일한 최적 조

건을 결정 할 수 있다.  

그림 6(a)에서는 보행 속도를 0.1 m/s에서 2 m/s까지 변화시

키면서 최소 기계 비저항 및 최적 보폭과 몸체 높이 관계를 

보여준다. 보행 속도에 대한 최소 기계 비저항 관계에서 보

행 속도가 약 1.7 m/s정도 부근에서 에너지 소모가 가장 작을 

것을 확인 할 수 있다. 이는 너무 저속으로 이동하거나, 또는 

너무 고속으로 이동할 경우 에너지 소비가 증가하게 됨을 의

미한다. 저속 이동의 경우 로봇에 가해지는 합성력으로 중력

이 지배적이기 때문에 좀 더 빨리 걸어야 에너지 소모를 줄

일 수 있다는 것을 보여주며, 반대로 고속 이동의 경우 관절

의 각속도가 커짐으로 인해 에너지 소비가 증가하게 되므로 

적정 속도로 줄어야지만 에너지 소모를 최소화할 수 있다. 

더불어, 그림 6(b)와 6(c)의 결과에서는 보행속도에 대한 최적

의 보폭과 몸체 높이가 유일하게 결정된다. 이는 인간이 신

진대사 에너지 소비를 최소화하는 보행속도와 보폭의 쌍을 

갖는 연구 결과[24]와 동일 경향을 보인다. 보행속도가 증가

함에 따라 최적 보폭이 증가하게 되고 자연스럽게 다리길이 

제한으로 몸체 높이도 낮아지게 되는데 기인한다. 
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(a) Feasible region and MSR. 
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(b) Minimum MSR for body height. 
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(c) Minimum MSR for step-length. 

그림 5. VF = 0.4 m.s 일 때 실현가능영역 및 기계 비저항. 

Fig.  5. Feasible region and MSR when VF = 0.4 m/s. 

 

표   1. 로봇의 링크 파라메터. 

Table 1. Link parameters of the robot. 

 
Shank 

length 

Thigh 

length 

Body 

offset 

Ankle 

offset 

Hip 

Width 

Value 0.3 m 0.3 m 0.2 m 0.05 m 0.12 m 

 

표   2. Maxon 24V 120W DC 서보 모터 사양. 

Table 2. Maxon 24V 120W DC servo motor specification. 

 
Armarture 

resistance (Ra) 

Torque constant 

(Kt) 

Back-emf 

constant (Kb) 

Value 0.436 Ω 0.022 Nm/A 0.022  V/rad/s 



2 족 보행 로봇을 위한 허용 ZMP (Zero Moment Point) 영역의 활용을 통한 에너지 효율적인 기준 보행 궤적 생성 
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그림 6. 보행 속도 vs. 최소 기계 비저항. 

Fig.  6. Forward mean velocity vs. minimum MSR. 

 

2. 제안된 가변 ZMP 조작 방법의 효율성 비교 

보행 속도가 1.7 m/s일 때, ZMP 허용도를 0에서 80 %까지 

변화시키면서 에너지 지수의 최소 값들을 비교해 보았다. 그

림 7에서 보는 것처럼 ZMP 허용도가 커질수록 에너지 효율

이 좋아지는 것을 확연히 알 수 있다. 특히, ZMP가 발바닥 

중앙에 고정되는 것보다 ZMP 허용도가 80%일 때 약 18% 

정도의 에너지 소모가 줄어드는 것을 확인 할 수 있다. 이와 

유사한 결과로 Erbatur [25]는 Natural ZMP 방법을 이용한 실

제 실험을 통에서는 한걸음 동안 필요한 기계 에너지는 가변 

ZMP가 고정 ZMP보다 약 25 % ~ 30 % 정도 효율이 개선됨이 

확인하였다. 

다음으로 제안된 가변 ZMP 조작 방법과 관련 연구들에서 

제안된 방법간의 효율성 비교를 수행해 보았다. 비교 대상은 

LIPM을 이용한 가변 ZMP 방법 중 가장 최근에 소개된 연구

들로 전후면에 대한 Natural ZMP 방법[11]과 좌우면에 대한 

호 형태를 갖는 ZMP 패턴[12]이다. 방법 1에서는 전후면은 

Natural ZMP로, 좌우면은 ZMP가 발바닥 중앙에 고정되는 경

우이고; 방법 2는 방법1에서 좌우면을 호 형태 ZMP 궤적으

로 계획한 경우이다. 두 방법 모두 DSP 구간이 전체의 약 

20%가 유지 되도록 Lanczos Sigma Factor [11]를 설정하였다. 

보행 속도를 0.4~1.7 m/s까지 가변하면서 각 방법을 통해 생

성된 보행궤적에 대한 에너지 성능 지수를 비교하였다. 그림 

8의 결과에서 제안된 방법은 기존 방법에 비해 에너지 효율

이 개선됨을 확인할 수 있다. 특히, 보행 속도가 작을 수록 

효율이 더욱 개선되는 것을 확인 할 수 있는데, 이는 보행속

도가 줄어들수록 가감속구간이 더 많이 줄어드는 것에 기인

한다.  

 

V. 결론 

LIPM을 기반으로 에너지 효율을 개선하기 위해 새로운 가

변 ZMP 조작 방법을 제안하였으며, 주어진 보행속도에 대해 

에너지 소비를 최소화하는 보폭 및 COM의 높이를 찾는 보

행 계획방법을 제시하였다. 먼저 새로운 가변 ZMP는 허용 

ZMP 영역을 충분히 활용하여 COM의 가감속을 줄일 수 있

는 방법을 제안하였고, 시뮬레이션을 통해 기존 방법에 비해 

제안한 방법이 에너지 성능 관점에서 더 효과적임을 확인할 

수 있었다. 더욱이 주어진 보행 속도에 대한 보행 계획 최적

화에서는 물리적으로 실현 가능한 동작을 보장하기 위해 마

찰력 제한, 그리고 요잉 모멘트 제한 등의 제한조건들을 고

려하였고, 이들 조건들을 모두 만족하고 에너지 효율을 극대

화할 수 있는 유일한 최적 보폭과 몸체 높이를 찾을 수 있었

다. 더 나아가, 주기적인 보행 운동에서 가장 에너지 효율적

인 보행 속도를 선정할 수 있으므로 추후 효율적인 보행 계

획에 활용 될 수 있다. 

향후 주어지는 보행 조건들에 대한 폭넓은 시뮬레이션과 
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그림 7. ZMP 허용도에 따른 최소 기계 비저항. 

Fig.  7. Minimum MSR for ZMP allowance factor. 
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그림 8. 보행 속도에 따른 최소 기계 비저항. 

Fig.  8. Minimum MSR for forward mean velocity. 
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실험적 검증을 통해 보다 효율적인 보행을 실현 할 수 있을 

것이라 기대된다. 
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