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1. 서 론 

공학시스템을 해석하고 설계하는 단계에서 시
스템 자체 혹은 시스템의 사용 환경에서 필연적으

로 존재하는 불확실성(Uncertainty)에 의한 영향을 
정량화하고 이를 해석 및 설계에 반영하려는 연구

가 다양한 분야에서 이루어지고 있다. 공학 시스

템 혹은 이를 구성하는 서브 시스템(Sub-system) 
및 부품 단위에서 존재하는 대표적인 불확실 요소

는 물성치의 산포, 공차에 의한 구조물의 형상 및 
치수의 변화이고, 사용환경 측면에서는 하중 및 
온도 조건의 다양성 등이다. 이러한 불확실성은 

Key Words : Sensitivity Analysis(민감도 해석), Statistical Moment(통계적 모멘트), Probability Constraint(확률 
제한조건), Moment Method(모멘트 방법), Non-Normal Distributions(비정규 분포) 

초록: 설계단계에서 시스템의 불확실성을 반영하려는 노력이 다양하게 이루어지고 있으며, 강건 최적설계 혹은 

신뢰도 기반 최적설계는 이에 대한 대표적인 설계 방법론이다. 이러한 최적화 수식에는 성능함수의 평균, 

표준편차와 확률제한조건이 목적함수와 제한조건으로 주로 활용된다. 그러므로, 이러한 통계적 특성치를 

효과적으로 계산하는 것은 필수적이며, 더 나아가 최적화 과정에서 비선형 계획법이 일반적으로 활용되므로 

민감도가 반드시 필요하다. 본 연구에서는 통계적 모멘트와 확률제한조건에 대해 적분 형태로 정의되는 민감도 

수식을 비정규 분포로 확장하고자 한다. 얻어진 민감도 해석 결과는 통계적 모멘트와 손상확률이 설계점에서 

계산된 경우, 민감도를 얻기 위해 추가로 성능함수를 계산할 필요가 없음을 보여주므로 효율성 측면에서 

우수하다. 그러나, 민감도 수식이 성능함수와 확률밀도함수의 미분과정에서 얻어지는 함수의 곱으로 정의되므로, 

동일한 수치적분 방법이 적용되는 경우 민감도 해석 결과는 통계적 모멘트 결과의 정확도에 미치지 못할 

가능성이 있다.  

Abstract: The efforts of reflecting the system’s uncertainties in design step have been made and robust optimization or reliability-
based design optimization are examples of the most famous methodologies. The statistical moments of a performance function and 
the constraints corresponding to probability conditions are involved in the formulation of these methodologies. Therefore, it is 
essential to effectively and accurately calculate them. The sensitivities of these methodologies have to be determined when nonlinear 
programming is utilized during the optimization process. The sensitivity of statistical moments and probability constraints is 
expressed in the integral form and limited to the normal random variable; we aim to expand the sensitivity formulation to non-
normal variables. Additional functional calculation will not be required when statistical moments and failure or satisfaction 
probabilities are already obtained at a design point. On the other hand, the accuracy of the sensitivity results could be worse than that 
of the moments because the target function is expressed as a product of the performance function and the explicit functions derived 
from probability density functions. 
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시스템의 성능 및 수명을 설계 의도와 다르게 저
하시키는 요인이 되므로, 시스템의 특성에 대한 
통계적 특성을 정확히 파악하여 설계에 반영하여

야 한다. 이를 달성하기 위해서는 시스템의 성능

이 수학적으로 정의되어야 할 뿐만 아니라, 그 성
능함수의 통계적 특성치인 평균, 표준편차 혹은 
성능함수의 확률밀도함수(Probability Density 
Function)도 정확히 추정이 가능해야 한다.  이러

한 통계적 특성치를 수치적으로 추정하는 다양한 
방법론들에 대한 연구가 진행되어 왔으며, 최근에 
실험계획법을 활용하는 연구가 활발이 이루어지고 
있다. 그 대표적인 방법으로 D’Errico 와 Zaino,(1) 

Zhao 와 Ono,(2) Seo 와 Kwak,(3) Lee 와 Kwak,(4) Huh
와 kwak,(5) Kim 과 Lee 등(6) 등이 제안한 방법들이 
있다. 더 나아가 이러한 방법론을 최적설계 알고

리즘과 통합한 강건 최적설계(Robust Optimization) 
혹은 신뢰도 기반 최적설계(Reliability-Based Design 
Optimization)에 적용하여 불확실성을 설계에 적극

적으로 도입하려는 노력도 역시 다양하게 이루어

지고 있다.(7~9)  
위의 두 설계 방법에서는 주로 성능 함수의 평

균과 표준편차로 정의되는 목적함수 혹은 그에 대
응하는 다른 지수와 손상 확률(Failure Probability)
로 정의되는 확률 제한조건으로 구성된 최적 설계 
수식화를 활용한다. 이와 같이 두 방법 모두 최적

설계 수식화를 기반으로 하고 있으므로, 최적 해
를 탐색하기 위해서 방향 탐색과정(Searching 
Direction)이 필요하며, 이는 목적함수 및 제한조건

에 대한 민감도(Sensitivity)를 요구한다.  즉, 성능

함수의 평균, 표준편차에 대한 미분 혹은 확률 제
한조건의 미분이 필요함을 의미한다.  확률 제한

조건의 경우 손상확률을 계산하는 방법에 따라 민
감도 수식이 달라지는데, 본 연구에서는 4 차 통계

적 모멘트와 피어슨 시스템(Pearson System)을 기초

로 한 모멘트 방법(Moment Method)(3~5)에 대한 민
감도 해석을 수행하고자 한다.  또한 정규분포로 
정의되는 확률변수에 대한 민감도가 아니라, 비정

규분포로 정의되는 설계변수에 대한 성능함수의 
평균, 표준편차와 확률 제한조건에 대한 적분 형
태의 민감도 수식을 유도하고자 한다. 

2. 민감도 해석 

2.1 확률 제한조건 및 모멘트의 민감도 해석 
서로 독립적이라고 가정하는 확률변수 xi(i=1, 2, 

3, …, N)에 대해 성능함수 g(x)의 k 차 통계적 모멘

트(Statistical Moment)는 아래와 같이 정의가 된다.  
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여기서 fi는 i 번째 확률밀도함수를 의미한다.  

1, 2 차 모멘트는 성능함수의 평균(Mean) m과 분

산(Variance) 2s 을 의미하며, 왜도(Skewness) g1(혹은

1b )는 3 차 모멘트를 표준편차(Standard Deviation)

의 3 제곱으로 나눈 값이다.  즉, { } 33
1 sb gE= 이

다. 첨도(Kurtosis) g2(혹은 b2)는 4 차 모멘트와 
{ } 44

2 sb gE= 관계를 가진다.  

통계적 모멘트를 기반으로 하는 신뢰도 해석 
방법(Reliability Analysis)에서는 보편적으로 식 (1)
처럼 정의되는 성능함수의 모멘트 정보와 피어슨 
시스템과 같은 확률분포의 근사화 기법을 활용하

여 성능함수의 확률밀도함수를 추정하고, 이로부

터 손상 혹은 만족 확률(Failure or Satisfaction 
Probability)을 계산한다.  일반적으로 4 차 모멘트

까지를 많이 활용하므로 손상 혹은 만족확률은 아
래 식과 같이 표현할 수 있다.  
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강건 최적설계 혹은 신뢰도 기반 최적설계에서 

설계변수는 주로 확률 변수 xi 의 평균이므로, 식 
(2)는 연쇄 규칙(Chain rule)에 의해 아래 식과 같이 
정리된다. 그리고, 식 (3)의 각 항에서 g(x)의 통계

적 모멘트에 대한 손상확률의 편미분은 피어슨 시
스템과 유한 차분법(Finite Difference Method)를 통
해 비교적 쉽고 빠르게 계산이 가능하다. 그러므

로, xi의 평균에 대한 g(x)의 통계적 모멘트에 대한 
미분이 본 연구에서 다루고자 하는 민감도의 핵심

이 된다.  
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Huh 와 Kwak(10)은 이미 식 (3)에서 xi 의 평균에 
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대한 g(x)의 통계적 모멘트의 미분을 아래 식 (4) 
~ (7)과 같이 유도하였다.   
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식 (5) ~ (7)까지 민감도 수식은 성능함수 평균

에 대한 미분인 식 (4)와 식 (4) ~ (7)에 공통으로 
포함되어 있는 xi 의 평균(

ixm )에 대한 i 번째 확률

밀도함수(fi)의 미분만 얻어지면 손쉽게 얻어진다.  
그러므로, 

ixm 에 대한 fi 의 미분이 민감도 해석의 

핵심 사항이 되며, Huh 와 Kwak(10)은 xi 가 정규 

분포인 경우에 대해 이미 아래와 같은 식으로 유
도하였다.  
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 본 연구에서는 정규분포에서 로그-노말(Log-
normal), 베타(Beta) 분포와 같은 비정규 분포로 민
감도 수식을 확장하고자 한다. 
 

2.2 비정규 확률밀도함수에 대한 민감도 
비정규 분포로는 로그-노말, Rayleigh, 베타, 균

일(Uniform) 분포 등과 같은 확률 분포가 있으며, 
본 절에서는 (a, +¥) 영역에서 아래 식과 같이 정
의되는 Rayleigh 분포에 대한 민감도 수식을 상세

히 유도하고자 한다.  단, xi 가 서로 독립적이라고 
가정하므로 본 절에서는 수식 전개의 편의를 위해 
아래 첨자 i 를 생략하고 기술하고자 한다. 
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여기서, a 와 s 는 Rayleigh 확률밀도함수를 정의하

는 파라미터이며, x 의 평균은 아래 식처럼 이 두 
파라미터의 합으로 구성된다.  
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식 (9)의 Rayleigh 확률밀도함수와 식 (10)의 xm

이 모두 파라미터 a 와 s 로 정의되고, g(x) 평균은 
g(x)와 f(x)의 곱으로 정의되므로, 연쇄 규칙에 의
해 아래와 같이 전개가 가능하다.  
 

( ) ( )

x

g

x

g

a
xx

g

s
s

a
a

dxxxg

m
m

m
m

f
mm

m

¶
¶

×
¶

¶
+

¶
¶

×
¶

¶
=

÷
ø
öç

è
æ ×

¶
¶

=
¶

¶
ò
¥

     (11) 

 
Rayleigh 분포를 가지는 확률변수 x 의 평균으

로부터 파라미터 a 와 s 에 대한 mx 의 미분은 간단

히 1 과 p2 로 각각 계산된다. 식 (11)에서 유도

되지 않은 미분인 mg 에 대한 a 와 s 의 미분은 아
래 식과 같이 정리되며, 이 중 식 (12)는 유한 차
분법에 의해 쉽고 정확히 계산이 가능하다.  
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식 (13)에서 Rayleigh 확률밀도함수에 대한 파라미

터 s 의 미분은 아래 식처럼 간단히 유도된다.  
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그러므로, 식 (11)에 파라미터 a 와 s 을 mx 에 대해 
미분한 결과인 1, p2 와 식 (14)를 대입하여 정

리하면, 아래 식처럼 최종 민감도 수식이 얻어진

다. 이 식에서 첫 번째 항은 앞서 설명하였듯이 
유한 차분법을 통해 쉽게 얻어지며, 두 번째 항은 
식 (13)과 (14)에 의해 아래 식처럼 정리 가능하며, 
이는 정규분포의 민감도 수식과 동일한 형태인 
g(x)×H(x)에 대한 모멘트로 표현이 된다.   
 

( ) ( ) ( ){ }
p

f
m

m
m 21 ´××+´

D

D
@

¶

¶
ò

¥

a

g

x

g dxxxHxg
a

   (15) 

 
추가로 분산은 식 (5)와 평균에 대한 미분인 식 
(15)를 활용하여 아래 식과 같이 얻을 수 있으며, 
왜도 및 첨도 역시 분산과 유사하게 유도가 가능

하다. 
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아래 두 식처럼 각각 정의되는 로그-노말 분포, 

베타 분포에 대한 xm 의 민감도 해석도 정규분포

와 Rayleigh 분포와 동일한 절차로 수행이 가능하

다.    
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여기서, m, s 는 식 (17) 로그-노말 분포의 파라미터

이며, a, b, p, q 는 식 (18) 베타 분포의 파라미터이

다.  또한, 식 (18)에 기술된 b(p, g)는 베타 함수

(Beta Function)로써 아래의 식처럼 적분 형태로 정
의된다. 
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로그-노말과 베타 분포에 대해 성능함수 평균에 
대한 민감도 수식은 각각 아래의 두 식과 같이 유
도 가능하다.  
 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )dxxxHxg

dxx
s

mx
s

mx
s

xg

smx

x

x

g

f

f
m

m
m

ò

ò
¥

¥

××=

×
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ -
+

-
+-×=

¶

¶

0

0 4

2

22

loglog11

,;

 

     (20) 
 

( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

×úû
ù

êë
é

-
+

¶
¶

×
-
-

×
+

+

×úû
ù

êë
é

-
-

××
+

+

×××
+

+

×úû
ù

êë
é

-
+

¶
¶

×
-
-

×
+

+

×úû
ù

êë
é

-
-

××
+

+

×××
+

+

×××
-
-

+

×××
-
-

=

¶

¶
=

¶

¶

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a
x

b

a
x

x

g

x

g

dxx
ab

xg
x
xg

ab
ax

p
qp

dxxxH
ab
axxg

p
qp

dxxxHxg
p

qp

dxx
ba

xg
x
xg

ba
bx

q
qp

dxxxH
ba
bxxg

q
qp

dxxxHxg
q

qp

dxxxHxg
a
bap

dxxxHxg
b
abq

qpbax

f

f

f

f

f

f

f
m

f
m

m
m

m
m

)(

)(

)(

)(

)(

)(

,,,;

5

4

5

3

22

12

  (21) 

 
여기서, 식 (21)에 정의된 H1 ~ H5 는 아래와 같다.  

 
( ) ( ) ( ) ( )[ ]qppabaxH ++----= 001 loglog yy  

 
( ) ( ) ( ) ( )[ ]qpqabxbH ++----= 002 loglog yy  

여기서 ( ) ( )[ ]( ) 11 log ++ G= nn
n dzzdzy 이다.   
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정규분포 및 기타 다른 비정규분포와 상이하게 
베타 분포에 대한 민감도 수식이 식 (21)처럼 복
잡한 것은 우선 베타 확률밀도함수를 정의하는데 
4 개의 파라미터가 필요하고, 적분 영역이 (a, b)이
기 때문이다. Rayleigh 분포의 경우와 비교하면, 베
타 분포는 4 개의 파라미터로 정의되어 식 (11)에 
비해 4 개의 항으로 우선 전개가 되며, 적분 영역

도 (a, b)이기 때문에 Rayleigh 분포에 비해 더 복
잡하게 미분이 되며, 이를 정리하면 최종 식 (21)
처럼 총 8 개의 항으로 유도된다. 이러한 복잡함에

도 불구하고, 식 (21)의 각 항은 앞의 두 비정규 
분포 혹은 Rayleigh 분포에 대한 민감도 수식과 
거의 동일하게 성능함수, 확률밀도함수로부터 유
도된 함수와 베타 확률밀도함수로 구성된다. 
본 절에서 얻어진 민감도 수식 (15), (16), (20), 

(21)을 종합하면, 비정규 분포로 정의되는 확률변

수의 평균에 대한 평균, 표준편차와 확률제한조건

(Pr[g£0])의 민감도 수식은 성능함수 g(x), 확률밀

도함수 fi 와 미분과정에서 얻어지는 함수인 Hi(xi)
의 곱으로 이루어진 함수의 적분형태로 최종 표현

된다. 그러므로, 식 (1)과 같이 정의되는 성능함수

의 k 차 통계적 모멘트와 동일한 적분 형태를 가
지므로, 동일한 수치적분 방법을 적용하여 민감도 
값을 얻을 수 있게 된다. 예를 들어, 전조합법을 
이용한 모멘트 방법(Full Factorial Moment Method, 
FFMM)(1,3)을 사용하여 통계적 모멘트를 계산한다

면, 모멘트 계산과정에서 얻어진 함수값을 민감도 
계산에서도 그대로 사용할 수 있음을 의미한다.  
즉, 민감도를 얻기 위해 추가적인 성능함수 계산

이 필요하지 않게 된다. 그 이유는 Hi 함수가 앞서 
얻은 민감도 수식에서 명시적 함수(Explicit 
function)로 정의되기 때문이다.  이는 최적화 과정

에서 많은 계산량을 요구하는 방향 탐색 과정에서 
추가적인 노력이 필요하지 않음을 의미하며, 유한

요소해석과 같은 방법을 활용하여 해석 및 최적화

를 수행하는 경우, 최적화 효율 관점에서 많은 도
움을 제공하게 될 것이다. 그러나, 성능함수 자체

와 유도된 함수의 곱으로 정의되는 함수로 인하여 
적분 대상인 함수의 비선형성이 통계적 모멘트 계
산보다 더 증대될 개연성이 높고, 이는 동일한 수
치적분 방법을 민감도에 적용할 경우 해의 정확도

가 통계적 모멘트에 비해 상대적으로 감소될 우려

가 있음을 내포한다. 아래 수식은 FFMM 을 적용

하여 통계적 모멘트를 추정하는 식이다.  
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여기서 m 이 3 이면 3n FFMM 이다. 

3. 결 론 

본 연구에서는 강건 최적설계 혹은 신뢰도 기반

최적설계에서 주로 필요로 하게 되는 성능함수의 
평균 및 표준편차와 확률 제한조건에 대한 적분형

태의 민감도 수식에서 확률변수가 비정규분포인 
경우에 대한 민감도 해석을 수행하였다. 얻어진 
민감도 수식은 정규분포에 비해 다소 복잡한 함수

로 정리되지만, 기본적으로는 정규분포와 거의 동
일한 형태로 표현된다. 즉, 성능함수, 확률밀도함

수, 민감도 해석 과정에서 유도된 함수의 곱으로 
정의된다.  그러므로, 평균, 표준편차와 확률제한

조건을 계산하는 과정에서의 계산된 성능 함수값

을 활용하여 추가적인 함수 계산 없이 민감도 계
산이 가능한 장점을 가지고 있다. 실제 현장에서 
구조물에 대한 해석은 유한요소해석을 활용하는 
경우가 대다수이며, 또한 방대한 요소(Elements)로 
모델링이 되는 경우가 많다. 게다가 강건 최적설

계 혹은 신뢰도 기반 최적설계는 기존 최적설계에 
비해 많은 유한요소해석을 필요로 하게 되므로, 
본 연구에서 제안하는 민감도 수식은 이러한 최적

화 과정에서의 계산량을 절감하는데 많은 기여를 
하게 될 것이다. 그에 비해 성능함수의 통계적 특
성치에 대한 민감도 수식 유도과정에서 얻어지는 
함수가 성능함수에 곱해지므로, 동일한 수치적 적
분 방법에 대해 민감도의 정확도가 낮아질 가능성

이 높으므로 주의하여 적용해야 할 것이다.  
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