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Erdniev의 교수학적 단위의 확장 및 그의 초등학교 수학교과서의

확장된 교수학적 단위에 대한 연구

한 인 기 (경상대학교)

본 연구에서는 문헌들의 분석을 통해 교수학적 단

위의 개념을 규정하고, Erdniev의 연구들을 분석하여

교수학적 단위를 확장하는 구체적인 방법들을 제시하

였다. 그리고 Erdniev의 수학교과서를 분석하여, 교수

학적 단위의 확장 개념이 수학교과서에 어떻게 구현

되었는가를 조사하였다. 특히 확장된 교수학적 단위에

관련된 수학교과서 분석 연구에서는 Erdniev의 초등

학교 3학년 수학교과서의 소단원 ‘두 연산이 포함된

문제’에 포함된 교과내용을 교수학적 단위의 확장 방

법, 확장된 연습문제의 형태, 구조를 분석하였다.

본 연구의 결과를 통해, 교수학적 단위의 확장에

관련된 구체적인 방법들이 우리나라의 수학교육학 연

구에 활용될 수 있을 것으로 기대되며, 교수학적 단위

의 확장 개념이 구현된 수학교과서의 분석 결과는 수

학 교수-학습 방법의 새로운 접근 가능성을 제공할

수 있을 것으로 기대된다.

1)

I. 서 론

최근 들어 수학교육학에 대한 많은 연구들이 다양

한 방향으로 이루어지고 있다. 김응태․박한식․우정

호(2004, p.12)는 ‘수학교육학은 수학의 학습지도의 개

선을 위해 그와 관련된 분야의 연구를 하는 과학이며,

다루어지고 있는 문제의 성격상 관련 과학의 연구 성

과를 종합하지 않으면 안되는 특성을 지닌 전형적인

경계과학’이라고 하였다. 즉 수학교육학은 다른 학문

영역들과 밀접하게 상호관련성을 가지며, 서로의 연구

결과들을 공유하며 발전하고 있는 융합학문영역이라
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할 수 있다. 그리고 김응태․박한식․우정호(2004)는

Kaufman과 Steiner의 연구를 바탕으로 수학교육학이

수학, 교수학, 교육학 등의 학문영역에 연결되어 있다

고 기술하였다.

수학교육학의 연구들은 수학, 교수학, 교육학 등의

학문 영역의 연구들과 밀접하게 관련되어 있다. 특히

최근에는 수학교육학의 다양한 개념들에 대한 교수학

적 측면의 주제들에 대해 많은 연구자들이 주목하고

있다. 예를 들어 외국의 수학교육학 학자들에 의해 수

학 교수-학습에서 교수학적 상황, 교수학적 변환, 교

수학적 원리 등의 개념들이 연구되었다. 이들 개념은

국내의 수학교육학 연구자들에게 소개되어, 국내의 다

양한 연구자들에 의해 이들 개념에 관련된 다양한 수

학교육학의 연구들이 진행되었고, 주목할 만한 연구

성과들도 폭넓게 축적되었다.

살펴본 교수학적 상황, 교수학적 변환, 교수학적 원

리 이외에, 수학교육학 영역에서 연구되고 있는 개념

이 교수학적 단위의 확장이다. 수학교육학 영역에서

교수학적 단위의 확장에 대한 연구는 러시아의 수학

교육학자인 P.M.Erdniev에 의해 폭넓게 연구되었지만,

국내에는 아직 소개되지 못했다. Erdniev(1996, p.7)에

의하면, ‘우리는 1960-1994년에 걸쳐 일반 학교의 1-6

학년에서 실험 교과서를 이용해 교수학적 개념들을

성공적으로 실험하였다’고 하였다. 즉 Erdniev는 1960

년부터 교수학적 단위의 확장에 관련된 연구를 수행

해 오고 있으며, 이 개념에 근거한 수학교과서를 저술

하였다. Erdniev는 7-9학년 수학교과서도 저술하여,

지금은 교수학적 단위의 확장에 근거한 수학교과서가

1학년에서 9학년까지 출판되어 있다.

본 연구에서는 다양한 문헌의 분석을 통해 교수학

적 단위의 개념을 규정하고, Erdniev의 연구들을 분석

하여 교수학적 단위를 확장하는 구체적인 방법들을



한 인 기38

제시할 것이다. 그리고 Erdniev의 수학교과서를 분석

하여, 교수학적 단위의 확장 개념이 수학교과서에 어

떻게 구현되었는가를 조사할 것이다. 이를 통해, 교수

학적 단위의 확장 개념이 우리나라의 수학교육학 연

구에 활용될 수 있도록 기초 자료를 제공할 것으로

기대되며, 교수학적 단위의 확장 개념이 구현된 수학

교과서의 분석 결과는 수학 교수-학습 방법의 새로운

접근 가능성을 제공할 수 있을 것으로 기대된다.

II. 연구방법

본 연구는 교수학적 단위 및 확장 이론에 대한 문

헌 연구와 확장된 교수학적 단위에 관련된 수학교과

서 분석 연구로 구성되어 있다.

1. 교수학적 단위 및 확장 이론에 대한 문헌 연구

‘교수학적 단위’의 개념을 규정하기 위해, 첫째 사

전적 의미로의 교수학적 단위, 둘째 교육학 연구에서

실제 활용되는 교수학적 또는 교수학적 단위의 개념

을 분석할 것이다.

첫째, ‘교수학’과 ‘단위’의 다양한 사전적인 의미를

국어사전, 교육학 백과사전, 용어 및 정의 사전 등을

분석하여, 교수학과 단위가 결합된 교수학적 단위의

개념에 대한 사전적인 의미를 규명할 것이다.

둘째, ‘교수학적’이라는 수식어가 붙어 있는 단어

결합을 수학교육학 연구에서 찾아 ‘교수학적’의 의미

를 밝힐 것이다. 그리고 교수학적 단위의 개념이 사용

된 교육학의 연구들을 분석하여, 교수학적 단위의 개

념을 명료화시킬 것이다.

한편 교수학적 단위의 확장에 관련된 연구에서는

교수학적 단위의 확장 방법을 연구하여 수학교육학

연구에 처음으로 도입한 Erdniev의 연구들을 중심으

로 문헌연구를 수행할 것이다.

2. 확장된 교수학적 단위에 관련된 수학교과서

분석 연구

확장된 교수학적 단위를 활용한 수학교과서가

Erdniev에 의해 1학년에서 9학년까지 출판되었다. 1학

년에서 9학년까지의 수학교과서는 그 분량이 방대하므

로, 이들 수학교과서를 모두 분석하는 것은 매우 어렵

다. 뿐만 아니라, 본 연구에서는 교수학적 단위의 확장

이 수학교과서에 어떻게 구현되었는가를 분석할 것이

므로, 1학년에서 9학년까지의 모든 수학교과서를 조사

할 필요는 없다. 왜냐 하면, 이들 교과서에는 교수학적

단위를 확장하는 유사한 방법들이 반복되어 사용되었

기 때문에, 특정 학년 수학교과서의 특정 내용을 분석

하여도 본 연구의 목적에 도달할 수 있기 때문이다.

특히 Erdniev의 연구들(1965, 1995a, 1996)을 살펴보

면, Erdniev는 수학 연습문제를 통한 교수학적 단위의

확장에 많은 의미를 부여했음을 알 수 있다. 본 연구

에서는 Erdniev의 초등학교 3학년 수학교과서 중에서

‘두 연산이 포함된 문제’라는 소단원을 분석할 것이다.

본 연구에서는 Erdniev의 초등학교 3학년 수학교과

서의 소단원 ‘두 연산이 포함된 문제’에 포함된 교과

내용을 교수학적 단위의 확장 방법, 확장된 연습문제

의 형태, 구조를 분석할 것이다.

III. 교수학적 단위와 교수학적 단위의

확장

1. 교수학적 단위

교수학적 단위는 ‘교수학’과 ‘단위’로 이루어진 단어

결합으로, 각 교과의 교육과정과 관련되어 사용되지만,

아직 그 개념이 명확하게 정의되지는 않았다.

러시아의 한 대학교의 교육과정 소개 자료(IPCUB,

2010, p.1)에서는 교수학적 단위를 학습되는 주제들과

동일한 개념으로 사용하면서 ‘전문교과목이나 교양교과

목의 교육과정에 기술된 학습 자료 내용의 요소’라고

규정하였다. 이 자료에는 ‘경제학’ 교과목의 교수학적

단위로 경제학 이론의 대상과 방법, 경제학 이론의 발

전 단계, 필요와 자원들, 공동생산과 경제적인 관계들,

경제 체계들, 시장, 자본시장, 노동시장 등이 예시되어

있다. 이 경우에는 어떤 교과목을 구성하는 학습 주제

들이 교수학적 단위로 이해되고 있음을 알 수 있다.

한편 용어 및 정의 사전(AST-Tsentr, 2010)에서는

‘측정의 교수학적 단위’ 개념이 정의되어 있는데, 측정

의 교수학적 단위란 주어진 의미와 구체적인 난이도
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를 가지는 각각의 평가 과제에 포함되는 교과목 내용

의 단편이라고 규정하고 있다. 이러한 경우에 교수학

적 단위는 각각의 평가 과제에 포함되는 교과 내용의

일부분이라고 할 수 있다.

이제 교수학적 단위에 대한 개념 규정을 시도하자.

이를 위해, ‘교수학’과 ‘단위’의 개념을 살펴보고, 이들

을 결합시켜 교수학적 단위의 개념을 정리하자.

교육학백과사전(Bim-bad, 2002, p.69)에서 교수학

(didactics)을 ‘교육학의 한 영역으로, 교수학에서는 지

식, 능력, 기능의 획득에 대한 규칙성들, 신념 형성의

규칙성들을 밝히며, 교육 내용의 양과 구조를 결정하

며, 교육의 방법들과 조직된 양식들을 완성하며, 학습

자에 대한 학습과정의 훈육적인 영향을 규명한다’고

규정하고 있다. 즉 교수학은 교수-학습 과정의 인지적

측면과 정의적 측면에 관련된 규칙성들을 규명하고,

학습내용과 교육방법을 정교화시키는 교육학의 한 영

역으로 이해될 수 있다.

‘교수학적’의 의미를 생각해 보자. ‘교수학적’이라는

수식어가 붙은 단어 결합으로 ‘교수학적 원리’, ‘교수학

적 분석’, ‘교수학적 자료’ 등을 생각할 수 있다.

Freudenthal(2008)은 교수학적 원리라는 개념을 중심

으로 수학의 교수-학습에 관련된 방법들, 원리들을 기

술하였다. 그리고 우정호 외(2006, p.31)에 의하면, ‘교

수학적 분석은 학교수학의 특정한 주제를 가르치기 적

절하게 교재와 수업을 조직하는데 유용한 시사를 얻기

위해 그 주제의 본질을 여러 측면에서 분석하는 연구’

를 말한다. 이때의 ‘교수학적’의 개념은 가르치는 어떤

주제를 가르치는 활동에 관련된 것임을 알 수 있다.

한편 한인기(2005)에 의하면, 교수학적 자료는 수학교

과서를 중심으로 교과내용을 설명한 후에, 교사가 학

생들의 독립작업을 구성하고 학생들의 지식 획득을 평

가하여, 학습의 각 단계에서 교사들이 학생들을 통

제․감독하는데 활용할 수 있는 자료를 의미한다.

‘교수학적’이라는 수식어가 포함된 이 개념들의 의

미로부터, ‘교수학적’은 어떤 개념들, 이론들, 사실들,

대상들을 교수-학습의 과정에 관련시키기 위해 사용

되는 수식어임을 알 수 있다.

‘단위’의 사전적 의미를 살펴보면, 국어사전에서(남

영신, 2003, p.503)는 ‘① 양을 수치로 나타내기 위하여

계산의 기본으로 정해놓은 기준, ② 무슨 일을 하거나

무엇을 구성하는데 있어서 뭉뚱그려 하나로 취급하는

묶음’으로 정의되어 있으며, 수학용어사전(손용규,

1982, p.49)에서는 ‘양을 측정할 때, 그것과 같은 종류

의 일정량을 기준으로 해서 주어진 것이 그 기준인

것의 몇 배에 해당하는 가를 측정한다. 이때 기준이

되는 일정량을 단위라고 한다’고 규정되어 있다. 즉

단위는 묶는 대상들이나 측정하는 대상들의 특성을

포함하고 있는 어떤 묶음 또는 기준으로 정의할 수

있다. 이때 묶음이나 기준의 크기나 범위는 단위를 이

용하여 묶거나 측정하는 대상들의 성격에 따라 달라

질 수 있다.

이제 교수학적 단위의 개념을 규정하자. ‘교수학적’

과 ‘단위’의 개념을 단순히 결합시키면, ‘교수학적 단

위’는 교과목의 구체적인 교수-학습 과정 또는 내용을

어떤 특성을 중심으로 묶는 단위로 기술될 수 있다.

Shevchenko(2008, p.3)는 정보화된 교육환경의 구

축에 대한 연구에서 교수학적 단위는 ‘학습 대상의 특

성들을 보유하고 있는 학습 정보의 최소 양으로, 하나

또는 몇 개의 프레임(frame)으로 구성된다. 이때 프레

임은 현상, 사실, 대상에 대한 최소의 서술(묘사)로,

이 서술에서 구성하는 어떤 부분을 없애면 이 현상,

사실, 대상은 인식되지 못하며, 서술 자체가 의미를

읽게 된다’고 하였다.

이 주장으로부터, 교수학적 단위는 교과목의 교수-

학습에서 하나 또는 몇몇 개의 프레임으로 구성되며,

학습 대상의 특성들을 보유하고 있는 논리적으로 독

립된 학습 자료, 정보의 일부분이라고 규정할 수 있

다. 그리고 교수학적 단위를 바탕으로 교사, 학습자,

학습내용의 상호작용이 계획되고 이루어지게 된다.

2. 교수학적 단위의 확장

학습 대상의 특성을 가진 독립된 부분으로써의 교

수학적 단위는 다른 개념들, 교수학적 단위들, 법칙들

과 연결되면서 확장될 수 있다. Erdniev는 교수학적

단위의 확장, 확장된 교수학적 단위의 개념을 수학 교

과내용을 중심으로 체계적으로 연구하였다. 특히

Erdniev는 서로 연결된 개념들의 학습을 위한 공학으

로써 교수학적 단위의 확장을 수학 학습 자료를 이용

하여 연구하였다. Erdniev에 의해 연구된 교수학적 단

위의 확장에 관련된 교과교육학 관련 연구들은 다른

교과목들의 교과교육학 연구로 확산되어 다양하게 연
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구되고 있다.

Selevko(2006)에 의하면, Erdniev의 교수학적 단위

의 확장 개념은 다음의 교수-학습 방법들을 통합한

것이다: ① 서로 연결된 연산들, 조작들, 함수들, 정리

들을 함께 그리고 동시에 학습하기; ② 문제의 구성과

해결 과정의 통일성을 보장하기; ③ 잘 정의된 과제들

과 잘 정의되지 않은 과제들의 상호 교류를 생각하기;

④ 처음 과제와 변형된 과제의 대립을 위한 조건이

되는 연습문제의 구조를 변환(순환)시키기; ⑤ 수학적

지식의 복잡한 본질을 밝히고 지식들의 체계성에 도

달하기; ⑥ 연습문제들의 체계에서 보완성의 원리를

구현하기.

이들을 자세히 살펴보자. ① 서로 연결된 연산들,

조작들, 함수들, 정리들을 동시에 학습하는 것은, 예를

들어 역관계로 연결된 연산인 덧셈과 뺄셈, 곱셈과 나

눗셈, 함수와 역함수, 정리와 그 역을 동시에 학습하

는 것을 생각할 수 있다. 이를 통해 하나의 연산, 조

작, 함수, 정리(교수학적 단위)를 역연산, 역조작, 역함

수, 역정리와 결합시키면서 확장하는 것이다.

② 문제의 구성과 해결 과정의 통일성을 보장하기

는 문제의 구성, 문제의 해결을 별개의 것으로 간주하

여, 문제를 구성하기만 하거나 문제를 해결하기만 해

서는 안된다는 것이다. 즉 문제를 구성하는 활동과 해

결하는 활동이 시간적으로 순차성을 띄며 병행되어야

한다. 이와 관련하여 Erdniev(1993, p.377)는 ‘현대 모

든 학교 수학은 전통적인 범위 안에서 이루어지고 있

다-문제를 풀어라(누가 구성하든 상관없는, 단 학생

자신은 아닌!). 30년 동안의 우리의 연구에 의하면, 교

육의 목적과 방법으로써《(다른 사람의) 문제를 해결

하여라》는 지시는《(자신의) 문제를 구성하고 해결하

여라》는 지시에 의해 보완되어야 한다’고 주장하였

다. 특히 최근에 우리나라 수학교육에서도 문제의 구

성 또는 문제의 제기2)에 대한 이론과 실천의 연구들

이 다양하게 소개되었고, 2007년 개정된 수학과 교육

과정에서도 문제 만들기 활동이 강조되고 있음을 감

안하면, 문제 구성을 통한 교수학적 단위의 확장은 수

학교육학적으로 의미있는 활동이 될 수 있을 것이다.

③ 잘 정의된 과제들과 잘 정의되지 않은 과제들의

2) 문제 구성, 문제 제기, 문제 만들기, problem posing 등은

같은 개념에 대한 다른 표현들이다.

상호 교류를 생각하기는 문제해결을 위한 조건들이

잘 정의되어 있는 과제를 조건의 일부가 정의되지 않

은 과제와 연결(교류)시키는 것에 관련된다. 예를 들

어 문제 ÷ □는 정답을 구하기 위한 조

건들인 수들, 연산들이 모두 정의된 문제이다. 그러나

문제 □÷  에서는 연산 결과인 33이 주어

졌고 문제의 조건에서 □로 표시된 수를 구해야 한다.

즉 연산 결과가 얻어지기 위한 조건이 정의되지 않은

문제가 된다. 문제 ÷ □에서는 문제

□÷   또는 이와 유사하게 조건이 잘 정

의되지 않은 문제와의 연결(교류)를 염두에 두어야 한

다는 것이다.

④ 처음 과제와 변형된 과제의 대립을 위한 조건이

되는 연습문제의 구조를 변환(순환)시키기에서는 연습

문제의 구조를 다양하게 변환시켜 처음 문제와 대립

될 수 있는 변형된 과제를 만드는 것에 관련된다. 이

와 관련하여 Erdniev(1996)는 연습문제들의 순환적인

완비성 개념을 도입하였다. 연습문제들의 순환적인 완

비성은 주어진 문제 또는 식에서 각각의 요소가 차례

로 구하는 것이 되도록 문제를 다양하게 변환시키는

것에 관련된다. 즉 처음 문제의 주어진 요소들이 구하

는 것이 되도록 문제의 구조를 변형시켜 새로운 문제

들을 얻고, 이를 통해 이들 연습문제가 순환적 완비성

을 가지게 된다는 것이다.

Erdniev(1996, pp.42-43)는 연습문제의 순환적인 완

비성의 예로 로그에서 진수와 밑의 관계에 대한 다음

과 같은 문제들을 제시하였다.

문제 1. 부등식 log  □ log 에서 □에 부등호

를 넣어라.

문제 2. 부등식 log  □ log 가 주어졌다. 와

 중에서 어떤 수가 더 큰가?

문제 3. 부등식 log  □ log 가 주어졌다. 1과

 중에서 어떤 수가 더 큰가?

문제 1의 부등식 log  □ log 에서 주어진

요소인 밑, 지수를 변형시켜 문제 2, 문제 3과 같은

새로운 문제를 얻고, 이들 문제는 순환적 완비성이라

는 질적 특성을 가지게 된다. 이와 유사한 방법으로

문제들을 만드는 방법이 Brown & Walter(1990)에 의

해 problem posing이라는 개념으로 알려져, 국내에도
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폭넓게 소개되었다.

⑤ 수학적 지식의 복잡한 본질을 밝히고 지식들의

체계성에 도달하기와 관련하여, Erdniev는 수학적 지

식의 변증법적인 성격에 주목하였다. Erdniev(1996,

p.215)에 의하면, ‘변증법의 논리는 형식 논리와는 달

리, 현상들의 이동, 계발, 내적 모순, 현상들의 질적

변화, 한 상태에서 다른 상태로의 이동을 연구한다’고

주장하면서, 수학적 지식의 본질은 이러한 역동성에

있다고 하였다. Davydov(2000)는 변증법적인 역동성

을 구현하는 사고조작으로 일반화를 강조하였다.

한편 Erdniev(1996, p.221)는 ‘교수학적 단위의 확장

의 맥락에서 수학교육을 재구성한 결과, 수학적 지식

이 변증법적인 성격을 가지며, 특히 수학적 지식이 자

기성장의 능력을 가지게 된다’고 하였다. 교수학적 확

장의 개념을 통해 수학적 지식이 이러한 특성을 가지

는 이유 중의 하나로, Erdniev(1996, p.25)는 ‘확장된

교수학적 단위의 수업에서는 어떤 대상은 자신의 다

른 것을 통해서 터득된다. 즉 어떤 문제는 자신의 역

문제를 통해, 곱셈은 나눗셈을 통해, 문제해결은 문제

의 구성을 통해, 항등식은 방정식을 통해, 부분은 전

체를 통해, 분석은 종합을 통해 터득된다’고 하였다.

즉 이러한 역동적인 상호관계에 바탕을 둔 교수학적

단위의 확장을 통해 학습된 지식은 변증법적인 성격

을 띈 역동적인 지식이라는 것이다.

⑥ 연습문제들의 체계에서 보완성의 원리를 구현하

기와 관련하여, Erdniev(1996, p.10)는 ‘이해는 형상적

인 사고와 논리적인 사고 사이의 이동, 의식적인 요소

들과 무의식적인 요소들 사이의 이동을 통해서 도달된

다’고 하였다. 즉 사고의 형상적인 측면과 논리적인 측

면, 의식적인 측면과 무의식적인 측면은 학습 과정에

서 상호 보완적인 관계가 형성되어야 한다는 것이다.

교수학적 단위의 확장을 통해 확장된 교수학적 단

위를 얻게 된다. 이때 Erdniev(1996, p.9)에 의하면 ‘확

장된 교수학적 단위는 체계성, 통일성을 가지며, 시간

에 따른 정보 저장성의 견고함, 기억에서의 빠른 상기

와 같은 특성을 가진다’고 하였다. 즉 교수학적 단위

의 확장에 근거한 교수-학습 과정을 통해 얻어진 수

학적 지식은 학생들의 사고에서 체계성, 통일성, 견고

성 등과 같은 특성들을 가지게 된다는 것이다. 한편

사고의 무의식적 측면과 관련하여, Erdniev(1993,

p.375)에 의하면 ‘교수학적 단위의 확장에서는 통일된

표상의 상호작용하는 구성 요소들을 인접시켜 정보를

가공하는 무의식적 메카니즘을 활성화시킨다. 그 결과

학습자의 지식은 자기성장의 질적 특성을 가지게 된

다’고 주장하였다. 결국 교수학적 단위의 확장은 사고

의 의식적 측면과 무의식적 측면이 통합된 교수-학습

방법의 바탕으로, 이들 두 측면은 서로를 상호 보완하

면서 획득되는 수학적 지식들, 능력들의 질적 특성에

긍정적인 영향을 미치게 된다.

한편, 사고의 형상적인 사고와 논리적인 사고 사이

의 상호 전환에 관련하여, Erdniev(1993, p.379)는 확

장된 교수학적 단위에 근거한 수학교과서를 설명하면

서 ‘우리는 학생들이 좌뇌와 우뇌의 가능성을 모두 이

용하여 수학적 이해에 도달하도록 시도하고 있다. 이

를 위해, 도식적 정보의 역할을 증대시켰고, 단어⇄상

징⇄그림을 연결시키는 특별한 연습문제들도 포함시

켰다’고 하였다. 즉 단어⇄상징⇄그림 형태의 정보들

을 연결시키는 연습문제들을 통해 학생들의 분석적인

사고와 종합적인 사고 활동의 가능성을 보장하려고

시도하였다.

살펴본 교수학적 단위를 확장하는 구체적인 방법

들, 접근 방법들을 통해, 수학 교수-학습 과정에서 확

장된 교수학적 단위의 구성하고 활용할 수 있는 가능

성을 가지게 된다. Erdniev는 다음과 같이 성격을 규

정하고 있다.

‘확장된 교수학적 단위는 학습과정을 구성하는 부분으

로, 논리적으로는 서로 다르지만 정보의 측면에서는

일반성을 띄고 있는 요소들로 구성되어 있다(1996,

p.9).’

‘확장된 교수학적 단위는 정보의 공통성을 가지고 있

는 동종 개념들의 체계로, 이 체계 내에서 명제들의

대칭과 유추에 근거한 변형과 일반화를 통해 자기성장

하는 지식의 논리적-공간적 구조가 보장된다(1993,

p.375).’

결국 확장된 교수학적 단위는 정보적인 일반성, 공

통성을 띈 동종 개념들로 구성된 체계로, 이 체계에서

개념들, 방법들, 법칙들의 변형, 대립, 비교가 이루어

지며 이를 통해 수학적 지식들은 체계성, 견고성, 성

장의 특성을 가지게 된다.

특히 Erdniev(1996, p.21)는 확장된 교수학적 단위

에 근거한 수업과 관련하여, ‘교수학적 단위의 확장
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체계에 따른 수업의 주된 생각은 다음 시간으로 연결

되는 반복학습에 있는 것이 아니라, 바로 이 시간에,

첫 번째 문제를 풀고 나서 몇 초 또는 몇 분 후에 이

루어지는 처음 과제의 변형에 있다. 이러한 변형은 학

습 대상을 성장의 안에서 인식할 수 있도록 하며, 과

제의 첫 번째 형태를 변형된 형태와 대립시킬 수 있

도록 한다’고 주장하였다. 이로부터 Erdniev의 수학

교수-학습에 대한 기본 접근은 교수학적 단위의 확장

⇄확장된 교수학적 단위의 연속적인 순환을 통해 견

고한 지식의 성장을 수학 교수-학습의 핵심 개념으로

삼고 있음을 알 수 있다.

IV. 초등학교 3학년 수학교과서에서 확

장된 교수학적 단위의 분석

Erdniev의 수학교과서를 분석해 보면, 연습문제를

통해 확장된 교수학적 단위에 근거한 학습 활동을 구

성하고 있음을 알 수 있다. Erdniev의 초등학교 1-4

학년 수학교과서에는 교과 내용의 설명이 독립적으로

제시되는 것이 거의 없으며 연습문제를 중심으로 문

제와 함께 내용 설명이 함께 제시되어 있다. 그리고

5-6학년 수학교과서에서도 교과 내용의 설명이 일부

포함되어 있지만, 주로 연습문제를 통해 학습 내용이

구성되어 있다.

예를 들어 Erdniev(1995b, p.37)의 초등학교 3학년

수학교과서를 살펴보면 <그림 1>과 같다. 소단원명은

‘십의 자리에서 받아올림, 받아내림이 있는 덧셈과 뺄

셈’인데, 단원명을 제시한 다음 연습문제가 제시되고

있음을 볼 수 있다(<그림 1>에서 99는 연습문제의

번호이다). 99번 연습문제 아래에 연습문제의 해결 방

법이 설명되어 있다.

이와 같은 수학교과서 구성과 관련하여,

Erdniev(1965, p.6)는 ‘어떤 학문의 기본적인 요소를

밝히고, 이 요소의 다양한 측면을 분석하면, 그 학문

영역의 논리적으로 엄밀한 체계를 구성할 수 있다. 수

학교수법에서 그러한 기본적인 요소가 바로 연습문제

라고 생각한다’고 주장하였다. 즉 Erdniev는 확장된

교수학적 단위를 바탕으로 한 수학 교수-학습의 구성

을 연습문제를 중심으로 시도하였다는 것을 알 수 있

다.

<그림 1> Erdniev의 초등학교 3학년 수학교과서

Erdniev(1996, p.19)에 의하면, ‘교수학적 단위의 확

장에 근거한 많은 교수-학습의 경험을 바탕으로, 연습

문제의 기본적인 형태는 다원요소(多元要素) 과제, 즉

논리적으로 이질적이지만 심리학적으로는 어떤 통일

성을 가지도록 결합된 부분들로 구성된 과제이어야

한다는 결론을 내릴 수 있다’고 주장하였다. 그리고

교수학적 단위의 확장 방법에 근거하여, 다원요소 과

제, 즉 확장된 연습문제가 다음과 같은 부분 요소들로

구성된다고 하였다.

① 일반적인 준비된 문제의 풀이

② 역문제의 구성과 풀이

③ 주어진 공식 또는 방정식에 따라 유사한 문제의 구

성과 풀이

④ 처음 문제와 공통인 몇몇 요소들에 의한 문제의 구

성

⑤ 몇몇 변인들에 의해 처음 문제를 일반화한 문제의

구성 또는 풀이

그리고 수학 교수-학습에서 다원요소 과제의 활용

과 관련하여, Erdniev(1996, p.19)는 ‘처음에는 확장된

연습문제에 기술한 변형들 중 일부가 포함될 수 있다.

그러나 확장된 연습문제에 대한 작업에서 중요한 것

은, 가능하면 구성 요소들을 나열된 순서에 따라 한

수업시간에 모두 수행하는 것이다(만약 시간이 부족
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하면, 구두로 하거나 또는 간단한 토론과 함께 숙제로

남기더라도)’라고 하였다. 결국 교수학적 단위의 확장

에 근거한 수학 교수-학습의 주요한 방법은 나열된

다섯 가지 요소들로 구성된 다원요소 과제의 해결로

귀착된다는 것을 알 수 있다.

이제 Erdniev(1995b)의 초등학교 3학년 수학교과서

의 소단원 ‘두 연산이 포함된 문제’에서 확장된 연습

문제의 예들을 분석하고, 이에 관련된 교수학적 단위

의 확장에 대해 살펴보자.

1543). (a) 바쌰는 1루블이 있다. 바쌰는 한 개에 4

꼬뻬익하는 엽서 5개를 샀다. 바쌰는 돈이 얼마가 남

았는가?

(b) 다음 도식에 따라 문제를 구성하고 해결하여라.

1루블, 엽서 5개, □꼬뻬익, 80꼬뻬익

바쌰는 1루블이 있었다. 바쌰가 이들 돈으로 엽서

5개를 샀더니, 80꼬뻬익이 남았다. 엽서 한 개의 가격

을 구하여라.

(c) 다음 도식에 따라 문제를 구성하고 해결하여라.

1루블, 엽서 □개, 4꼬뻬익, 80꼬뻬익

바쌰는 엽서를 몇 개를 구입했는가?

(d) 다음 도식에 따라 문제를 구성하고 해결하여라.

□루블, 엽서 5개, 4꼬뻬익, 80꼬뻬익

바쌰는 처음에 돈이 얼마가 있었는가? (p.52)

연습문제 154에서는 최초의 문제가 (a)이고, 주어진

것과 구하는 것을 바꾼 역문제로 (b), (c), (d)가 제시

되어 있다. 이 연습문제는 교수학적 단위의 확장 방법

중에서 ‘문제의 구성과 해결 과정의 통일성을 보장하

기’, ‘잘 정의된 과제들과 잘 정의되지 않은 과제들의

상호 교류를 생각하기’, ‘처음 과제와 변형된 과제의

대립을 위한 조건이 되는 연습문제의 구조를 변환(순

환)시키기’에 직접적으로 관련된다.

실제로 연습문제 154에는 문제의 구성과 해결이 학

습자에게 동시에 요구되었다(문제의 구성과 해결 과

정의 통일성을 보장하기). 그리고 (a)는 주어진 조건

들로부터 구하는 것을 유도하는 잘 정의된 과제이고,

(b), (c), (d)는 연산 결과를 얻기 위한 조건인 수를 구

3) 문제의 번호는 Erdniev(1995)의 수학교과서에 있는 번호

를 그대로 적었다. 그리고 루블과 꼬뻬익은 러시아의 화

폐 단위로, 100꼬뻬익은 1루블과 같다.

해야 하는 잘 정의되지 않는 과제인데, 이들 문제가

함께 제시되었다(잘 정의된 과제들과 잘 정의되지 않

은 과제들의 상호 교류를 생각하기). 한편 문제에는 1

루블, 엽서 5개, 4꼬뻬익, 80꼬뻬익이 정보로 포함되어

있는데, 문제 (a)에서는 80꼬뻬익을 구했고, (b)에서는

4꼬뻬익을 구했고, (c)에서는 엽서 5개를 구했고, (d)

에서는 1루블을 구했다. 이를 통해 연습문제의 구조를

변환(순환)시켜 처음 문제와 대립되는 다양한 문제들

을 제시하였다(처음 과제와 변형된 과제의 대립을 위

한 조건이 되는 연습문제의 구조를 변환(순환)시키기).

155. (a) 식당에서 킬로그램에 3루블씩 60㎏의 버터

를 구입했고, 고기를 327루블에 구입했다. 식당에서는

식료품을 몇 루블 구입했는가? 문제의 풀이를 <그림

2>를 따라 말하여라.

(b) <그림 3>에 따라 역문제를 구성하고, 이를 해

결하여라(굵은 화살표 방향을 따라 이동하라).

<그림 2> 문제(a)의 해결과정

<그림 3> 역문제

(c) <그림 3>에 따라 문제를 구성하고, 이를 해결

하여라(얇은 화살표 방향을 따라 이동하라).

(d) 다음 <그림 4>를 이용하여 문제를 구성하여라.

이 문제의 풀이를 다음 공식에 따라 설명하여라:

⋅   . (p.53)
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<그림 4> 문제의 구성

연습문제 155에서는 최초의 문제가 (a)이고, 주어진

것과 구하는 것을 바꾼 역문제로 (b), (c), (d)가 제시

되어 있다. 이 연습문제는 교수학적 단위의 확장 방법

중에서 ‘문제의 구성과 해결 과정의 통일성을 보장하

기’, ‘잘 정의된 과제들과 잘 정의되지 않은 과제들의

상호 교류를 생각하기’, ‘연습문제들의 체계에서 보완

성의 원리를 구현하기’에 직접적으로 관련된다.

실제로 연습문제 154와 유사하게 연습문제 155에서

문제의 구성과 해결 과정의 통일성을 보장하기와 잘

정의된 과제들과 잘 정의되지 않은 과제들의 상호 교

류를 생각하기의 구현을 생각할 수 있다. 한편 문제

155에서는 그림⇄문장⇄수식의 연결성을 요구하며, 이

것은 연습문제들의 체계에서 보완성의 원리를 구현하

기에 해당된다.

156. (a) 두 어린이가 길의 양 끝으로부터 출발하여

길의 길이를 측정하였다. 두 어린이가 마주치는 순간까

지, 첫 번째 어린이는 147m를 측정하였고, 다른 어린이

는 30m를 적게 측정하였다. 길의 길이는 얼마인가?

두 가지 연산에 의해 문제를 해결하여라: (1)

□; (2) □ .
문제를 다음 공식에 의해 해결하여라:

□□□   .
(b) 다음 도식에 따라 역문제를 구성하고, 이를 해

결하여라.

147m; □m; 264m

길의 길이가 264m이다. 이 길을 길의 양 끝으로부

터 출발하여 두 어린이가 측정하였다. 첫 번째 어린이

는 147m를 측정하였다. 첫 번째 어린이는 두 번째 어

린이보다 몇 미터를 더 측정하였는가?

(c) 문제 (a) 와 유사하면서 공식   

에 의해 해결되는 문제를 구성하여라.

이 공식을 대해, 처음에 값을 잡아라. 그런 다음

문제의 조건을 생각하고, 값을 계산하여라. (p.53)

연습문제 156에서는 최초의 문제가 (a)이고, 주어진

것과 구하는 것을 바꾼 역문제가 (b)이며, (a)와 같은

구조를 가지면서 일반화된 공식에 따라 유사한 문제

의 구성 및 풀이에 관련된 문제가 (c)이다. 특히 (c)에

서는 공식   에 따라 주어진 문제와 유

사한 문제를 구성하는 것이 요구된다.

연습문제 156에서 문제 (a)의 확장을 자세히 분석

하자. 문제 (a)의 해결과정을 수학적으로

  와 같이 모델링할 수 있으며,

이를 바탕으로 확장과정을 다음과 같은 도식으로 나

타낼 수 있다.

문제 (a)   

문제 (b) ― 역문제

문제 (c) ― 일반화   

<그림 5> 문제의 확장

한편 연습문제 156에서는 교수학적 단위의 확장 방

법 중에서 ‘서로 연결된 연산들을 함께 그리고 동시에

학습하기’, ‘문제의 구성과 해결 과정의 통일성을 보장

하기’, ‘잘 정의된 과제들과 잘 정의되지 않은 과제들

의 상호 교류를 생각하기’, ‘수학적 지식의 복잡한 본

질을 밝히고 지식들의 체계성에 도달하기’, ‘연습문제

들의 체계에서 보완성의 원리를 구현하기’에 직접적으

로 관련된다. 특히 (a)에서 덧셈과 뺄셈을 함께 고려

하도록 하였으며, ‘문제의 구성과 해결 과정의 통일성

을 보장하기’, ‘잘 정의된 과제들과 잘 정의되지 않은

과제들의 상호 교류를 생각하기’, ‘연습문제들의 체계

에서 보완성의 원리를 구현하기’는 문제 155와 유사하

게 생각할 수 있다.

연습문제 156과 유사한 구조를 가진 연습문제가 다

음 157번 문제로 제시되어 있다.

157. (a) 농장에서 감자를 456루블, 채소는 감자보

다 289루블 더 받고 상인에게 팔았다. 농장은 이들 식
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료품을 모두 얼마치 팔았는가?

다음 개별적인 연산에 의해 문제를 해결하여라: (1)

□△; (2) △.

문제를 다음 공식에 의해 해결하여라:

□□   .
(b) 다음 도식에 따라 역문제를 구성하고, 이를 해

결하여라.

456루블; □; 1201루블

감자를 채소보다 몇 루블만큼 덜 팔았는가?

(c) 문제 (a) 와 유사하면서 공식   

에 의해 해결되는 문제를 구성하여라.

이 공식을 대해, 처음에 값을 잡아라. 그런 다음

문제의 조건을 생각하고, 값을 계산하여라. (p.54)

문제 156과 157에서는 문제상황이 문제 (a)로 주어

지고, 이로부터 방정식을 유도하였다. 그런 다음 (a)와

같은 구조를 가지면서 일반화된 등식   

또는   에 따라 문제를 구성하도록 요구

하였다. 그 다음에 오는 문제 158과 159는 처음에 방정

식이 주어지고, 이에 상응하는 문제상황을 구성하도록

요구하고 있다. 그리고 구성된 문제에 대한 역문제를

구성하여, 교수학적 단위를 확장하도록 하였다.

158. (a) 다음 공식에 따라 문제를 구성하고 해결하

여라.

  

주어진 문제의 조건에는 “140만큼 작게...”라는 표현

이 들어가야 한다.

(b) 다음 도식에 따라 역문제를 구성하고, 이를 해

결하여라.

1389; 1249; □ (p.54)

159. (a) 다음 공식에 따라 문제를 구성하고 해결하

여라.

  

주어진 문제의 조건에는 “1400만큼 크게...”라는 표

현이 들어가야 한다.

(b) 다음 도식에 따라 역문제를 구성하고, 이를 해

결하여라.

5290; 14760; □ (p.54)

문제 158과 159의 차이는 주어진 방정식

  의 괄호 안에는 뺄셈이, 방정

식   의 괄호 안에는 덧셈이

있다는 것이다. 이것은 교수학적 단위의 확장 방법 중

에서 ‘서로 연결된 연산들을 함께 그리고 동시에 학습

하기’에 밀접하게 관련된다.

160. (a) 농장 정원에 사과나무 328그루를 심었고,

벚꽃나무를 사과나무보다 410그루 더 심었다. 그리고

배나무를 벚꽃나무보다 93그루 적게 심었다. 정원에

배나무를 몇 그루 심었는가?

(b) 다음 도식에 따라 역문제를 구성하고, 이를 해

결하여라(수들을 오른쪽으로부터 왼쪽으로 읽어라).

□; 410; 93; 645

문제의 조건에는 “93만큼 많이”, “410만큼 적게”라

는 표현이 들어가야 한다.

사과나무를 몇 그루 심었는가?

(c) 비행기 “Yakovlev-40”에는 27명의 승객이 탈

수 있는데, 비행기 “Antonov-24”의 탑승 인원보다 23

명이 작다. 두 비행기 “Yakovlev-40”과 “Antonov-24”

에는 모두 몇 명의 승객이 탈 수 있는가?

(p.54)

문제 156, 157과 문제 160의 차이를 살펴보자. 문제

156, 157의 (a)에서는 문제상황의 해결을 위한 방정식

의 틀이 문제에서 주어졌지만, 문제 160의 (a)에서는

주어지지 않았다. 즉 문제 160의 (a)에서 학습자는 자

신의 힘으로 문제상황에서 식을 만들어 정답을 구해

야 한다.

한편 문제 156, 157의 (c)에서는 (a)의 해결과 같은

구조를 가지며 일반화한 등식이 주어지고 이에 상응

하는 문제상황의 구성을 요구하였다. 그러나 문제 160

의 (c)에서는 (a)의 문제해결과 유사하지만 같지 않은

구조를 가지는 문제를 제시하고, 이를 해결하도록 요

구하였다. 즉 문제 160의 (a)는 식 

에 의해 해결되지만, (c)는 식 에 의해

해결된다. 이것은 교수학적 단위의 확장 방법 중에서

‘서로 연결된 연산들을 함께 그리고 동시에 학습하기’

에 밀접하게 관련된다.

161. (a) 월요일에는 화물차가 300㎞를 달렸고, 화

요일에는 월요일보다 80㎞를 더 달렸다. 수요일에는
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화물차가 화요일보다 60㎞를 적게 달렸다. 화물차는

수요일에 몇 ㎞를 달렸는가?

다음 <그림 6>을 이용하여 문제해결을 설명하여라

(굵은 화살표의 방향을 따라 이동하면서).

<그림 6> 문제해결 과정

(b) <그림 6>의 얇은 화살표의 방향을 따라 생각

하면서, 역문제를 구성하고 해결하여라.

문제의 조건에 수 320, 60, 80을 사용하여라.

(c) 문제 (a)와 정답을 읽어라.

다음 물음에 답하여라.

화물차는 3일 동안 몇 ㎞를 달렸는가?

화물차가 처음 이틀 동안 달린 거리는 셋째 날에

달린 거리보다 몇 ㎞가 많은가?

화물차가 첫째 날에 달린 거리는 후의 이틀, 즉 화

요일과 수요일에 달린 거리보다 몇 ㎞가 적은가?

(pp. 54-55)

문제 161의 해결과정을 그림과 연결시켜 ‘연습문제

들의 체계에서 보완성의 원리를 구현하기’에 관련시킨

것은 문제 155와 유사하다. 그러나 문제 155의 (a)에

서는 식 ×을 이용하여 문제를 해결하였

다면, 문제 161의 (a)에서는 식 을 이

용하여 문제를 해결하였다. 그리고 문제 161의 (c)에

서는 ‘처음 문제와 공통인 몇몇 요소들에 의한 문제’

들을 해결하도록 요구되었는데, 이들 문제의 구조는

문제 (a)와는 전혀 다른 것들이다. 이러한 방법에 의

한 문제 (a)의 확장은 교수학적 단위의 확장 방법 중

에서 ‘처음 과제와 변형된 과제의 대립을 위한 조건이

되는 연습문제의 구조를 변환(순환)시키기’에 밀접하

게 관련된다.

V. 결 론

본 연구에서는 다양한 문헌의 분석을 통해 교수학

적 단위의 개념을 규정하고, Erdniev의 연구들을 분석

하여 교수학적 단위를 확장하는 구체적인 방법들을

제시하였다. 그리고 Erdniev의 수학교과서를 분석하

여, 교수학적 단위의 확장 개념이 수학교과서에 어떻

게 구현되었는가를 조사하였다.

연구의 목적을 달성하기 위해, 교수학적 단위 및

확장 이론에 대한 문헌 연구와 확장된 교수학적 단위

에 관련된 수학교과서 분석 연구를 병행하였다. 교수

학적 단위 및 확장 이론에 대한 문헌 연구에서는 ‘교

수학적 단위’의 개념에 관련하여, 사전적 의미로의 교

수학적 단위, 교육학 연구에서 실제 활용되는 교수학

적 또는 교수학적 단위의 개념을 분석하였다. 그리고

교수학적 단위의 확장에 대해서는, 이 개념을 수학교

육학 연구에 처음으로 도입한 Erdniev의 연구들을 중

심으로 문헌연구를 수행하였다.

확장된 교수학적 단위에 관련된 수학교과서 분석

연구에서는 Erdniev의 초등학교 3학년 수학교과서의

소단원 ‘두 연산이 포함된 문제’에 포함된 교과내용을

교수학적 단위의 확장 방법, 확장된 연습문제의 형태,

구조를 분석하였다.

교수학적 단위는 교과목의 교수-학습에서 하나 또

는 몇몇 개의 프레임으로 구성되며, 학습 대상의 특성

들을 보유하고 있는 논리적으로 독립된 학습 자료, 정

보의 일부분이라고 규정할 수 있다. Erdniev는 수학교

육학에서 교수학적 단위의 확장 방법으로 서로 연결

된 연산들, 조작들, 함수들, 정리들을 함께 그리고 동

시에 학습하기, 문제의 구성과 해결 과정의 통일성을

보장하기, 잘 정의된 과제들과 잘 정의되지 않은 과제

들의 상호 교류를 생각하기, 처음 과제와 변형된 과제

의 대립을 위한 조건이 되는 연습문제의 구조를 변환

(순환)시키기, 수학적 지식의 복잡한 본질을 밝히고

지식들의 체계성에 도달하기, 연습문제들의 체계에서

보완성의 원리를 구현하기 등을 이용하였다. 본 연구

에서는 Erdniev의 연구들을 중심으로, 이들 방법의 특

징, 의미를 분석하였다.

Erdniev는 교수학적 단위의 확장을 바탕으로 수학

교수-학습을 연습문제를 중심으로 구성하였고, 연습문
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제의 형태는 다원요소 과제이어야 함을 강조하였다.

다원요소 과제는 일반적인 준비된 문제의 풀이, 역문

제의 구성과 풀이, 주어진 공식(방정식)에 따라 유사

한 문제의 구성과 풀이, 처음 문제와 공통인 몇몇 요

소들에 의한 문제의 구성, 몇몇 변인들에 의해 처음

문제를 일반화한 문제의 구성 또는 풀이 등의 하위

문제를 포함한다. 특히 이들 다원요소 과제의 교수-학

습에서는 하위 문제들이 단위 수업시간에 모두 다루

어지는 것이 바람직하다.

Erdniev의 교수학적 확장에 근거한 수학 교수-학습

방법, 수학교과서의 구성은 학생들의 개인차와 관련하

여 다양한 논의와 정교화된 후속 연구가 필요하다. 예

를 들어 Erdniev는 확장된 연습문제의 하위 문제로

‘역문제의 구성과 풀이’를 강조하였다. 그러나

Krutetskii(1968, p.319)는 ‘수학에 약한 학생들은 역문

제가 처음 문제의 바로 뒤에 제시되는 경우보다, 역문

제가 처음 문제와 독립적으로 관계없이 주어지는 경

우에 훨씬 성공적이고 자신있게 해결하였다’고 하였

다. 즉 수학에 재능있거나 잘 하는 학생들에게 교수학

적 단위의 확장 개념에 근거한 교수-학습 방법은

Erdniev(1995a, 1996)의 주장처럼 학습 시간을 단축시

켜 주며, 창의적 수학활동으로 이끌 가능성이 있다.

그러나 수학에 약한 학생들에게는 어떤 결과가 있을

것인가에 대해서는 수준별 교육과 관련하여 진지한

논의가 필요할 것이다.

본 연구의 결과를 통해, 교수학적 단위의 확장에

관련된 구체적인 방법들이 우리나라의 수학교육학 연

구에 활용될 수 있을 것으로 기대되며, 교수학적 단위

의 확장 개념이 구현된 수학교과서의 분석 결과는 수

학 교수-학습 방법의 새로운 접근 가능성을 제공할

수 있을 것으로 기대된다.
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A  Study on the Erdniev's Expansion of D idactical U nit and
Expanded D idactical U nit in a His Mathematics Textbook of 

Elementary School
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In this paper we analyze a concept 'didactical unit', and some concrete methods of expanding 
didactical unit studied by P.M.Erdniev. Erdniev studied the concept for a long time, wrote 
mathematics textbooks from 1st grade to 9th grade. In these textbooks he tried to embody his 
ideas related with expanded didactical unit. We analyze Erdniev's mathematics textbook of 3rd 
grade.
4)
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