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In the present work, LES with new variational multiscale method is conducted on the fully developed channel 
flow with Reynolds number, 180 based on the friction velocity and the channel half width. Incompressible 
Navier-Stokes equations are integrated using finite element method with the basis function of NURBS. To solve 
space-time equations, Newton's method with two stage predictor multicorrector algorithm is employed. The code is 
parallelized using MPI. The computational domain is a rectangular box of size 2π×2×4/3π in the streamwise, wall 
normal and spanwise direction. Mean velocity profiles and velocity fluctuations are compared with the data of DNS. 
The results agree well with those of DNS and other traditional LES. 
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1. 서  론

유동의 와류모사(Large Eddy Simulation)를 한 변분다

스 일기법(Variational Multiscale Method)은 Hughes et al.[1]에 

의해 소개된 방법으로써, 기존의 필터를 용한 지배 방정식 

신에 변분 투 (variational projection)을 사용하여 조 한 스

일 방정식(fine scale equations)으로부터 에디 성항을 모델

링하는 방법이다. 이로 인해 벽근처 비균일(inhomogeneous) 필

터 용에 의한 에러를 피할 수 있으며 성긴 스 일 방정식

(coarse scale equations)의 수치  일 성(consistency)를 유지할 

수 있다.
기에 제안된 모델의 경우 에디 성항을 모델링 하는데 

있어서 기존의 LES 모델링과 같은 Smagorinsky-type 는 

Dynamic 모델링 방법을 사용하 다. 이러한 변분다 스 일

법 (Variational Multiscale Method, 이하 VMS)을 등방성 유동

과 완  발달된 채  유동에 용하여 계산한 결과[2], 기존

의 모델링 방법의 결과와 잘 일치하거나 더 나은 결과를 보

여주었다. 하지만 무 성긴 격자에서 지배방정식을 차분화 

(discretization)할 경우 에 지 달량이 매우 작게 측되는 

단 을 보여주었다[3]. 최근 들어 Bazilevs et al.[4]은 기 모

델의 단 을 극복하고 기존의 에디 성항의 모델링 방법을 

사용하지 않는 잔류 기반의 변분다 스 일법 (Residual based 
Variational Multiscale Method)를 제안하 는데, perturbation 
series 와 fine-scale Green's operator를 용하여 조 한 스 일

(fine-scale) 지배 방정식의 근사해를 구한 다음 이를 성긴 스

일(coarse-scale) Navier-Stokes 방정식에 용하는 방법이다. 
이 때 근사해의 형태가 성긴 스 일 지배방정식의 잔류

(residual)의 형태로 나타나게 되므로 잔류 기반의 VMS라 부

른다. 잔류 기반의 VMS의 경우 별도의 에디 성항 모델을 

필요로 하지 않고 기존의 LES처럼 박리가 존재하는 유동의 

측 정확도가 RANS 난류 모델 보다 뛰어 나다. 특히 이 기

법을 유체/구조 연성 해석과 같이 복잡한 형태의 유동에 용

하여 그 가능성을 보 다[5]. 본 연구는 등기하해석 기법을 

용한 유체/구조 연성 해석 코드를 개발하기 이  단계로써, 
Bazilevs et al.[4]이 제안한 잔류 기반의 변분다 스 일법

(Residual based Variational Multiscale Method)을 소개하고 형



36 / 한국 산유체공학회지 장 경 식․이 보 ․윤 범 상․이 주 성․노 명 일

인 난류 유동의 형태를 보이는     채  유동에 

용하여 그 결과를 기존의 결과들과 비교하고 그 가능성을 살

펴보고자 한다. 

2. VMS 기법의 정식화

지배방정식으로 비압축성 Navier-Stokes 방정식이 용되었

다.

∂
∂
∇∙⊗∇ ∆    in Q   (1)

∇∙ (2)

여기서   →ℝd는 유체에 작용하는 힘이며 는 동

도(kinematic viscosity)를 나타낸다.
주어진 식을 약형(weak form)으로 나타내면 아래 변분식과 

같이 나타낼 수 있다. 를 지배방정식의 해와 가 함수

(weighting function)의 공간으로써 동일하다고 가정한다.

   (3)

여기서

  
 





∇⋅ ∇
∇

  (4)

 ∇⊗ (5)

  
 (6)

∙∙는 bilinear form이며 ∙∙∙는 trilinear 

form으로 정의된다.
약형(weak form)의 해 공간 를 식 (7)과 같이 성긴 스

일 (coarse scale)과 조 한 스 일 (fine scale)로 나 어 각 스

일의 지배방정식을 분리할 수 있다. 

  ⊕  ′ (7) 

  는 유한 차원의 공간으로써 실제로 계산되는 값들에 

해당되며  ′ 는 조 한 스 일 공간이다. 이를 이용하여 기

존의 변분식을 가 함수의 성긴 스 일과 조 한 스 일로 

나 면 다음과 같다.

 ′   (8)

 ′ ′   ′ (9)

여기서
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 ′ ′ ′
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(11)

  와  ′은 각각 앞에서 정의된    ′  공간에 속하는 

값들로써, 분해된 속도 스 일과 비분해 속도 스 일을 의미

한다. 식 (11)은 식 (12)로 재정리 할 수 있다.
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는 성긴 스 일에 의한 잔류(residual)를 의미한다. 

 식을 바탕으로 조 한 스 일에서의  ′을   와 

로 나타내어지는 함수의 해로 표 할 수 있다.

 ′ ′ (15)

식 (15)를 식 (8)에 입하여 직  풀게 되는 식은 다음과 

같다.

 ′   (16)

Bazilev et al.[4]은 성긴 스 일에서의 잔류 즉 가 

작을수록  ′ 값이 0에 가까워진다는 가정을 통해 섭동 수
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(perturbation series)를 용하여 식 (15)를 수 개하면  

Green's operator 형태로 나타낼 수 있음을 보 다. 이 경우 

Green 함수의 정확한 해를 구하는 것은 불가능하기 때문에 

Hughes and Sangalli[6]는 Green's operator에  -projector를 투

시킨 fine-scale Green's operator를 이용하여 조 한 스 일의 

해를 근사화 할 수 있음을 보 는데, Bazilevs et al.[4]은 이를 

이용하여 와 국부 성긴 스 일의 잔류(residual)의 곱으로 비

교  간단한 형태로 나타내어지는 Residual-based VMS 식을 

제안하 다. 

 ′≈   (17)

이때  는 element-wise stabilization operator로써[4] 아래의 

fine-scale Green operator 형태의 식에 의해 계산되어진다. 

는 space-time element, 
′  는 fine-scale Green operator를 의미

하며 fine-scale Green operator에 의해 계산된 비분해 속도값을 

 ′  로 나타내었다.

 



 




 ′ (18)

 ′를 속도 벡터와 압력 변수로 나 어 표 하면,

 ′′′
 


 × 

 






 


   (19)

  과   는 운동량 방정식과 연속방정식을 통한 잔류

(residual)를 나타내며   과   는 아래 식과 같다. 
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(20) 

는 물리  공간(physical space)의 좌표를,  는 매개변수 

공간(parametric space)에서의 좌표를 의미한다.    는 

momentum 식과 continuity 식에 해당하는 element-wise 
stabilization operator 이다. 는 inverse estimate로부터 유도되

는 값으로써 36으로 정하 으며,   값은 4를 사용하 다[7].  

최종 으로 Residual-based VMS 지배방정식에 한 차분식

은 다음과 같이 표 된다.

     (21)

   
⋅∇ ∇
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    (23)

   
 



∇⊗

 ∇⋅ 
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 (24)

식 (22)을 살펴보면, 오른쪽 항의 두, 세 번째 항은 유한유

소해석에서의 SUPG[8] 는 GLS[9]와 같은 안정화 항

(stabilization term) 을 의미하며 나머지 두 항은 residual-based 
VMS에 해당하는 항이다. 

식을 Jansen et al. [10] 에 의해 제안된 generalized-α 방법

을 이용하여 분하 다. 식 (21-24)를 풀기 하여 Saad and 
Schultz[11] 의 two-stage predictor-multicorrector 기법을 용한 

Newton‘s method를 사용하 다. 자세한 알고리즘은 Bazilevs et 
al.[4]에 기술되어있다.

3. Simulation 개요

VMS 기법을 용한 LES 코드 검증을 하여 완  발달된 

채  난류 유동을 해석하 다. 채  반폭(h)과 마찰 속도 

(friction velocity)를 기 으로   에 해당하는 완  발

달된 난류 유동 조건이며, 계산 역의 크기는 유선 방향, 높

이 방향, 폭 방향으로 각각 ××으로 두었다. 격자 

크기는 세 경우가 고려되었으며 각각 ,  와   이다.

본 연구에서는 NURBS(Non-Uniform Rational B-Splines) [12- 
13] 기  함수를 이용한 유한 요소 기반의 등기하해석 기법을 
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Fig. 1 Computational domain

Fig. 2 NURBS basis function of the wall-normal direction

Fig. 3 Instantaneous U-velocity contours

용한 코드[14]를 사용하 다. 차수에 따른 결과를 연구하기 

해  -연속  선형,  -연속  2차,  -연속 인 3차 노

트벡터를 이용하여 이산화 하 다. 유선 방향과 횡 방향으로

는 균일한 노트벡터 (knot vector)를 용하 지만 벽면 방향

으로는 격자의 첫 번째 지 이 ≈안에 치시키면서 

벽 근처 방향으로 stretched 노트벡터를 사용하 다. Fig. 2는 

개의 요소에서 벽면 방향의  과   경우의 기  함수

를 보여주고 있다. 
층류 유동으로의 수렴을 피하고 난류 유동으로의 빠른 수

렴을 하여 1/7 지수법칙 (power law)을 만족하는 속도 로

일에 일정 크기의 랜덤 섭동을 추가하여 기 유동장 속도 

조건으로 주었다. 횡 방향  벽에 수직 방향으로도 랜덤 섭

동을 주어 난류 유동으로 발달시켰다.
  의 채  유동을 해석하기 하여 동 도(kine 

-matic viscosity)를 3.57143☓10-4 로 정하 다.
경계 조건으로는 유선 방향과 횡 방향으로 주기 조건 

(periodic condition)을, 채 의 아래와 의 벽면은 착(no-slip)
된 dirichlet 경계조건을 주었다.

4. 수치해석 결과

Fig. 3은 2차 기 함수를 용한  격자계에서 유선 

(streamwise) 방향의 순간 등속도 선도를 나타낸 것으로 유선 

방향 유동의 섭동(fluctuation)을 잘 모사하고 있음을 알 수 있

다. 
유선 방향의 속도와 속도 섭동 (velocity fluctuation)을 시간

과 공간에 하여 평균하여 Kim et al. [15] 의   에 

해당하는 직 수치모사 (Direct Numerical Simulation) 결과와 

비교하 다.

Fig. 4를 통해 평균 속도 로 일을 와 의 벽 단

로 나타내어 비교해보았다. 계산 결과는 각각   연속성(2차 

기 함수)을 갖는  격자계,  ,  ,   연속성을 가지

는  격자계,   (선형 기 함수)연속성을 갖는  에 

해당한다. 

 격자계의 결과를 살펴보면 2차 는 3차 기  함수를 

갖는 경우의 속도와 섭동의 로 일은 직 수치모사 결과와 

잘 일치함을 알 수 있다. 하지만 선형 기  함수 (  연속

성)를 용한 경우에는 성 층 (viscous sublayer) 까지는 

잘 모사하지만 로그층 (log layer)에서는 과도한 속도  섭동 

값을 측하고 있다.  에서  으로 연속성이 증가할수록 

계산 결과는 더욱더 정확해지고 있지만,  에서  로 변할 

경우에는 계산 정확도에 큰 차이를 보이지 못하고 있다.
각각의 방향으로 격자를 2배로 증가시켰을 경우 

→   & →  ), 같은 차수의 기 조건에서 

더 정확한 결과를 얻을 수 있었다. 하지만 1차의 기 함수를 

갖는  격자계의 결과보다 2차의 기 함수를 이용한  
격자계의 결과가 더 정확했으며, 마찬가지로 1차의 기 함수

를 갖는  격자계의 결과보다 2차 기 함수의  격자계 

결과가 정확하 다. 이러한 경향은 Bazilevs et al. [4]의 결과
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Fig. 4 Mean streamwise velocity profiles

Fig. 5 Mean fluctuation profiles u' , v' , w'

Fig. 6 Shear stress profiles symbols (DNS), Lines (present VMS)

Fig. 7 Production and dissipation plots Symbols (DNS), 
Lines (present VMS)

에서와 같은 경향을 보이고 있다.
의 결과들 에서 직  수치 모사의 결과와 가장 잘 일

치하는    의 경우에 하여 이놀즈 단 응력  생

성항 (production term) 과 소산항 (dissipation term)을 계산하여 

비교해 보았다.
Fig. 6을 통해 분해된 이놀즈 응력 (resolved Reynolds 

stress) ′′ , 성 단 응력 (viscous shear stress) 


 분

포를 나타내었다. 기존의 LES에서 유도되는 에디 성항에 

한 모델링 과정이 본 연구에서 용한 잔류 기반의 VMS에

는 생략되기 때문에 subgrid 스 일의 응력 부분은 계산되지 

않는다. 분해된 이놀즈 응력과 성 단 응력의 합이 거의 

선형을 유지하는 것을 알 수 있으며 이는 완  발달된 유동

의 해를 얻었음을 의미한다. 성 단 응력의 경우 벽근처에

서만 큰 비 을 차지하고 있다. Kim et al.[15]의 DNS 결과와 

비교해보면 두 응력 모두 비교  잘 일치하고 있음을 알 수 

있다. 

Fig. 7은 생성항 ( ′′
 )과 소산항 ( 

 

′


′ ) 을 벽좌표에 하여 나타낸 것으로, 
  

항으로 무차원화 하 다.    근처에서의 생성항의 최

값(=0.22)을 비교  정확히(=0.26) 측하고 있으며 채  체 

역에 하여 잘 모사하고 있다. 소산항의 경우 벽 근처에서 

정확히 일치하지 않지만, 기존의 LES 결과[16]와 같은 경향을 

보이며 그 이외의 역에서는 직  수치 모사 결과와 잘 일

치하고 있다.
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5. 결  론

완  발달된 채 의 난류 유동(   )에 Bazilevs et 

al.[4]가 제안한 Residual을 기반으로 하는 VMS 기법을 용한 

LES 계산을 수행하여 이 기법의 용 가능성을 살펴보았다.  

선형( -연속) NURBS 기 함수를 용한  격자계에

서의 결과 값들은 DNS 결과 값보다 다소 크게 측되는 경

향을 보 지만, 2차 는 3차( ,  -연속)의 NURBS 기

함수를 용했을 경우에는 DNS 결과와 잘 일치하 다. 하지

만 수치 해석을 해 요구되는 컴퓨터 계산 비용  사용 메

모리를 고려한다면 3차의 기 함수를 용하는 경우에 2차의 

경우보다 큰 이 이 없음을 알 수 있었다.

그리고 1차의 기 함수를 가지는  격자계에서의 결과

보다 2차의 기 함수를 가지는  격자계에서의 결과가 

DNS 와 더 잘 일치함을 알 수 있었다. 한 단 응력, 생성

항  소산항과 같은 난류량도 잘 측하 다. 
향후에는 후류 는 박리가 존재하는 복잡한 유동에 잔류 

기반의 VMS를 용하여 기존의 LES 결과와 비교해 보고 그 

측 정도를 살펴보고자 한다.
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