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우리나라 고등학교 수학 교과서에서 함수의 증감과 극대․극소를 설명하는

방식에 대한 비판적 논의

계 승 혁 (서울대학교)

하 길 찬 (세종대학교)

Ⅰ. 들어가는 글
1)2)

고등학교에서 공부하는 수학에서 가장 중요한 단원

몇 개를 고르라고 하면 많은 사람들의 답변에는 미분과

적분이 포함될 것이다. 실제로 미분법의 발견은 도형이

나 수와 같은 정적인 대상을 연구하던 고대 희랍 수학의

전통을 전혀 새로운 차원으로 이끌었으며, 근대 유럽의

발전을 가져온 원동력이기도 하다. 이와 같은 미분과 적

분의 중요성과 사회적 요구가 반영되어 2007년 개정 교

육과정에서는 대학에서 인문학이나 사회과학을 전공할

학생들까지도 다항함수의 미분과 적분을 배울 수 있도록

‘미적분과 통계 기본’이란 영역을 도입하였다.

그런데, 대학에서 해석개론이나 고등미적분을 배우는

학생들은 몇몇 단계에서 고등학교에서 배운 내용과 대학

에서 배우는 내용이 서로 다름으로 인하여 고민하기도

하는데, 그 대표적인 예가 ‘극대’와 ‘극소’이다. 또 극대,

극소의 개념은 함수의 증감과 밀접한 관련을 가질 뿐 아

니라 많은 교과서가 함수의 증감을 이용하여 극대와 극

소를 설명하고 있는데, 많은 학생들은 여기서도 심각한

오해를 하고 있다. 즉, 학생들은 ‘미분가능한 함수

  가 정의역의 한 점   에서  ′   을
만족하면   를 포함하는 어떤 구간에서 증가함수가

된다’는 것으로 오해하고 있다.

이와 관련된 선행 연구로서 제4차 교과서들에 대한
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문제점을 분석한 박세희(1983)의 연구를 찾아볼 수 있다.

이 연구에서는 당시 교과서에서 극대․극소를 정의하는

방식의 문제점을 살펴보고, 특히 최대․최소와 연관하여

어떤 오류를 범하고 있는지 분석하고 있다.

한편, 심상길․최재길(2009)는 이공계열 대학 신입생

을 대상으로 함수의 극값과 관련된 문제에서 오류를 범

하는 원인을 조사한 결과, 대부분이 정리를 곡해하거나

극값의 정의를 정확하게 설명하지 못하는 데에서 기인한

다는 것을 밝힌 바 있다.

이러한 문제점들이 어디서 기인하는지 파악하기 위하

여 7차 고등학교 ‘수학Ⅱ’ 교과서 12종을 분석한 결과 몇

가지 문제점이 발견되었으며, 이러한 문제점은 2007년

개정 교과서에서도 개선되지 않고 반복되고 있다. 본 연

구에서는 2007년 개정 교과서 ‘수학Ⅱ’ 11종과 ‘미적분과

통계 기본’ 13종을 분석하여, 함수의 증감과 극대․극소

를 다루는 방법에 있어서 이들 교과서의 문제점을 구체

적으로 파악하고 개선 방안을 제시하려고 한다.1)

Ⅱ. 교과서에서 함수의 증가̦·감소를 설명하

는 방식의 문제점

미분법을 공부하는 가장 큰 목적 가운데 하나는 도함

수를 구함으로써 함수의 증가, 감소를 파악하는 것이다.

모든 교과서에서 함수 가 어떤 구간의 임의의 두

수  에 대하여

 일 때,   

를 만족하면 이 구간에서 증가함수라고 정의하고 있으

며, 아래과 같이 열린 구간에서 도함수가 양이면 그 구

1) 앞으로 특별한 언급을 하지 않고 교과서를 말할 때는 모두

2007년 개정 교육과정에 따른 교과서를 말한다.
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

<그림 2>



<그림 1>

간에서 증가함수라는 것을 설명하고 있다.

정리 1: 함수 가 열린 구간에서 미분가능하고

 ′   이면 그 구간에서 증가함수이다.

1. ‘증가상태’, ‘감소상태’라는 개념에 관하여

5종의 수학Ⅱ 교과서(계승혁․김홍종․하길찬․박복

현․장성욱․박장순, 2009; 윤재한 외, 2009; 이준열 외,

2009b; 정상권 외, 2009; 황석근 외, 2009b)를 제외한 모

든 교과서에는 정리 1을 설명하는 과정에서 ‘증가상태’라

는 개념이 나오는데, 이들 중 황석근 외(2009a)의 미적분

과 통계 기본 교과서를 제외한2) 모든 교과서는 충분히

작은 양수 에 대하여

    

가 성립하면 함수 는   에서 증가상태에 있다

고 정의하고 있다.3) 먼저 증가상태라는 정의가 과연 상

식에 부합되는지 살펴보자.

모든 교과서는 함수 가 연속이라는 가정을 하지

않고 증가상태를 정의하고 있는데, 이 경우 <그림 1>과

같은 경우까지 증가상태라고 해야 한다. 따라서 이 정의

가 증가상태라는 단어가 주는 어감과 다른 상황을 초래

함을 알 수 있다.

설령 연속을 가정하더라도 문제는 여전히 존재한다.

함수의 그래프가 <그림 2>와 같이 주어질 때, 위 정의

2) 황석근 외(2009a)가 정의한 증가상태와 그 문제점은 뒤에 설

명한다.

3) 함수 가   에서 증가상태에 있으면, 어감과는 다르

게   를 포함하는 어떤 구간에 속하는 모든 에 대하여

와 고정된 사이의 대소 관계를 알려주는 것이지,

함수 가 증가함수가 됨을 의미하는 것이 아니다.

에 따르면 이 함수는   에서 증가상태에 있지만

  를 포함하는 구간을 아무리 작게 잡아도 그 구간

위에서 증가함수가 아니다. 하지만 대학에 입학한 많은

학생들은 증가상태라는 용어의 어감으로 인하여   

를 포함하는 어떤 구간에서 증가함수가 되는 것으로 오

해하고 있으며, 현직 교사들도 같은 오해를 하고 있다.4)

함수 가   에서 증가상태에 있지만   를

포함하는 구간을 아무리 작게 잡아도 그 구간 위에서 증

가함수가 되지 않는 예는 미분가능한 함수의 경우에도

존재한다. 예를 들어, 함수 5)가

 








sin

 


 ≠

   

와 같이 정의될 때,  ′   이므로 황석근 외(2009a)

를 제외한 교과서의 정의에 따르면   에서 증가상태

에 있음을 보일 수 있지만6), 0으로 수렴하는 수열

 


에 대하여  ′   이고  ′   

이므로   을 포함하는 어떤 구간을 잡더라도 증가함

수나 감소함수가 되지 않음을 알 수 있다.

다른 교과서와 달리 황석근 외(2009a)의 미적분과 통

계 기본 교과서는 “를 포함하는 어떤 열린 구간에서

가 증가할 때, 는   에서 증가상태에 있

다”고 정의하고, 증명은 없지만  ′   이면 함수

는   에서 증가상태에 있다고 설명하고 있다

(p.58). 하지만 이러한 설명은  ′   이면   를

포함하는 어떤 열린 구간에서 증가함수라는 설명이 되

고, 위에서 예로 든 함수 는  ′   이지만,

  을 포함하는 어떤 구간을 잡더라도 증가함수가 되

지 않으므로 오류임을 알 수 있다.

4) 2010년 2월 23일 부산시 교육연수원에서 주관하는 수학Ⅱ

영역 직무연수에 참석한 27명의 현직 수학 교사를 대상으로

실시한 설문조사에서 22명의 교사들이 학생들과 동일한 오

해를 하고 있는 것으로 조사되었다.

5) 이 함수 는 미분가능성을 묻는 예제로 고등학교 교과

서에 자주 나오는 함수에 일차함수를 더하여 정의한 함수이

므로 고등학생들이 이해하는데 아무런 어려움이 없는 함수

이다.

6) 황석근 외(2009a)를 제외한 교과서에서는 ′ 이면

  에서 증가상태에 있음을 증명하고 있다.
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2. ‘미적분과 통계 기본’ 교과서에서 함수의 증감을 설

명하는 방식에 관하여

정리 1은 ‘평균값의 정리’를 이용하면 쉽게 증명할 수

있다. 하지만, 미적분과 통계 기본에서는 평균값의 정리

를 다루지 않으므로 직관적으로 설명할 수밖에 없고, 고

등학교 교육과정해설(교육과학기술부, 2008)에서도 정리

1의 내용을 “⋯알고, 이를 이용하여 여러 가지 다항함수

의 증가, 감소를 조사해 보도록 한다”고 서술하고 있다

(p.190). 2007년 개정 교육과정 이전의 교과서 대부분과

2007년 개정 고등학교 미적분과 통계 기본 교과서 13종

모두 증가상태, 감소상태란 개념을 이용하여 함수의 증

감을 설명하는 것도 이러한 이유에서 기인한 것으로 생

각된다.

문제는 증가상태, 감소상태를 이용하여 함수의 증가,

감소를 설명하는 방식이다. 황석근 외(2009a)를 제외한

모든 교과서는, 먼저 “  에서 미분가능하고

 ′   이면   에서 증가상태”임을 증명하고 있

다. 여기까지는 별 문제가 없다. 그런데, 모든 교과서는

이 단계에서 “함수 의 도함수  ′ 가 어떤 구간

에서  ′   이면, 는 이 구간의 모든 점에서

증가상태에 있으므로 는 이 구간에서 증가한다”고

서술하고 있다. 다만, 이만근․이재실․오은영․조성오

(2009)는 “증가상태에 있으므로”를 “증가상태에 있다. 따

라서”와 같이 서술하고 있지만 본질적으로 같은 서술 방

식이며, 황석근 외(2009a)의 미적분과 통계 기본 교과서

는 위와 같이 서술하고 있지만, 증가상태의 정의가 다르

므로 다른 내용을 서술하고 있는 경우이다7). 결국 황석

근 외(2009a)의 미적분과 통계 기본을 제외하면, 교과서

마다 약간씩 표현의 차이는 있지만 본질적으로 다음 정

리를 당연한 것처럼 서술하고 있다.

정리 2: 함수 가 모든 점에서 증가상태이면

이 함수는 증가함수이다.

이 정리의 내용은 수사학적인 측면에서 보자면 당연

한 것처럼 보이지만 정의에 입각하여 따져보면 그리 간

7) 이미 Ⅱ장 1절에서 황석근 외(2009a)의 서술 방식에 오류가

있음을 분석하였다.

단한 문제가 아니다. 이 정리는 하이네-보렐 정리를 이

용하면 간단하게 증명할 수 있지만, 이는 실수의 완비성

에 의존하는 것이며 고등학교의 수준을 넘는 내용이다.

귀류법을 사용하여 증명할 수도 있다. 함수 가 증

가함수가 아니라면   이지만  ≥ 인 와

를 잡을 수 있는데,

  ≤     ≥ 

는 유계 닫힌집합이 되고, 이 집합의 최댓값에서 모순이

일어남을 알 수 있다. 이 경우에도 최댓값을 잡는 과정

에서 실수의 완비성 공리가 필요하다. 필자들은 실수의

완비성에 의존하지 않고 정리 2를 증명하는 방법을 알지

못한다.

따라서 정리 2에 대하여 증명을 건너뛰고 있다는 것

을 암시하기 위하여 ‘잘 알려져 있다’는 등의 서술 방식

을 사용하지 않고, 당연한 것처럼 서술하는 것은 큰 잘

못이다. 특히, 교사나 학생들이 ‘ ′   이면   

를 포함하는 어떤 열린 구간에서 는 증가함수이다’

는 오해를 하는 것은 이와 같은 잘못된 서술 방식에서

기인하였을 가능성이 크다. 또한, 함수의 증가, 감소를

직관적으로 설명하는 과정에서 증가상태나 감소상태라는

개념은 도움을 주지 못하므로 이러한 개념을 사용하는

것은 심각하게 재고될 필요가 있다.

3. 수학적 논점

위 논의에서 수학적인 부분을 보다 명확하게 하기 위

하여, 열린구간에서 정의된 함수의 정의역의 한 점 에

서 다음 명제들을 생각하여 보자.

(i) 충분히 작은 양수 에 대하여

    

가 성립한다

(ii) 를 포함하는 어떤 열린 구간에서 가 증가

한다

(iii)  ′   이다

이 때, (ii) → (i)은 성립하지만, 지금까지 살펴본 바와

같이 그 역은 성립하지 않는다. 또한, (iii) → (i)은 대부

분의 교과서에서 증명하였듯이 성립하지만, (iii) → (ii)
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는 성립하지 않는다. 그런데, 정의역의 모든 점에 대하여

(i)이 성립하는 것과 정의역의 모든 점에 대하여 (ii)가

성립하는 것은 동치이며, 이는 또한 정의역 위에서 함수

가 증가함수라는 것과도 동치이다. 물론 정의역의 모든

점에 대하여 (iii)이 성립하면 그 함수는 증가함수이다.

교사와 학생들이 증가상태라는 용어의 의미에 대하여 혼

란을 일으키는 주된 원인은 한 점에서 일어나는 국소적

인 성질과 정의역 전체에서 일어나는 대역적인 성질을

혼동한 데에서 기인한 것이 아닌가 여겨진다.

모든 점에서 (i)이나 (ii)가 성립할 때 증가함수가 된다

는 것을 증명하는 것은 국소적인 성질로부터 대역적인

성질을 이끌어 내는 과정인데, 고교 수준에서 불가능한

것으로 보인다. 결국 이 부분에서 핵심 정리라고 할 수

있는 정리 1의 증명이 불완전함에도 불구하고 마치 증명

이 이루어진 것처럼 기술하는 방식은 개선되어야 할 것

이다.

4. ‘수학Ⅱ’ 교과서에서 함수의 증감을 설명하는 방식

에 관하여

7차 교육과정에서는 평균값의 정리가 수학Ⅱ 영역에

포함되지 않고 ‘미분과 적분’영역에 포함되어 있었다. 이

로 인해 7차 고등학교 수학Ⅱ 교과서는 함수의 증가와

감소를 직관적으로 다룰 수밖에 없었고, 함수의 증감을

증가상태, 감소상태란 개념을 이용하여 설명함으로써 Ⅱ

장 2절에서 설명하였던 문제점을 고스란히 내포하고 있

었다.

다행히도 2007년 개정 교육과정에서는 평균값의 정리

가 수학Ⅱ 영역에 포함됨에 따라 증가상태나 감소상태란

개념을 도입하지 않고 도함수를 이용하여 함수의 증가와

감소를 간단하게 설명하는 것이 가능해졌다. 대부분의

교과서에서는 증가상태, 감소상태란 개념의 도입 여부와

상관없이 평균값의 정리를 이용하여 함수의 증가와 감소

를 설명하고 있다. 하지만, 3종의 교과서(양승갑 외,

2009b; 유희찬 외, 2009b; 황선욱 외, 2009b)에서는 평균

값의 정리를 설명해 놓고도 이를 이용하지 않고, 미적분

과 통계 기본에서처럼 ‘어떤 구간에서  ′   이면,

는 이 구간의 모든 점에서 증가상태에 있으므로

는 이 구간에서 증가한다’고 서술하고 있다.

고등학교 수준에서 평균값의 정리를 배우는 가장 큰

이유는 정리 1의 증명과 ‘상수차를 무시하면 부정적분이

유일하게 존재한다’는 것의 증명에 각각 이용하기 위한

것이다. 따라서 함수의 증가, 감소를 설명할 때, 이미 공

부한 평균값의 정리를 이용하지 않고 증가상태와 감소상

태 같은 개념을 이용하는 것은 교육과정의 내용을 온전

히 전달하지 못하는 것이다.

물론 평균값의 정리를 증명할 때 사용하는 ‘최대̦·최소

의 정리’는 실수의 완비성 공리를 사용하여 증명하는데,

그 증명은 고등학교 수준을 넘는다. 그러나 대부분의 교

과서에서 최대̦·최소의 정리를 서술할 때는 그 증명을 하

지 않는다는 것을 어떤 방식으로라도 알려주고 있다. 이

에 반해서, ‘모든 점에서 증가상태에 있으므로 증가함수

가 된다’는 정리 2의 경우에는 아무런 언급을 하지 않고

당연한 것처럼 서술하고 있으므로 교사나 학생이 오해할

우려가 있다.

Ⅲ. 함수의 증가̦·감소를 설명하는 방식에 대

한 제안

고등학교 교과서에서 증가상태, 감소상태라는 개념이

언제부터 사용되기 시작했는지 정확하게 알 수는 없으

나, 한국교과서연구재단에서 소장하고 있는 교과서를 대

상으로 조사한 바에 따르면, ‘교수요목기’에서 ‘제1차 교

육과정기’로 넘어가는 단계에서 교과서로 사용된 新敎授

要目依據 高等學校 解析Ⅱ8)(1955)에서 이미 증가상태라

는 용어를 사용하고 있다. 이 교과서에서는 증가상태라

는 용어를 명시적으로 정의하는 것이 아니라

 ′   을 만족하는 점 에서 “는

증가상태에 있다”고 서술하고 있다(p.165). 또, 한 가지

주목할 점은 증가상태의 의미와 관련하여 “점 에 있

어서  ′   이면, 는 의 근방에 있어서는

증가함수이라는 것을 알 것이다”와 같이 잘못된 서술을

하고 있다(pp.165-166). 이는 교사나 학생들이 증가상태

를 공부하면서 오해하는 내용이기도 하다.

8) 한국교과서연구재단에서 소장하고 있는 교과서 중에는 가장

오래된 교과서이지만, 특이하게도 저자명이 명시되어 있지

않다.
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그렇다면 교사나 학생이 오해할 여지가 많은 증가상

태, 감소상태라는 개념을 사용하지 않고 함수의 증가나

감소를 설명하는 방법은 무엇일까? 수학Ⅱ 영역에서는

평균값의 정리를 이용하면 간단하게 증명할 수 있으므로

그 방법이 명확하다. 하지만, 미적분과 통계 기본 영역에

서는 평균값의 정리를 사용하지 않으므로 함수의 증가와

감소를 증명할 수는 없다. 우선 미국과 일본 교과서의

사례를 간단히 살펴보자.

미국의 경우 National Science Foundation의 지원을

받은 Core-Plus Mathematics Project(CPMP)의 결과로

만들어진 고등학교 교과서(Coxford 외, 2003a)를 살펴보

면, 다양한 함수의 그래프를 그릴 수 있는 수학 도구를

활용하여 함수의 그래프와 도함수의 그래프를 함께 그려

서 비교해 보고, 도함수의 부호와 함수의 증가, 감소 사

이의 관계를 직관적으로 유추하는 정도로만 다루고 있

다. 즉, 도함수의 부호와 함수의 증가, 감소에 대한 구체

적인 명제는 제시하지 않고 있다. 미적분과 통계 기본

영역은 대학에서 인문학이나 사회과학을 공부할 학생들

이 주로 배우는 과목이므로, 미국 대학에서 인문학이나

사회과학을 공부할 신입생들을 위한 대학교재와 비교를

하는 것도 의미가 있을 것이다. 예를 들어, Barnett;

Ziegler & Byleen(2002)의 교재 4.2절(p.242)에서는, 함수

의 그래프를 보고 함수가 증가하는 구간에서는

 ′   , 감소하는 구간에서  ′   이 성립함을

살펴본 다음, 아래의 명제가 성립한다고 기술하고 있다:

In general, if  ′   (is positive) on the interval

 , then  increases and the graph of  rises

as we move from left to right over the interval.

즉, 함수가 증가하는 구간, 감소하는 구간에서 도함수의

부호를 살펴봄으로써 그 연관성을 암시한 다음, 도함수

의 부호를 이용하면 함수의 증감을 판단할 수 있다고 증

명없이 기술하고 있다.

일본의 경우, 우리나라 수학Ⅱ에 해당되는 數學Ⅲ 교

과서에서는 평균값의 정리를 이용하여 함수의 증감을 증

명하고 있지만, 미적분과 통계 기본에 해당되는 數學Ⅱ

교과서들은 대부분 那須俊夫 외(平成16年)의 경우에서

보듯이 Barnett 외(2002)의 교재와 비슷한 방식을 취하

고 있다. 일부 교과서는 柳川堯 외(平成17年)에서처럼 접

선을 이용하여 함수의 증가, 감소를 설명하기도 한다.

즉, 접점 근방을 확대한 그림을 제시하고, 접점 근방에서

는 접선과 함수의 움직임이 거의 비슷하므로 접선의 기

울기가 양이면 접점 근방에서 함수가 증가한다고 설명하

고 있다. 이러한 설명은 황석근 외(2009a)의 설명(p.58)

과 유사하며, 본 고의 Ⅱ장 1절 마지막 단락에서 설명하

였듯이 오류를 내포할 수 있으므로 설명할 때 주의가 필

요하다.9)

필자들의 의견으로는 미적분과 통계 기본 영역에서

함수의 증가와 감소를 증명없이 설명할 때, 증가상태나

감소상태라는 개념을 도입하는 것보다는 Barnett 외

(2002)나 那須俊夫 외(平成16年)에서처럼 함수의 그래프

를 이용하여 함수의 증감과 도함수의 부호 사이의 연관

성을 직관적으로 전달하는 것이 낫다고 판단된다. 만약,

학생들이 이해할 수 있는 범위 내에서 엄밀성을 추가한

다면, 구간에서 증가하는 함수는 그 구간에서 도함수의

값이 0이상임을 증명하는 정도가 가능할 것이다. 즉, 함

수 가 어떤 구간에서 증가함수인 경우에 증가함수

의 정의를 이용하면 충분히 작은  ≠에 대하여

다음 부등식




 

이 성립하고, 이로부터 각 점에서 도함수가  ′  ≥ 
을 만족함을 증명한다. 그리고 현 단계에서 증명을 할

순 없지만, ‘어떤 구간에서  ′   이면 그 구간에서

함수 가 증가함수가 된다’고 서술하는 것이 한 가

지 방법이라고 생각한다10). 또는 교육과정에는 없더라도

직관을 도울 수 있는 그림과 함께 평균값 정리를 서술해

주고, 이를 이용하는 것이 학생들에게 자연스럽고 지면

도 줄일 수 있는 방법이라고 생각한다.

Ⅳ. 교과서에서 함수의 극대̦·극소와 최대̦·최

소를 설명하는 방식의 문제점

2007년 개정 고등학교 교과서 중 이준열 외(2009a)의

미적분과 통계 기본과 2종의 수학Ⅱ(계승혁 외, 2009; 이

9) 주어진 함수의 도함수가 연속이면 큰 문제가 되지 않는다.

10) 현 단계에서 역시 증명을 할 순 없지만, 함수 가 어떤

구간에서  ′  을 만족하면, 그 구간에서 상수함수가

됨을 함께 서술해주는 것도 고려할 수 있다.
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준열 외, 2009b) 교과서를 제외하면 모든 교과서는 함수

가   에서 연속이고   를 경계로 증가상태

에서 감소상태로 바뀔 때 를 극댓값이라고 정의하

고 있다. 비록 정상권 외(2009)는 증가상태, 감소상태란

용어를 명시적으로 정의하지는 않았지만 보조단(p.171)

에서 그 의미를 설명하고 있는데, 이것은 앞서 설명한

황석근 외(2009a)의 정의와 일치한다. 어느 경우든 

가   를 오른쪽 끝점으로 하는 어떤 열린 구간에서

증가함수이고   를 왼쪽 끝점으로 하는 어떤 열린

구간에서 감소함수일 때, 가 극댓값이 된다고 정의

하는 셈이다. 이제 이와 같이 정의한 극댓값의 문제점을

살펴보자.



<그림 3>



<그림 4>

먼저 7차 고등학교 교과서 중에서 정광식․강병개․

서정인(2006)은 앞에서처럼 극댓값을 정의하면서 함수

가   에서 연속이라는 가정을 하지 않고 있다.

이 경우 <그림 3>에서 보는 함수11)는   에서 극댓

값을 가지게 되므로 정의에 문제가 있음을 알 수 있다.

<그림 4>에서 보듯이 연속임을 가정해도 또 다른 문제

점이 여전히 남아 있다. 이 함수는   에서 최댓값을

가지므로 상식적으로 생각한다면 가 극댓값이 되어

야 하지만,   의 왼쪽에서 아무리 작은 구간을 잡더

라도 그 위에서 증가함수가 아니다. 따라서 대부분 교과

서의 정의를 따르자면 <그림 4>의 함수는   에서 극

댓값을 가지지 않게 된다.12) 물론, 함수 가 미분가

능한 경우에도 이와 유사한 예는 얼마든지 들 수 있다.

즉, 대부분의 교과서에서 취하고 있는 극댓값의 정의

는 상식에 부합되지 않는 정의이다. 이러한 문제점은 상

수함수의 경우 더욱 심각하게 나타난다. 대부분 교과서

의 정의를 따르자면 상수함수는 극댓값과 극솟값을 가지

11) 박세희(1983)에서 같은 문제점을 지적하기 위하여 <그림

3>의 함수가 사용되었다.

12) 이 장에서 말하는 대부분의 교과서는 계승혁 외(2009)와 이

준열 외(2009a; 2009b)의 교과서 3종을 제외한 2007년 개정

교육과정에 따른 모든 교과서를 의미한다.

지 않게 되고, 따라서 <그림 5>에서 보는 함수 13)

도 극댓값과 극솟값을 가지지 않는다. 이러한 결과가 각

교과서에서 어떤 모순을 초래하게 되는지 함수의 최대․

최소와 관련지어 살펴보자.

극댓값과 극솟값을 정의하는 방법과 상관없이 모든

수학Ⅱ 교과서에서는 ‘함수 가 닫힌 구간 에

서 연속이면 최댓값과 최솟값을 가지게 되는데, 열린 구

간 에서 극댓값과 극솟값 및 구간 양 끝점에서 함

숫값  , 중에서 가장 큰 값과 가장 작은 값이

각각 최댓값과 최솟값이 된다’고 설명하고 있다. 이 과정

에서 최대․최소의 정리를 언급하여 최댓값과 최솟값이

존재함을 설명하는 교과서도 있고, 아무런 언급없이 그

존재성을 말하는 교과서도 있다. 또, 구체적으로 ‘열린

구간 에서 극댓값 및 극솟값’이란 서술을 하지 않

은 교과서도 있으나, 계승혁 외(2009)와 이준열 외

(2009a; 2009b)의 교과서를 제외하면, 정의로부터 같은

의미를 갖는 서술이 된다.

이때, 대부분의 교과서에서 정의한 극댓값과 극솟값

의 정의와 함수의 최대․최소에 대한 설명을 결합하면

심각한 문제를 야기하게 된다. 예를 들어, 대학수학능력

시험에도 자주 출제되는 <그림 5>와 같은 닫힌 구간

에서 정의된 함수의 최댓값과 최솟값을 구하면 각

각 와 이라는 것에 이견이 없을 것이다. 하지만, 대부

분 교과서의 정의에 의하면 이 함수는 열린 구간

에서 극댓값과 극솟값을 가지지 않으므로 

과  중에서 큰 값이 최댓값, 작은 값이 최솟값이

된다. 따라서, 최댓값과 최솟값은 모두 이 되고 함수

는 상수함수   이 된다는 모순에 도달한다.

이러한 모순은 극댓값과 극솟값의 정의를 잘못하였기 때

문에 생기는 것이다.

    







<그림 5>

13) 박세희(1983)에서도 최대․최소와 관련된 문제점을 지적하

기 위하여 <그림 5>와 유사한 함수가 사용되었다.
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2007년 개정 고등학교 미적분과 통계 기본 교과서의

경우에도 이준열 외(2009a)를 제외하면 본질적으로 동일

한 문제점이 내재되어 있다. 다만, 몇몇 교과서(이만근

외, 2009; 유희찬 외, 2009a; 이동원 외, 2009)에서는 다

항함수에 한하여 서술하였기 때문에 논리적으로는 문제

가 없지만, <그림 5>와 같이 간단한 함수의 최댓값과

최솟값을 구하는 방법에 대한 논리를 체계적으로 제공하

지 못하고 있다. 특이하게도 이강섭․왕규채․송교식․

양인웅(2009a)은 최대․최소를 교과서가 아닌 익힘책에

서 다루고 있는데, 이 역시 다항함수에 국한하고 있다.

지금까지 살펴본 문제점들은 2007년 개정 교육과정

이전부터 반복되어 온 것으로, 박세희(1983)는 제4차 교

과서의 유사한 문제점에 대해 지적한 바 있다. 이공계열

로 진학할 학생들은 삼각함수를 비롯한 초월함수의 최댓

값과 최솟값을 구하게 되는데, 다항함수에서만 적용되는

내용을 서술하여 학생들을 혼란스럽게 만들 필요가 있을

지 생각해 볼 필요가 있다.

Ⅴ. 함수의 극대̦·극소와 최대̦·최소를 설명하

는 방식에 대한 제안

함수의 극대․극소, 그리고 최대․최소라는 개념 자

체는 함수의 연속성이나 미분가능성과는 아무런 관련이

없는 것이다. 이러한 개념이 연속성이나 미분가능성과

연관되었을 때 고등학교에서 가르쳐야 할 것은 다음 내

용이 핵심이 아닌가 싶다.

○ 유계 닫힌 구간에서 정의된 연속함수는 최댓값과

최솟값을 가진다

○ 열린 구간 위에서 미분가능하고 그 도함수가 양이

면 함수는 그 구간에서 증가함수이다.

○ 함수가   에서 극댓값 또는 극솟값을 가지고

미분가능하면  ′   이다.

○ 유계 닫힌 구간 에서 연속이고 에서 미

분가능한 함수의 최댓값과 최솟값은 구간의 양 끝

점이나 미분계수가 인 점의 함숫값을 비교하여

가장 큰 값과 가장 작은 값을 택하면 된다.

이러한 목적에 부합되게 극대와 극소를 정의하는 것

은 다음과 같이 표준적인 방법14)으로 정의하는 것이다.

정의:   를 포함하는 어떤 열린 구간에서 함수

의 값이  이하(이상)이면 함수

는   에서 극대(극소)가 된다고 하며,

를 극댓값(극솟값)이라고 한다.

이러한 정의는 대학 교재에서 일반적으로 사용되는

정의로 최봉대 외(2006)의 7차 고등학교 수학Ⅱ 교과서

에서 사용되었고(p.106), 2007년 개정 교육과정에 따른

계승혁 외(2009)와 이준열 외(2009b)의 교과서도 본질적

으로 이와 같이 정의하고 있다. 한 가지 차이점은 계승

혁 외(2009)에서는 이러한 정의를 적극적으로 해석함으

로써 닫힌 구간의 양 끝점에서도 극대와 극소를 따질 수

있음을 설명하고 있으며(p.144), 이 경우 훨씬 간단명료

하게 극댓값 가운데 가장 큰 것이 최댓값이고, 극솟값

가운데 가장 작은 것이 최솟값이라는 평범한 진리를 얻

을 수 있다. 이러한 진리는 최댓값(absolute maximum)

은 당연히 극댓값(local maximum)이어야 한다는 상식에

도 부합된다.

미국과 일본 교과서의 경우를 간단히 살펴보자.

CPMP에서 개발한 미국 고등학교 교과서(Coxford 외,

2003b)에서는 최댓값을 “An absolute maximum is a

value  for which  ≤ for all values of ”와

같이 엄밀하게 정의하고 있다(p369). 반면에 극대와 극

소는 그래프를 이용하여, ‘peak를 local maximum, valley

를 local minimum이라 부른다’고 직관적으로 설명하고

있다. 하지만, 교사용 지도서(Coxford 외, 2003d)에서는

함수의 정의역을 한 점 근방으로 제한할 때 최댓값이 되

는 것을 극댓값이라고 하기 때문에 maximum에 local을

붙여서 부른다고 부연 설명하고 있다(p426). 즉, 미국 고

등학교 교과서에서는 극대, 극소에 대한 표준적인 정의

를 염두에 두고 직관적으로 설명하는 방식을 취하고 있

다. 앞서 인용하였던 Barnett(2002)는 다음과 같이 극값

에 대한 표준적인 정의를 사용하고 있다(p247).15)

14) 표준적인 방법이란 대학 미적분학이나 해석개론과 같은 과

목에서 극대와 극소를 정의하는 일반적인 방법이란 의미이

다.

15) Barnett의 교재는 미국 고등학교 3년차 학생들이 공부하는

책이라는 것에 주목할 필요가 있다.
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In general, we call  is a local maximum if

there exists an interval  containing  such that

 ≤  for all  in  .

일본 교과서는 數學Ⅱ, 數學Ⅲ 모두   까지 함수

가 증가하다가   부터 감소할 때, 를 극댓값이

라고 정의하고 있다. 이러한 정의는   를 경계로 증

가상태에서 감소상태로 바뀔 때 를 극댓값이라고

정의하는 것과 같은 것이지만, 증가상태나 감소상태라는

불필요한 개념을 도입하지 않았다는 차이가 있다.

극대․극소라는 개념을 표준적인 방법으로 정의할 때

학생들에게 어려울 수 있는 부분이 있다면, 그것은 정의

에서 ‘어떤’과 같은 논리적 표현을 사용하는 것이다. 특

히, 7차 교육과정에서는 ‘어떤’이나 ‘모든’과 같은 단어가

들어가는 명제에 대한 내용을 다루지 않았기 때문에 더

욱 어려움이 있었으리라 여겨진다. 하지만, 대부분의 교

과서에서 증가상태나 감소상태를 정의할 때 ‘어떤’과 ‘모

든’을 이미 사용하고 있었고, ‘충분히 작은’과 같이 어려

운 논리적인 개념을 사용하고 있는 점을 감안하면 극대

와 극소를 표준적인 방법으로 정의하지 못할 이유가 없

다. 한편, 2007년 개정 교육과정부터는 ‘어떤’이나 ‘모든’

이 들어있는 명제를 다루도록 하고 있으므로 표준적인

정의를 사용하는 데에 아무런 문제가 없다. 특히, 표준적

인 방법으로 정의하는 것은 실생활에서 학생들에게 친숙

한 ‘골목대장’이란 개념을 수학적으로 개념화하여 정의한

것으로 볼 수 있으므로 학생들이 직관적으로 받아들이기

쉬운 측면이 있다.

극대․극소를 정의하는 표준적인 방법과 대부분의 교

과서에서 정의하는 방법에 대한 <표 1>의 설문조사 결

과에서 알 수 있듯이, 현직 교사들도 표준적인 방법으로

정의하는 것이 더 나은 방법이며, 이렇게 정의하는 것이

기존 대부분의 교과서에서 정의하는 방법에 비해 더 쉽

다고 생각하고 있다.16)

이렇게 표준적인 방법으로 극대·극소를 정의하면,

<그림 3>의 그림에서 보는 함수는   에서 극댓값을

가지지 않으며, <그림 4>의 그림에서 보는 함수는

  에서 극댓값을 가지게 된다. 또, <그림 5>에서 닫

16) 2010년 2월 23일 부산시 교육연수원에서 주관하는 수학Ⅱ

영역 직무연수에 참석한 27명의 현직 수학 교사를 대상으로

실시한 설문조사 결과이다.

힌 구간 에 속하는 모든 점에서 극댓값을 가지게

되고, 닫힌 구간 에 속하는 모든 점에서 극솟값을

가지게 된다. 만약 계승혁 외(2009)의 정의를 따른다면

<그림 5>의 함수 는   과   에서도 각각

극솟값과 극댓값을 가지게 되므로 극댓값끼리 비교하여

최댓값 를 구하고, 극솟값끼리 비교하여 최솟값 을

구할 수도 있다. 즉, 표준적인 방법으로 정의하는 것이

개념을 받아들이기에도 쉽고 상식에 잘 부합됨을 보여준

다.

구분

설문 내용

설문

문항

응답

결과

함수의 극댓값

을 정의하는

방법으로 어떤

것이 더 나은

방법이라고 생

각하십니까?

① 기존 교과서와 같이

  의 좌우에서 가

감소상태에서 증가상태로

변할 때, 를 극댓값이

라고 정의하는 방법

14.8

②   를 포함하는 어떤

열린 구간에서 가 최

댓값이 될 때, 를 극

댓값이라고 정의하는 방법

85.2

함수의 극댓값

을 정의하는

위 설문문항의

두 가지 방법

중 어려움의

정도에 대해

어떻게 생각하

십니까?

① ②번 방법이 훨씬

더 어렵다.
0

② ②번 방법이 조금

더 어렵다.
18.5

③ 비슷하다. 25.9

④ ②번 방법이 조금

더 쉽다.
14.8

⑤ ②번 방법이 훨씬

더 쉽다.
40.8

<표 1> 함수의 극대․극소를 정의하는 방법에 대한

설문조사 결과(%)
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Ⅵ. 맺음말

이 연구에서 필자들은 2007년 개정 고등학교 교과서

를 모두 분석하여 함수의 증가와 감소, 극대·극소 및 최

대·최소와 관련된 정의 및 서술 내용의 문제점을 파악하

고 그에 대한 개선안을 제시하였다.

정의는 교과서마다 다를 수 있다. 그러나 경위가 어

찌 되었든 교과서에 정의한 바를 이용하여 추론하였을

때 틀린 명제를 얻게 되는 정의가 교과서에 실린다는 것

은 있을 수 없는 일이다. 또한, 정의를 저자 나름대로 하

더라도 상식에 부합되지 않는 정의를 해서는 안 될 것이

다. 이러한 일들이 왜 버젓이 일어나고 있는지 따져보는

일은 필자들의 한계를 넘는 일이다. 교과서에 관하여 전

문적으로 연구하는 분이 나서서 해방 이후 수학 교과서

를 체계적으로 분석하여 왜 이러한 일이 벌여졌으며, 왜

수학계 스스로 고치지 못하고 있는지 밝혀준다면 매우

의미 있는 연구가 될 것이다.

고등학교에서 연속이나 미적분과 같이 극한의 개념을

다루는 경우, 이를 논리적으로 빈틈없이 설명하는 것은

불가능하다. 극한의 개념을 제대로 설명하는 것은 실수

의 완비성 공리에 의존하는데, 실제 역사적인 관점에서

보더라도 실수의 완비성을 완벽하게 이해한 것은 1870년

대 칸토르와 데데킨트의 덕분이다. 특히, 고등학교에서

나오는 정리들 가운데 중간값의 정리와 최대·최소 정리

는 증명을 하지 못하고 직관에 호소할 수밖에 없는 부분

이다. 이 경우에도 이러한 내용이 그럴듯해 보이도록 많

은 예를 들어서 설명할 필요가 있으며, 특히 증명을 하

지 않고 지나간다는 것을 명시할 필요가 있다. 앞에서

살펴본 바와 같이 심각한 증명이 필요함에도 불구하고

당연한 것처럼 서술하는 방식은 교사나 학생들을 혼란스

럽게 만들 수 있기 때문이다.
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