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안내된 재발명을 포함한 탐구-중심 수업이 학생들의

수학적 활동에 미치는 영향에 관한 사례연구

김 익 표 (대구대학교)

Ⅰ. 서 론1)

1. 연구의 필요성

Goos(2004)는 학교수학에서 지도 방법의 중대한 변화

를 요구하는 수학교육학자들의 주장과 함께 문제해결,

추론, 의사소통의 중요성을 역설한 NCTM(1989, 2000)의

교육과정 규준관련 문헌들을 소개했다. 또 그는 오스트

레일리아에서도 의사소통과 문제해결 능력의 신장 및 수

학적인 사실들이 발견 또는 창조되는 과정을 학생들이

경험할 수 있도록 하는 것이 수학교육 개혁주의자들의

목표임을 강조했다. 그리고 한국의 제7차 수학과 교육과

정과 2007년 개정 수학과 교육과정에서도 문제해결과 추

론뿐만 아니라 의사소통 능력의 신장을 강조하고 있다

(교육인적자원부, 1997, 2007). 특히, 2007년 개정 수학과

교육과정에서는 추론 능력을 촉진시키기 위하여 교수․

학습에서 유의해야할 다음 사항들을 제시했다(교육인적

자원부, 2007):

첫째, 귀납, 유추 등을 통해 학생 스스로 수학적 사실

을 추측하게 하고, 이를 정당화하거나 증명해 보게 할

수 있다. 둘째, 수학적 사실이나 명제를 분석하고, 수학

적 관계를 조직하고 종합하며, 학생 자신의 사고 과정을

반성하게 한다.
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Polya(1954)도 연역적 추론과 함께 귀납과 유추에 바

탕을 둔 개연적 추론이 수학적 지식의 발견에 중요한 역

할을 한다고 주장하면서 학생들에게 개연적 추론을 할

수 있는 기회를 제공해야 한다고 강조했다.

Freudenthal(1991)은 이미 만들어져 있는 교과로서의

수학이 아니라 수학자가 수학적 사실들을 창조하기 위하

여 논문을 읽는 것처럼 학생들에게도 안내된 재발명의

기회가 주어져야함을 주장했다. Elbers(2003)는 학생들이

지식을 구성하는데 직접 참여할 수 있도록 도울 수 있는

교사의 역할을 강조했다. 정의, 규칙, 알고리즘의 제시와

함께 학생들이 정해진 길을 따라 가도록 지도하는 전통

적인 수업보다는 새로운 수학적 사실을 학생 스스로 발

견 또는 창조하는 활동을 위한 수업을 통하여 수학교육

이 추구하는 목표의 달성이 가능할 것이다(Freudenthal,

1991). 교사 위주의 수업보다는 학생 스스로 수학적 아

이디어와 추측을 제시하고 방어하면서 다른 학생들의 수

학적인 주장에 사려 깊게 반응하는 탐구-중심 수업

(Goos, 2004)의 활성화는 수학교육과 관련 있는 대부분

의 사람들이 그 필요성에 공감을 하고 있지만 학교 현장

에서는 여러 가지 이유로 실행하기가 쉽지 않은 것이 현

실이다.

2. 연구의 목적 및 연구문제

최근에 과학고등학교 학생들을 대상으로 소집단별로

문제를 설정하고 해결하면서 학생 스스로 탐구 활동을

할 수 있도록 안내하는 조력자로서의 교사의 역할을 탐

색하기 위한 탐구-중심 수업 모델이 제시되었다(김익표,

2008). 본 연구의 목적은 탐구-중심 수업 모델을 바탕으

로 Freudenthal(1991)의 안내된 재발명의 과정을 통하여

학생 스스로 수학적 사실들을 발견 또는 창조하는 수업

을 구현하기 위한 탐구-중심 수업이 의사소통과 추론을
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를 통하여 탐색하는 것이다. 먼저 Polya의 개연적 추론

(1954), Freudenthal의 안내된 재발명(1991), Forman의

수업에 대한 사회문화적인 접근(2003), Vygotsky의 근접

발달영역(1978) 이론이 통합된 탐구-중심 수업의 사례를

제시한다. 이를 바탕으로 연구자가 설정한 구체적인 연

구문제는 다음과 같다.

(1) 탐구-중심 수업과정에서 도출되는 수학적 발견

또는 발명이 의사소통과 추론을 포함한 학생들의 수학적

활동에 미치는 영향을 분석한다(연구 결과 3).

이와 같은 분석을 위하여 먼저 선행되어야 할 것이

학생들의 수학적 활동에 대한 인식 변화이다. 이를 위하

여 문제 설정 또는 문제 변형 중심의 탐구-중심 수업을

통하여 학생들의 탐구 활동을 자극함으로써 학생들의 수

학적 활동에 대한 인식 변화가 가능함을 확인한다(연구

결과 1). 그 다음 서로 다른 수학적 개념들 사이의 연결

성이 탐구 활동에 미치는 영향을 분석한다(연구 결과 2,

3). 이 연결성은 개념들의 명확한 이해뿐만 아니라 새로

운 해석 또한 가능하며 탐구 소재로 발전 가능함을 확인

한다.

(2) 탐구-중심 수업의 결과를 통하여 새롭게 구성한

행렬(파스칼 행렬의 격자점 이동과 관련된 확장)의

LDU-decomposition에 대하여 고등학교 학생들도 접근

가능한 새로운 증명 방법을 제시한다(연구 결과 4).

(3) (2)의 결과로써 학생 스스로 의사소통과 수학적

추론을 포함한 수학적 활동을 통하여 발전적인 방향으로

의 수학적 발견 또는 발명이 가능하기 위한 조건들을 탐

색한다(연구 결과 4).

본 논문에서는 추론과 의사소통을 포함한 수학적 활

동을 강조하지 않아도 자연스럽게 이와 같은 활동의 장

으로 학생들을 유도하는 원동력이 기존의 수학적 사실과

연계성을 가진 새로운 수학적 사실에 대하여 안내된 재

발명의 방법으로 학생 스스로 발견 또는 창조하는 것임

을 확인한다. 이와 같은 연구 결과는 고등학교 수학 수

업에서 입시 위주의 편향된 교수․학습이 가져오는 여러

가지 부작용을 개선하는데 그치지 않고, 수학적 힘의 구

현이라는 수학교육의 목표(NCTM, 1989)를 달성할 수

있는 방법론의 제시가 될 것이다.

Ⅱ. 이론적 배경

현재까지 수학교육에서 탐구-중심 수업의 정의 및 운

영에 관한 다양한 연구들이 소개되고 있다(Rowe, 1973;

Lesh, 1981; Schoenfeld, 1985; Van den Brink, 1987;

Streefland, 1987; Silver & Adams, 1990; Healy, 1993;

Silver, 1994; National Research council, 1996;

Wubbels et al., 1997). 본 논문에서는 학생들이 수업 중

에 다루는 내용 또는 문제에서 조건이나 상황 등을 변형

하거나 재정의 과정을 통하여 새로운 문제를 설정하고,

이미 알려진 사실들을 확인하기 위하여 책과 다른 출처

의 정보를 검토, 연구의 계획, 실험의 증거로 알려진 것

들의 재확인, 자료의 수집과 분석 및 해석을 위하여 도

구를 사용, 해답과 설명 및 예상을 제안, 결과에 관한 의

사소통 등을 포함하는 다양한 면을 가진 수업으로 수업

에 관계되는 모든 활동의 주체가 교사와 학생이면서 특

히, 교사의 조력자 또는 안내자로서의 역할과 학생활동

을 강조하는 수업을 탐구-중심 수업의 정의로 채택한다

(김익표, 2008). 이 장에서는 탐구-중심 수업의 이론적인

뼈대의 역할을 하는 Polya의 개연적 추론, Freudenthal

의 안내된 재발명, Forman의 수업에 대한 사회문화적인

접근, Vygotsky의 근접발달영역 이론을 살펴보고자 한

다.

1. Polya의 개연적 추론

Polya(1954)는 발견적 추론의 본성과 관계되며, 더 나

아가 중요하지만 논증적인 것이 못되는 일종의 추론을

개연적 추론으로 정의했다. Polya(1957)는 수학적 추측의

생성과 증명에 중요한 역할을 하는 개연적 추론은 논증

적 추론이 아닌 나머지 부류의 추론으로, 엄밀한 논증이

갖고 있는 확실성이 결여되어 있고, 본질적으로 새로운

지식을 획득하는데 유용하며 지식의 발견에 있어서 필수

적인 것이라고 주장했다(이종희․김선희, 2002 재인용).

귀납적 추론과 유추를 통하여 개연적 추론이 주로 이

루어진다고 본 Polya(1954)는 귀납적 추론과 유추에 대

하여 다음과 같이 서술했다:
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귀납적 추론은 특수한 경우에 대한 관찰과 결합에 의

하여 일반적인 규칙을 발견하는 과정이다. 즉, 관찰을 바

탕으로 규칙성과 일관성을 발견하려고 시도하는 과정이

귀납적 추론이다. 그것의 가장 확실한 도구는 일반화, 특

수화, 유추이다. 임시적인 일반화는 관찰된 사실들을 이

해하려는 노력으로부터 시작해서, 유추에 바탕을 두고,

그 이상의 특수한 경우에 대하여 테스트 된다. 많은 수

학적인 정리들이 먼저 귀납적 추론에 의하여 발견되고

나중에 증명되었다. 엄밀하게 제시된 수학은 체계적인

연역적 과학이지만, 수학적인 발명은 실험적인 귀납적

과학이다. 유추란 닮음의 일종이다. 닮은 대상이란 어떤

점에서 서로 일치하는 것이고, 유사한 대상이란 서로 대

응하는 부분에 대한 어떤 관계가 일치하는 것이다.

Polya가 강조하는 개연적 추론은 한국의 2007년 개정

수학과 교육과정에서 강조하는 사고과정으로 학생 스스

로 수학적인 사실을 추측할 수 있는 능력이다. 또 이것

은 NCTM의 교육과정 규준에서 강조하는 수학적 추론

과 밀접한 관련성이 있다. 본 연구에서 정의한 탐구-중

심 수업 또한 학생 스스로 발견 또는 발명하고, 분석하

고, 해석하는 것을 이 수업의 가장 핵심적인 활동으로

규정했기 때문에 개연적 추론은 탐구-중심 수업의 이론

적 근거로서의 역할 뿐만 아니라 학생들이 이 수업을 성

공적으로 수행할 수 있도록 안내하는 역할을 할 것이다.

2. 학습에 있어서 Forman의 사회문화적인 접근

Forman(2003)은 학습에 있어서 사회문화적인 관점이

의사소통, 문제해결, 추론 능력의 신장을 추구하는 수학

교육 개혁운동의 이론적인 근거와 수업과 학습 결과 사

이에 근본적인 관련성을 이해하고, 사회적인 문맥에서

수학 학습이 의사소통을 어떻게 필요로 하는지를 보여주

는데 있어서 진일보한 방법을 제공한다고 강조했다

(Goos, 2004, 재인용). 이와 같은 관점에서, 수학의 교수

학습은 교실 집단-여기에서 학생들은 더 넓은 수학 집

단의 인식론적 가치와 의사소통 규정을 점점 더 인정하

게 되는데-형태를 필요로 하는 사회적이고 의사소통적

인 활동으로 간주되어진다(Lave & Wenger, 1991).

Forman에 의하면 사회문화적인 이론들의 기원에 대하여

일반적으로 알려진 사실은 20세기 초 러시아 심리학자인

Vygotsky의 연구로부터 시작되었다는 것이다(Goos,

2004 재인용).

Vygotsky는 다음에 제시하는 세 가지 주제와 관련하

여 내면화와 근접발달영역과의 연관된 개념들을 분석했

다(Goos, 2004).

첫째, 정신적인 현상을 이해하기 위해서는 발달의 산

물보다는 성장과 변화의 과정에 집중하는 것이 필요하

고, 둘째, 고등정신 기능인 자발적인 관심, 기억, 개념,

추론은 사회적인 차원에서 사람들 사이에서 먼저 나타난

다음 심리적인 차원에서 개인에게서 나타난다, 셋째, 사

고 과정은 언어, 쓰기, 수 체계, 대수적인 기호 체계, 도

표 등과 같은 도구와 기호에 의하여 조정되고 중재된다.

Goos(2004)는 Vygotsky의 근접발달영역을 다음과 같

이 소개하고 있다:

Vygotsky는 외부에서 먼저 수행되는 사회적인 현상

이 심리적인 현상으로 변환되고, 그 다음 정신적으로 실

행되는 과정을 내면화로 간주했다. 어른 또는 보다 더

능력 있는 동료들과의 상호작용이 아직 성숙되지 않았

고, 그래서 실재적인 발달 수준과 잠재적인 발달 수준

사이에 놓여 있는 정신 기능들을 깨울 수 있기 때문에

그와 같은 내면화가 일어날 수 있는 곳이 바로 근접발달

영역이다.

Vygotsky 이론의 적용을 위해 비계(scaffolding)라는

용어를 사용한 초기 수학교육학자들의 한계가 사회문화

적인 이론의 새로운 개념을 제공하는 계기가 되었다.

Forman & McPhail(1993)은 사회적인 상호작용, 교수

학습의 상호작용에서 대인관계의 중요성, 그리고 사고방

식과 같은 사회문화적인 이론들이 사회적인 행동과 밀접

하게 연결되어 있다는 것에 주목할 필요가 있다고 강조

했다(Goos, 2004). Lave & Wenger에 의하면 현대적인

사회문화적 이론은 전문가와 초보자들로 이루어진 실행

집단에서 점점 확대되는 참여를 포함하는 것이 학습이라

고 주장했다(Goos, 2004). Van Oers(2001)는 학습자들은

교사의 행동과 기대에 의하여 구조화된 실행집단에서의

참여를 통하여 수학적인 태도를 인정하고, Lerman(2001)

은 수학적인 말하기와 사고에서의 점진적인 참여가 학생
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들을 근접발달영역으로 안내하는 역할을 한다고 말했다.

지금까지 소개한 사회문화적인 이론과 함께 이 이론

의 뼈대를 이루는 Vygotsky의 근접발달영역 이론은 수

학적인 탐구-집단(Goos, 2004)에서 의사소통을 통한 상

호작용의 중요성을 강조한다. 본 연구에서도 교사 또는

동료들과의 상호작용이 탐구-중심 수업의 활성화에 기

여하는 근본적인 역할을 할 것이다.

3. Freudenthal의 안내된 재발명

Freudenthal(1991)은 안내된 재발명의 방법으로 교수

와 학습이 이루어져야 하는 이유를 다음과 같이 설명했

다:

어떤 방향으로든 모든 사람이 도달할 수 있는 어떤

수준이 반드시 존재한다. 이와 같은 수준들의 범위가 수

학교육에서 여러 해 동안 내가 그것의 자연스러운 확장

과 가능한 한 그것을 확장할 기회와 가능성에 훨씬 더

많이 관심을 가져온 것들 중에 하나임을 고백한다. 사람

들에게 그들이 배워야 할 수학을 선험적으로 규정하는

것과는 다른 관점이 있다. 학습자들은 그들 자신의 수준

을 찾고 각각의 특별한 경우가 필요로 하는 만큼 안내에

따라 거기에 이르는 경로를 탐구하도록 허락되어져야 한

다. 이와 같은 정책을 옹호하는 건전한 교육학적인 논의

가 존재한다. 첫째, 지식과 능력은 다른 사람에 의하여

부과 되어졌을 때 보다 자신의 활동에 의하여 획득되어

졌을 때, 더 잘 유지되고 유용하다. 둘째, 발견은 즐거운

것이 될 수 있어서 재발명에 의한 학습은 학습자에게 동

기를 줄 수 있다. 셋째, 그것은 인간 활동으로서의 수학

을 경험하는 태도를 촉진한다. 한편 수학자들이 수학적

인 내용을 발명하기 위해 논문을 읽는 것처럼 어린 학습

자들도 동일한 특권을 요구할 수 있다고 나는 믿는다.

Freudenthal(1991)의 안내된 재발명은 학습자가 인류

의 학습 과정을 그대로 따라하는 것이 아니라 옛날 사람

들이 우리가 지금 알고 있는 것에 대하여 조금 더 알았

더라면 일어났을 그와 같은 과정을 반복하는 것이고, 그

것의 목표는 수학화와 수학화의 다양한 측면이다.

탐구-중심 수업에서 학생들이 수학적인 사실을 스스

로 발견 또는 창조할 수 있도록 돕는 과정을 안내된 재

발명으로 시작하고자 한다. 안내된 재발명을 통하여 동

기가 유발된 학생들이 수학적인 사실들을 발견 또는 발

명할 수 있도록 안내하는 것이 탐구-중심 수업의 핵심

이고, 이 수업에서 수학적인 의사소통과 추론은 자연스

럽게 이루어지는 수학적 활동이 될 것이다.

4. 선행연구의 고찰

Silver(1993)는 탐구-중심 수업의 특징으로서 문제설

정에 대하여 언급하면서 수학 수업에서 지식과 문제의

주요한 출처인 교과서로부터 학생과 교사를 자유롭게 만

드는 수업을 탐구-중심 수업이라고 주장하면서 학생들

이 교과서를 만들어 수업에 활용하는 몇 가지 사례를 제

시했다(김익표 재인용, 2008):

Van den Brink(1987)는 네덜란드의 초등학교 1학년

학생들이 다음 해에 입학할 학생들을 위한 덧셈 문제를

만들도록 하는 수업의 사례에 대하여 제시했다.

Streefland(1987, 1991)는 네덜란드에서 현실적인 수학

교육(realistic mathematics education) 수업의 일부분으

로서 학생들이 작가적인 경험을 할 수 있도록 하는 수업

방법을 채택했다. Healy(1993)는 미국의 중학교 학생들

을 대상으로 하는 기하수업에서 학생들이 탐구를 통하여

스스로 발견한 중요한 사실들로 교과서를 구성하는

“Build a book”의 방법을 사용했다. Skinner(1991)는 오

스트레일리아의 초등학교 수학 수업에서 학생들이 스스

로 설정한 문제를 공유하고 이를 문제해결 활동의 소재

로 사용하는 수업의 형태를 소개했다.

Silver(1993)는 문제설정과 관련된 수학교육학자들의

탐구-중심 수업의 형태에 대한 예들을 제시하면서 이들

이 수업과 학생들의 활동을 제시했지만 문제설정과 탐구

의 본질적인 연관성과, 이와 같은 수업의 경험이 학생들

의 수학적 수행에 어떠한 영향을 미치는지에 대한 체계

적인 분석이 없었다는 것을 지적했다(김익표 재인용,

2008).

Elbers(2003)는 네덜란드의 초등학생(11～13세)들을

대상으로 현실적인 수학교육의 맥락에서 수직적 수학화

(vertical mathematization)의 과정을 경험할 수 있는 탐

구 문제를 통하여 주어진 문제를 변형하고 끊임없이 새
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로운 해결 방법을 제시하도록 하는 과정에 참여하는 교

사의 역할에 대하여 소개했다. 이 과정에서 모든 학생들

이 수학적인 의미를 구성하는데 있어서 참여할 수 있는

탐구 집단의 구성에 중요한 것이 협력하는 분위기와 학

생들 사이의 상호작용임을 강조했다(김익표 재인용,

2008).

Goos(2004)는 교사가 현상을 제시하고 학생들이 이

현상을 수학적으로 조직하는 수평적 수학화(horizontal

mathematization)를 통하여 조화 운동(harmonic motion)

을 도입하는 오스트레일리아의 중등학교 12학년 수학 교

실을 사례로 들면서, 수학적인 탐구 문화가 형성된 교

실의 특징을 다음과 같이 묘사했다:

교실에서 학생들 스스로 토론을 통하여 추측을 제시

하고 그 추측을 설명하는 활동들이 뚜렷하게 나타나고,

그들 자신과 다른 학생들 또는 교사에 의하여 만들어진

오류를 지적하고 수정하는 활동이 강조되고, 학생들 사

이의 수학적인 토론에 의하여 수학적인 사고가 생산되고

검사되는 것이 수학적인 탐구 문화가 형성된 수학교실의

특징이다.

Goos(2004)는 위에서 소개한 교실 수업의 녹화와 교

사와의 인터뷰 분석을 바탕으로 수학을 공부하는데 있어

서 학생들의 주도적인 참여, 탐구 과정에 대한 교사의

설계, 서로의 생각을 의사소통하고 설명하는 것에 대한

중요성이 탐구 문화가 형성된 교실에서 나타난 특징임을

강조하면서 이와 같은 탐구 문화가 형성되도록 지도되는

같은 학교 11학년 교실을 소개했다:

교사는 학생들에게 행렬식이 인 × 행렬의 역행

렬을 연립방정식을 이용하여 구하는 문제를 제시하고,

그것을 바탕으로 임의의 행렬에 대한 역행렬을 학생들

스스로 추측하게 했다(탐구 문화 조성).

그 다음 그 추측을 검사하고 개선할 수 있는 문제로

서 행렬식이 이 아닌 행렬의 역행렬을 구하는 문제를

제시했다(비계설정으로서 근접발달영역). 원래의 추측을

개선하는 과정에서 수학적인 아이디어를 만들고 검사하

는 수단으로서 다른 학생들과의 상호작용에 가치를 둘

수 있도록 상대방에게 설명하는 활동을 조성했다(동료들

과의 협력으로서 근접발달영역).

Goos(2004)가 소개한 탐구 문화가 성숙된 교실에서의

수업은 교사가 지도할 내용을 선정하고, 지도 방법을 설

계한 다음, 그 설계를 바탕으로 학생들 또는 교사와 학

생들 사이의 상호작용을 통하여 추론, 의사소통, 문제해

결력의 신장을 촉진시키는 형태이다. 본 연구는 학생들

에게 소개할 수학적인 주제를 정하고, 그 주제와 관련된

알려진 사실들을 소개하는 방법은 Goos(2004)가 소개한

교실 수업과 유사하지만, 수업의 목표인 마지막 결론은

교사와 학생들 모두 알 수 없는, 즉 지금까지 알려지지

않은 내용1)의 발명을 포함한다. 이와 같은 발명으로 이

루어진 내용은 학생들의 동기 유발을 극대화시키는 역할

을 함으로써 적극적인 의사소통과 추론 활동이 이루어지

도록 하는 촉매제가 될 것이다.

김익표(2008)는 탐구-중심 수업의 활성화를 위한 항

목들과 창의성의 요소가 발현되도록 조력자로서의 교사

의 역할이 필요한 각 단계를 종합하여 설계한 탐구-중

심 수업 모델을 소개했다(<그림 Ⅱ-1>).

탐구주제 구상

⇓
내용 소개

⇓
문제설정

⇓
선행연구 소개

⇓
문제해결

⇗

하위 문제설정

⇓

하위 문제해결

⇖⇓
해결된 문제검토

⇒
유창성

융통성

독창성

⇒

융통성

독창성

정교성

⇒정교성

⇐

선행연구 소개

⇓

<그림 Ⅱ-1> 탐구-중심 수업 모델

이 모델은 본 사례연구를 위한 탐구-중심 수업을 운

영하는데 있어서 교사와 학생활동의 설계를 위한 근본적

1) 지금까지 알려지지 않은 내용이라는 것은 탐구-중심 수업에

참여하는 교사와 학생들 모두에게 알려지지 않은 새로운 내

용으로 정의한다.
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인 뼈대의 역할을 할 것이다.

Goos(2004)가 소개한 오스트레일리아의 중등학교 11

학년과 12학년 교실에서의 수업은 수평적 수학화와 수직

적 수학화를 이용한 Freudenthal의 안내된 재발명이 뼈

대를 이루면서 각 과정에서 의사소통과 수학적 추론 활

동이 주로 이루어지는 과정이다.

앞에서 소개한 대부분의 탐구-중심 수업의 형태(Van

den Brink, 1987; Healy, 1993; Skinner, 1991; Elbers,

2003)는 주로 탐구-중심 수업 모델의 내용 소개에서 문

제설정과 문제해결에 초점을 맞추어 이루어지는 활동에

해당된다. 본 연구는 기존의 탐구-중심 수업을 통합한

활동으로서 제시된 탐구-중심 수업 모델을 바탕으로 안

내된 재발명을 도입하여 학생 스스로 교사와 학생 모두

에게 새로운 수학적 사실들을 발견 또는 창조하는 활동

을 경험할 수 있도록 조직하는데 주안점을 두고, 이와

같은 활동이 추론과 의사소통을 포함한 학생들의 수학적

활동에 미치는 영향을 분석한다.

Ⅲ. 연구 방법

1. 연구 대상

본 연구는 2005년 3월부터 2006년 2월까지 연구자가

1년 동안 지도한 D과학고등학교 1학년 91명과 대부분의

학생들이 D과학고등학교 1학년 학생인 D광역시교육청중

등영재교육원 고등학교 1학년 수학반 학생 10명을 대상

으로 하였다. D과학고등학교는 창의적인 고급과학 두뇌

를 양성하는 것을 목적으로 1988년에 개교한 학교이다.

2004년도에 개원한 D광역시교육청중등영재교육원은 D광

역시소재 중, 고등학교 재학생 중 수학, 과학 분야에 재

능이 뛰어난 학생들을 창의적인 문제해결력 검사를 통하

여 선발한다. 두 기관 모두 교육에 있어서 핵심적인 키

워드는 창의성이다. D과학고등학교에 재학하는 학생들은

60%이상이 2학년 말에 조기졸업을 해서 대학에 진학을

한다. 따라서 같은 학생들을 지속적으로 지도하면서 탐

구-중심 수업에 대한 연구를 진행하는 것이 효과적이겠

지만 학생들 입장에서는 2학년 초부터 본격적으로 대학

입시를 준비해야 하므로 1학년 학생들을 대상으로 1년을

연구기간으로 설정하여 진행하였다. D과학고등학교 1학

년은 4개 학급이고 학급당 인원은 22∼23명이다. D광역

시교육청중등영재교육원 고등학교 1학년 수학반은 10명

이 정원이다. 김익표(2008)는 2005년 4월 초에 D과학고

등학교 1학년 학생 91명을 대상으로 수학에 대한 정의적

인 태도와 성향, 인지적 사고 기능에 대한 검사를 송상

헌(1998)의 [수학적 행동특성 검사지(학생용)]을 이용하

여 실시하였다. 이 검사 결과는 교사의 지속적이고 적극

적인 노력과 효과적인 수업 방법의 도입이 탐구-중심

수업의 활성화라는 목표를 이루도록 하는 필수적인 요건

이라는 것을 확인하는 계기가 되었다. 연구기간 동안 D

과학고등학교 1학년 전체 학생들에 대해서는 탐구-중심

수학 수업에 관한 교사의 역할에 주안점을 두고 연구를

진행하였다. 주된 연구 결과는 ‘탐구-중심 수학 수업에

서 교사의 역할에 관한 사례연구: 과학고등학교 학생들

을 중심으로(김익표, 2008)’라는 논문에 소개되었다. 이와

함께 D광역시교육청중등영재교육원 고등학교 1학년 수

학반 학생들에 대해서는 스스로 수학적인 사실들의 발견

또는 창조가 주된 활동인 탐구-중심 수업이 의사소통과

추론을 포함한 수학적 활동에 미치는 영향을 분석하는

것을 목적으로 연구를 진행하였다. 영재교육원 소속 학

생들의 활동이 탐구-중심 수업과 밀접한 관련성이 있기

때문에 이 학생들의 활동을 집중적으로 분석하는 것이

탐구-중심 수업의 활성화의 방안을 찾을 수 있는 지름

길이고, 동시에 이와 같은 수업의 활성화가 학생들의 수

학적 의사소통과 추론 능력을 포함한 다양한 수학적 힘

(NCTM, 1989, p.5)의 신장을 촉진시키는 근본적인 방법

이라고 생각했다.

2. 연구 절차

D과학고등학교 1학년 학생들을 대상으로 조별 토론

과 전체 토론을 병행하는 방법으로 정규 수업 시간에 탐

구-중심 수업을 운영할 계획이었지만, 이 학생들 역시

대학입시에서 자유롭지 못하기 때문에 수행 과제 형태로

탐구-중심 수업을 진행했다. 탐구-중심 수업 모델(김익

표, 2008)을 바탕으로 과제의 수행이 진행되도록 학생들

을 유도했다. 2005년 5월부터 12월까지 탐구 주제로 정

규 수업시간에 다루는 문제들 중에서 선택했다. 이것은

과학고등학교 학생들이지만 대학입시를 준비한다는 이유
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로 문제 풀이 위주의 수업이 주로 이루어졌기 때문에 학

생들의 수학적 활동에 대한 잘못된 인식을 개선하려는

의도도 있었다. 문제풀이로부터 탐구-중심 수업을 출발

하는 것이 학생들의 참여와 동기를 유발시키는 가장 자

연스러운 방법이라고 생각했다. 따라서 조별로 토론하면

서 수업 중에 다루는 문제의 조건을 변형하거나 확장하

여 새로운 문제를 설정하고 해결하는 활동에 주안점을

두고 학생활동을 조성했다. 각 반별로 4명～6명이 한 조

가 되어 활동하도록 했고, 활발한 토론활동을 위하여 수

학 성적 및 평소 수업에서의 활동 정도를 고려하여 각

조별 구성원을 선정하였다.

D광역시교육청중등영재교육원 고등학교 1학년 수학

반 10명의 학생들을 대상으로는 1년 동안 3명∼4명으로

구성된 조별로 새로운 수학적 산출물을 만들고 발표하는

과정을 교육과정에 추가하였다. 이 과정의 수행을 통하

여 수학적인 사실의 발견 또는 발명을 포함하는 탐구-

중심 수업이 의사소통과 수학적 추론을 포함한 수학적

활동에 미치는 영향을 분석하였다.

본 연구자는 이 영재교육원 소속 학생들에게 파스칼

의 삼각형을 포함하여 조합적 행렬론과 관련된 여러 가

지 주제를 토론 형식으로 소개하면서, 그 중에서 각 조

별로 흥미 있는 주제를 선택하여 새로운 수학적 산출물

을 만들도록 요구했다. 본 연구자는 파스칼의 삼각형에

관련된 내용을 탐구 주제로 선택한 조의 학생들을 주목

했고, 이 학생들의 활동과 결과를 집중적으로 분석했다.

파스칼의 삼각형은 제7차 교육과정에서는 수학Ⅰ의 확률

과 통계 단원에서, 2007년 개정교육과정에서는 적분과

통계의 순열과 조합 단원에서 제시된 내용으로 이항계수

를 도입하는 과정에서 간단하게 소개하고 있다.

안내된 재발명의 방법으로 학생들이 격자점의 이동을

통하여 파스칼의 삼각형의 변형인 파스칼 행렬을 발명하

도록 한 다음, 이 행렬과 관련된 지금까지 알려진 사실

들을 소개했다. 지금까지 배웠던 내용들과의 다양한 연

결고리를 가진 파스칼 행렬의 소개에 학생들은 의욕과

관심을 동시에 나타냈다. 그 다음 격자점에서의 이동 방

법의 확장 또는 변형을 통하여 새로운 행렬을 학생들 스

스로 구성해 보도록 했다. 이와 같은 새로운 행렬은 학

생들 입장에서 파스칼 행렬과의 관련성에 대한 호기심을

자극했고, 이 호기심은 의사소통과 추론을 포함한 수학

적 활동을 촉진시키면서 탐구 활동으로 이끄는 역할을

했다. 학생들 입장에서 기존에 알고 있는 지식을 이용하

여 비교적 쉽게 수학적인 사실을 발명할 수 있도록 안내

한다면, 이 사실은 탐구의 소재로 적합할 뿐만 아니라

탐구 과정에서 학생들의 의사소통이나 수학적 추론 활동

을 활성화시키는 역할을 할 것이다.

3. 연구자료 수집 및 분석

본 연구에서 이용한 자료는 학생들과의 토론 및 개인

인터뷰, 수행평가 결과, 사진 촬영, 수업을 통한 학생들

의 반응이고, 연구 방법은 이 자료들을 분석하고 문제점

을 개선하는 질적 사례연구를 채택하였다(김익표, 2008).

본 연구자가 수업을 진행했기 때문에 필요한 경우에는

자료들에 대한 회상-자극(Leder, 1990) 기법을 분석에

활용했다.

D과학고등학교 1학년 전체 학생들을 대상으로는 주

로 탐구-중심 수업의 운영 가능성 및 수학적 활동에 대

한 학생들의 인식 변화에 초점을 맞추어 분석을 하였고,

D광역시교육청중등영재교육원 소속 학생들을 대상으로

는 안내된 재발명을 바탕으로 수학적인 사실의 발견 또

는 발명이 핵심인 탐구-중심 수업이 의사소통과 추론을

포함하는 수학적 활동에 미치는 영향의 분석에 무게를

두었다.

Ⅳ. 연구 결과

1. 문제설정 또는 변형 중심의 탐구-중심 수업

Freudenthal(1991)이 주장하는 안내된 재발명을 통한

수업, Polya(1954)의 개연적 추론을 통한 추측, 학생 중

심의 탐구 활동들이 연구 대상 학교에서 거의 이루어지

지 않았다. 학생들은 기본적인 내용들을 바탕으로 주어

진 문제를 해결하는 문제해결 위주의 수업을 주로 하였

다. 이와 같은 수업 방식의 개선을 위한 시도가 필요한

상황이었다. 먼저 학생들의 수학적 활동에 대한 인식과

교사의 역할에 대한 연구(김익표, 2008)를 수행했다. 그

와 동시에 정규 수업 시간 중에 다루는 내용 또는 문제

를 바탕으로 학생들의 탐구 활동을 유도함으로써 수학적
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활동에 대한 학생들의 인식을 개선하는 것이 탐구-중심

수업의 활성화를 위한 가장 시급한 과제였다.

다음은 본 연구자가 2005년 5월 첫째 주 수업 시간

중에 학생들과 함께 해결한 문제와 1학기 수행평가 과제

이다.

문제: 좌표평면 위에 점 P  가 있다. 직선

  위의 점 Q와 축 위의 점 R을 잡아

PQ  QR RP가 최소가 되게 하려고 한다. 이 때,

최솟값 및 점 Q , R의 좌표를 구하여라.

P 

  

R

Q

O
<그림 Ⅳ-1> 직선   와 점 의 위치

과제: 위의 문제를 바탕으로 발전적이고 유의미한 문

제를 만들고 풀어라.

이 과제의 수행과정에서 학생들의 수학적 활동에 대

한 인식 변화와 추론과 의사소통을 포함한 수학적 활동

을 통하여 수학적인 사실의 발견 또는 창조의 과정을 경

험하도록 했다. 주어진 문제 풀이의 핵심이 대칭이동이

라는 사실을 학생들은 알고 있었다. 여기에서는 2개조에

서 제출한 수행평가 과제를 소개한다. 학생들의 수학적

활동에 대한 인식을 변화시키는 것이 핵심적인 사항이었

기 때문에 과제를 수행하는 과정에 대한 분석은 생략했

다. 모두 문제설정과 문제해결에 있어서 약간의 독창적

인 내용으로 활동을 수행했다고 본 연구자는 판단했다.

학생들이 조별로 제시한 과제의 수행이 완전하게 독창적

인 것을 기대하지는 않았다. 수행평가에서의 활동을 모

든 구성원이 참여하도록 하였으나 학생들과의 인터뷰 결

과 각 조별로 1명～2명이 주도적으로 활동하고 나머지는

도와주는 사례가 많았다. 그렇다고 모든 학생에게 서로

다른 수행 결과물을 제출하도록 할 경우 의사소통을 포

함한 협력학습이 어려울 것이고, 결과물의 제출 또한 쉽

지 않을 것으로 생각되었다. 이와 같은 문제점은 점차적

으로 보완해야할 점이었다.

연구자는 학생들에게 이 과제를 수행하는 과정동안

궁금한 점이나 질문 사항이 있으면 언제라도 연구자를

찾아오도록 함으로써 의사소통이나 추론 활동을 통하여

탐구 활동이 이루어지도록 조력자로서의 역할을 수행했

다.

[수행 과제-문제설정 1] 모든 변이 거울로 이루어진

정삼각형 ABC의 한 꼭짓점에서 빛을 쏘았을 때 빛이

변에 반사되면서 다른 꼭짓점에 도달할 수 있는 의 조

건을 구하여라. (단,     °)
C

A B


<그림 Ⅳ-2> 정삼각형 ABC

이 문제설정은 6명으로 구성된 조에서 제출한 것이었

다. 이 문제는 조원들 중 한 명(이 학생을 학생 J로 부

르기로 한다.)이 주도적으로 설정한 문제로 학생 J는 수

학 성적이 상위 2～3% 이내인 뛰어난 학생이다. 정규

수업 시간에 다루는 난이도 상에 해당되는 문제에 대해

서도 쉽게 해결할 뿐만 아니라, 다른 풀이도 제시할 줄

아는 능력을 가진 학생이다. 그러나 새로운 문제를 설정

하는 과정에서는 주어진 문제 상황을 벗어나지 못하는

한계를 드러냈다. 따라서 연구자와의 토론을 통하여 주

어진 문제 상황(좌표평면, 직선 등)에서 벗어나도록 조언

을 했다. 그 후 학생 J는 조원들과 함께 이 문제를 설정

했고, 일단 문제가 설정된 후에는 창의적인 아이디어로

문제를 해결했다(부록 1 참조).
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[수행 과제-문제설정 2] 그림 Ⅳ-3과 같이 한 변의

길이가 인 정사각형 XYZW의 꼭짓점 X에서 빛을

입사시켰을 때, 그 빛이 YZZW WX에 차례로 반사

되어 만들어지는 자취에 의하여 생성되는 사각형의 넓이

S의 최댓값을 구하여라.

X Y

ZW

S



C

B

A

D
<그림 Ⅳ-3> 정사각형 XYZW

이 문제설정은 4명으로 구성된 조에서 제출한 것이다.

이 문제 역시 조원들 중 한 명(이 학생을 학생 L로 부

르기로 한다.)이 주도적으로 설정한 문제로 학생 L은 학

교수학 성적이 50% 정도인 학생이다. 정규 수업 시간에

다루는 난이도 중상에 해당되는 문제에 대해서 해결 능

력과 과제 집착력을 가진 학생이다. 수학을 잘하고자 하

는 의욕 또한 강한 학생이어서 정육면체의 한 꼭짓점에

서 빛을 입사시켰을 때, 생성되는 사각형의 넓이에 관련

된 문제를 설정해 놓고 해결하는데 어려움을 호소했었

다. 따라서 입체도형이 어려우면 평면도형으로 상황을

좀 더 쉽게 만들어서 해결한 다음, 그것을 바탕으로 다

시 입체도형으로 확장하는 방향으로 문제를 해결하도록

조언을 했다. 그 후 학생 L은 정사각형에서 문제를 설정

했고, 일단 문제가 설정된 후에는 문제를 해결했으며(부

록2 참조) 정육면체로 이 문제를 확장한 다음 해결하려

고 시도하고 있었다. 정사각형에 관한 이와 같은 문제는

다소 흔한 것에 속하지만 입체도형으로 상황을 바꾼 문

제에서 이것을 풀도록 하는데 의의를 두고, 탐구 활동을

계속하도록 했지만 진척이 없는 상태에서 2학년으로 진

급을 했다.

문제설정 1과 2는 1학기말에 제출된 과제이다. 본 연

구자는 2학기에도 한 학기 과제로 학생들에게 1학기에

제출한 과제를 바탕으로 새로운 문제를 설정하거나, 그

것이 불가능하다면 나름대로 새로운 문제를 설정해서 해

결하는 과제를 제출하도록 했다. 그 결과 학생 J가 포함

된 조는 문제설정 1에서 각 꼭짓점으로 들어가는 빛의

반사 횟수를 구하는 문제(부록 3 참조)를 만들고 해결하

는 성과를 제출했고, 학생 L이 포함된 조는 문제설정 2

에서 정사각형을 직사각형으로 변형해서 문제를 설정했

다. 특히, 학생 L은 자신이 주도적으로 문제를 설정하고

해결하는 활동에서 그 동안 배운 수학내용들의 다양한

부분들이 사용되는 사실에 대하여 고무되어 있었으며 입

체도형에 대하여 자신이 생각하고 있는 문제를 해결하려

는 강한의지를 보였다. 이와 같은 활동을 처음 시작할

때의 소극적인 모습과는 완전히 다른 태도였다. 비록 자

신이 목표하는 바를 이루지는 못했지만 탐구-중심 수업

이 학생들의 탐구 활동을 자극한다는 사실을 인지할 수

있는 대목이었다.

이상에서 정규 수업 시간 중에 다루는 문제를 변형

또는 확장해서 새로운 문제를 설정하는 활동은 기존의

수업에 비하여 학생들의 수학적 활동에 대한 인식을 변

화시키는 것에 대해서는 긍정적이었다. 그러나 다양하고

확산적인 사고를 바탕으로 하는 학생들의 활동을 유도하

기에는 다소 부족했다. 지금까지의 결과는 탐구-중심 수

업의 활성화 위해서는 학생들의 수학적 활동에 대한 인

식 변화가 필요하고, 이 인식 변화를 위해서는 조력자로

서의 교사의 역할이 필요함을 확인하는 기회가 되었다.

2. 수학적 개념들의 연결성

학생들에게 구체적인 문제의 조건을 변형하거나 확장

하는 방식의 탐구는 어느 정도 한계가 있음을 알 수 있

었다. 그래서 여러 가지 개념들과 연관성을 가지고 있고

다양한 방향으로의 변형 또는 확장이 가능한 개념인 파

스칼의 삼각형을 탐구 주제로 학생들에게 제시하기로 결

정하였다. 2005년 D광역시교육청영재교육원 고등학교 1

학년 수학반 10명을 대상으로 10시간정도 파스칼의 삼각

형과 관련된 내용을 토론 형식으로 제시했다. 이 수업은
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파스칼의 삼각형과 관련된 수학적인 사실의 발명이 학생

들의 탐구 활동으로 연결되도록 하는 예비 활동이다. 학

생들과의 토론 형식으로 전달한 내용 중 중요한 부분을

소개하면 다음과 같다.

1) 수업 1(약 15분)

파스칼의 삼각형(4.1)과 계차표2)(4.2)를 제시하고 둘

사이의 연관성을 발표하도록 했으나 어떤 학생도 반응을

보이지 않았다.

 
  

   
    

     
⋮



      ⋯
     ⋯
    ⋯
   ⋯



한국의 고등학교 교육과정에서는 두 개념을 서로 분

리해서 제시하고 있다. 그러나 서로 다른 수학적인 개념

이 가지고 있는 유사한 패턴을 발견하고, 이 패턴을 바

탕으로 두 개념을 연결시키는 활동은 다양한 내용들 사

이에서 가설을 제기하며 연역적으로 증명하는 능력을 촉

진시키기 때문에(NCTM, 1989) 탐구 활동의 활성화에

있어서 매우 중요한 부분이다. 실제 수업에서 다음과 같

은 질문을 하면서 학생들의 참여를 이끌어내고자 했다.

연구자: 파스칼의 삼각형과 계차표 사이에 어떤

유사한 패턴을 발견할 수 있을까요?

학생 Y: 파스칼 삼각형에서 어떤 수는 바로 위

에 있는 두 수의 합이고, 계차표에서 어

떤 수는 왼쪽에 있는 두 수의 합입니다.

연구자: 그렇군요. 그러면 학생 Y가 발견한 사실

을 이용하여 둘 사이의 관계를 밝힐 수

있을까요?

학생들: ...(반응이 없음).

2) 주어진 수열의 계차수열을 제 1계 계차수열, 제 1계 계차수

열의 계차수열을 제 2계 계차수열, ⋯이라 하고, 계차수열들

을 (4.2)와 같이 나타나낸 것을 계차표라고 한다(김익표․황

석근, 2004).

이 수업의 목표는 수열의 일반항을 이항계수로 나타

낼 수 있다는 것을 학생들이 인지하고 스스로 발견하도

록 하는 것이다. 이를 통하여 서로 다른 수학적 개념들

사이의 연결성을 파악함으로써 새로운 방향으로의 문제

해결이나 해석이 가능함을 학생들이 경험할 수 있는 기

회를 가질 수 있다고 판단했다.

파스칼 행렬의 행 번호와 열 번호를   ⋯로 하

자. 이 행렬의 각 성분은 이항계수로 표현할 수 있기 때

문에 계차표를 파스칼 행렬로 표현하도록 학생들에게 말

했다.

파스칼의 삼각형을 행렬로 재구성한 파스칼 행렬(4.3)

과 변형된 계차표(4.4)를 제시하였더니 둘 사이의 연관성

에 대하여 언급하는 학생들이 나타났지만 정확하게 지적

하는 학생은 없었다.











      ⋯
      ⋯
      ⋯
      ⋯
      ⋯
      ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮













⋯    
⋯    
⋯    
⋯    
⋯    
⋯    

⋮ ⋮ ⋮ ⋮



학생들에게 사고할 수 있는 시간적인 여유를 주기위

하여 과제로 제시하고 수업을 마쳤다.

2) 수업 2(약 15분)

수업 1의 내용을 학생들에게 상기시키면서 과제로 제

시한 내용을 발표하도록 했지만 학생들의 반응이 없어

다음과 같이 학생 활동을 유도했다.

연구자: 계차표의 일부분인 (4.5)를 파스칼 행렬

을 이용하여 나타낼 수 없을까?
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학생들: ...(반응이 없음.)

연구자: (4.5)의 맨 왼쪽 열의 모든 성분이 2이

고, 파스칼 행렬의 맨 왼쪽 열의 모든

성분이 1인 사실에 주목해 봅시다.

학생 Y: 선생님 (4.5)는 파스칼 행렬의 일부에

상수를 곱한 것들의 합으로 다음과 같

이 표현됩니다.
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학생 Y는 연구자의 첫 번째 힌트에 곧바로 해답을

구했지만 나머지 학생들은 연구자가 원하는 답을 구하지

못했다. 다음은 학생 Y를 제외한 학생들과의 수업 내용

이다. 연구자의 마지막 힌트(4.6) 후에는 대부분의 학생

들이 학생 Y와 같은 결론에 도달할 수 있었다.

연구자: (4.5)를 파스칼 행렬의 일부분들로 분리

할 수 있을까요.

학생들: (4.5)안에 파스칼 행렬의 일부분이 있는

것 같은데 분리를 못하겠습니다.

연구자: 이제 (4.5)를 다음과 같이 나타내 보겠습

니다.
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연구자: 잘 했습니다. 이제 수열

      ⋯

의 번째 항을 이항계수로 표현할 수

있을까요? 각자가 생각해 보고 다음 시

간에 발표하도록 합시다.

본 연구자는 학생들이 구체적인 사례를 바탕으로 일

반적인 경우를 추측하는 귀납적 추론 활동을 통하여 주

어진 수열의 일반항을 구하도록 하는 수업을 계획했다.

먼저 일반적인 경우에 대하여 질문하고, 학생들의 반응

을 살핀 다음 구체적인 사례를 바탕으로 일반적인 경우

를 추측하도록 조언하는 방법으로 수업의 진행을 계획했

다. 그러나 다음 수업에서 한 학생이 아주 근접한 답을

제시했기 때문에 계획에서 조금 벗어난 수업 진행이 이

루어졌다.

3) 수업 3(약 10분)

학생들에게 지난 시간에 한 내용을 상기시키면서 주

어진 수열       ⋯의 일반항을 이항계수

로 나타내도록 요구했다. 다음은 학생들과의 수업 내용

이다.

학생 K: 주어진 수열의 번째 항은

         입니다.

연구자: K는 파스칼 행렬과 계차수열과의 연관

성에 대하여 잘 이해한 것 같다. 그런데

파스칼 행렬에서는 행 번호가

   ⋯이고 주어진 수열의 계차수열

들을 나타낸 표에서는 행 번호가

   ⋯인데 K가 구한 항은 번

째 항인 것 같다. 어떻게 생각하니?

학생 K: 선생님 말씀이 맞는 것 같습니다.

연구자: 어떻게 하면 되겠니?

학생 K:    


  


 

입니다.

연구자: 잘했습니다.

이 수업에서 연구자는 위의 사실에 대하여 수학적 귀

납법에 의한 증명 방법(김익표․황석근, 2004)을 학생들

에게 소개했다. 위에서 실시한 3번의 수업이외에도 계차

표를 이용하여 주어진 수열의 합을 구하는 방법을 소개

했다. 이 수업들을 바탕으로 학생들이 제출한 결과물은
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없었다. 서로 관련성이 없어 보이는 개념들 사이에 공통

적인 패턴을 찾고, 그것을 바탕으로 두 개념을 연결시킴

으로써, 수열의 일반항을 계차수열을 이용하여 구하는

기존의 방법보다 쉬운 방법을 생각할 수 있다는 사실을

학생들에게 보여준 것으로 만족해야 했다. 수학적인 개

념들의 네트워크에 초점을 맞춘 수업은 학생들에게 수학

적 힘과 아름다움을 음미하고, 이해하게 하고 탐구할 수

있게 할 것이다(NCTM, 1989).

3. 의사소통과 수학적 추론의 활성화를 위한 탐구-중

심 수업

다음은 파스칼 행렬과 격자점의 이동과의 관련성에

대한 수업(약 10분) 내용이다.

<그림 Ⅳ-4> 격자점

연구자: 위 격자점(<그림 Ⅳ-4>)의 맨 왼쪽 위

의 점에서 출발해서 아래쪽으로 한 칸,

오른쪽 대각선 아래쪽으로 한 칸씩 움

직일 때, 각 점에 이르는 방법 수를 행

렬로 표현해 봅시다.

학생들: 파스칼 행렬의 일부분(4.7)을 얻을 수 있

습니다.

지금부터 행렬의 행 번호, 열 번호를 모두   ⋯

와 같이 0부터 시작하기로 한다. 학생들은 행렬(4.7)을

쉽게 구했다. 이 행렬을 으로 나타내기로 한다. 그 다

음 연구자는 격자점의 이동과 관련된 내용을 변형해서

새로운 행렬을 구성해 보도록 했다. 대부분의 학생들이

격자점에서 가는 방법을 한 가지 추가(오른쪽으로 한

칸)하는 것을 생각했고, 그렇게 해서 구성한 행렬이

(4.8)이다. 이 행렬을 으로 나타내고 × Kite-행

렬3)이라고 부르기로 한다.

 











      
      
      
      
      
      
      



 











      
      
      
      
      
      
      



(4.8)과 같이 학생들 입장에서 처음 접하는 행렬의 구

성은 의사소통과 수학적 추론 활동을 통하여 자신의 수

학적인 세계를 건설할 수 있도록 하는 역할을 했다.

2005학년도 영재교육원 학생들 중 4명이 행렬 4.8을 탐

구 소재로 결정했다.

행렬 4.8을 연구 소재로 선택한 조는 어떤 방향으로

탐구를 진행할 지를 결정하지는 못했다. 그래서 연구자

는 파스칼 행렬과 관련하여 지금까지 토론한 사실과의

연관성에 대하여 탐구하도록 조언을 했다. 이 학생들은

새롭게 구성한 Kite-행렬의 성분들 사이에 규칙을 찾는

과정에서 서로의 의견을 교환하면서 새로운 수학적 사실

들을 발견하고자 노력하는 모습을 보였다. 이 Kite-행렬

은 파스칼 행렬과 관련된 확장이므로 파스칼 행렬에서

성립하는 많은 성질들이 이 행렬에서는 어떻게 변형 또

는 확장되는지에 대하여 추론할 수 있는 적절한 소재로

서의 역할을 했다. 학생들은 파스칼 행렬과의 연관성을

찾는 과정에서 추론과 의사소통을 포함한 활발한 수학적

활동을 하면서 여러 가지 사실들을 발견했다. 그 중 대

표적인 것을 소개하면 다음과 같다.

이 학생들은 행렬 4.8을 변형해서 다음과 같은 행렬

4.9를 구성했고, 파스칼 행렬에서 얻은 피보나치수열을

확장한 수열

      ⋯

3) ㅁ자로 인접한 행렬의 성분들 사이의 점화식 관계가 연

(kite) 모양을 이루므로 Kite-행렬로 부르기로 한다(4.12 참

조).
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을 얻었다. 그리고 이 행렬의 성분들 사이의 다른 관계

를 탐구하기도 했다.











      
      
      
      
      
      
      



행렬 4.9에서 기울기가 45도인 직선 위에 있는 성분

들의 합으로 이루어진 수열은

       ⋯

이고, 이 수열의 특징은 앞에 있는 3개의 항을 더하면

바로 다음 항이 되는 것이다. 학생들이 행렬 4.9를 구성

할 수 있었던 것은 파스칼 행렬을 격자점의 이동과 연결

시켰기 때문이다. 그 다음 이동 방법의 변형 또는 확장

을 통하여 행렬 4.9를 얻었다. 행렬 4.9는 학생들에게 의

사소통과 수학적 추론의 장인 동시에 의사소통과 수학적

추론을 강조하지 않아도 자연스럽게 이와 같은 활동을

하도록 유도하는 소재로서의 역할을 했다.

서로 다른 두 개념의 연결이 학생들에게 새로운 행렬

의 발명을 경험하도록 했고, 이 행렬을 파스칼 행렬과

연결시키는 탐구활동을 통하여 활발한 의사소통과 추론

활동을 유발시킴으로써 수학적 힘의 신장을 촉진시키는

계기가 된 것이다.

4. Kite-행렬의 LDU-decomposition

행렬 4.8은 과학고등학교 학생들에게도 elementary

row operation과 elementary matrix(Anton, H., 2005)에

대한 내용을 소개하면 다음과 같은 결과를 얻을 수 있도

록 지도할 수 있을 것이다.

다음은 본 연구자가 행렬 4.8을 탐구 소재로 기존의

연구 결과를 확장해서 얻은 결과이다. 고등학교 학생들

을 대상으로 하는 탐구 주제에 대학과정의 기본적인 몇

가지 사실들이 추가되면 대학과정의 학생들은 물론이고

고등학교 학생들을 대상으로 하는 탐구 활동을 진행시키

는 것이 가능함을 본 연구자가 증명한 결과들을 통하여

주장하고자 한다. 고등학교 학생들을 대상으로 하는 탐

구 소재가 기존의 지식을 추가함으로써 발전적인 탐구

소재로 확장되는 것은 학생 스스로 지식을 구성하도록

돕는 수학적 활동의 바람직한 사례가 될 것이다.

이를테면 elementary row operation과 elementary

matrix 개념은 연립방정식의 풀이와 관련된 내용을 행렬

을 도입하여 표현한 비교적 쉬운 개념이므로 고등학생을

대상으로 하는 수업에서 도입이 가능한 개념이다.

행렬

 











      
      
      
      
      
      
      



을 × 대칭 파스칼 행렬이라 부르고,  
 이

성립한다. Edelman & Strang(2004)은 임의의 음이 아닌

정수 에 대하여 ×  소거 행렬

(elimination matrix)

 











     ⋯ 
     ⋯ 
     ⋯ 
     ⋯ 
     ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 
   ⋯   



과 수학적 귀납법을 사용하여  
 가 성립함을

증명했다. 이것은 행렬 의 LU-decomposition이다. 이

는 학생들에게 행렬 4.8을 소거행렬을 이용하여 LU-

decomposition하도록 유도하는 결과이다. 본 연구자는

임의의 음이 아닌 정수 에 대하여, 행렬 의 성분들

사이의 관계와 수학적 귀납법을 이용하여

 
 가 성립함을 증명할 수 있었다. (단,

  은 대각행렬로서       ⋯이

다.)

보조정리 4.1. ×  행렬   

     ⋯ 에 대하여 다음이 성립한다.

(a) 모든   ⋯에 대하여
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(b) 모든    ⋯에 대하여

   
 





(c) 모든     ⋯에 대하여

  
 










증명. ×  행렬

        ⋯ 

에서 ㅁ자로 인접한 성분들 사이에

       

이 성립한다. 이제 에 관한 귀납법으로 (a)를 증명한다.

에 의하여

        

이므로  에 대하여 (a)가 성립한다. ≥ 라고 가정

하고 이하에 대하여 (a)가 성립한다고 가정하자. 귀

납법 가정에 의하여

      
 



  ,

즉


 



      

이 성립하므로


 



   
 



       

     
 

이 성립한다. 행렬 이 대칭이므로 (b)는 명백하다.

 또는 에 관한 귀납법으로 (c)를 증명한다.


 








  
 



 

이고


 








 




 

이므로    또는  에 대하여 (c)가 성립한다.

≥ 이고 ≥ 라고 가정하고 이하 또는 

이하에 대하여 (c)가 성립한다고 가정하자. 귀납법 가정,

(a), (b), 그리고 에 의하여


 











 








  






  
 



 

  




   


 



   

       

가 성립한다. 따라서 (c)가 증명되었다.

보조정리 4.1에 의하여 다음 정리를 얻을 수 있다. 지

금부터 행렬 의    성분을  로 나타내기로

하자.

정리 4.2. ×  행렬   , 파스

칼 행렬          ⋯ 에 대하여

 
가 성립한다. (단 은 음이 아닌 정수이

고   diag  ⋯ 이다.)

증명. 에 관한 귀납법으로 정리를 증명한다.

 일 때,       
   이고

 
이므로 위의 사실이 성립한다. ≥ 이

라고 가정하고 일 때, 위의 사실이 성립한다고 가

정하자. ≥   ≥ 에 대하여

     

이고

          

이므로




 













  ⋯ 

⋮ 













  ⋯ 

⋮ 













  ⋯ 


⋮ 
















  ⋯ 


⋮ 
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이 성립한다. 귀납법 가정에 의하여


 

이고




  











  ⋯ 

⋮ 



이다. 따라서


 













  ⋯ 

⋮ 






이 성립한다.     ⋯ 에 대해서는 명백하게

  이 성립한다.

모든    ⋯ 에 대하여


     ≥ 

   

이므로 보조정리 4.1에 의하여


     

 










   

이 성립한다. 따라서 정리 4.2가 증명되었다.

정리 4.2로부터 2개의 따름정리를 얻을 수 있다.

따름정리 4.3. ×  행렬   ,

파스칼 행렬          ⋯ 에 대하여




 


이 성립한다. (단 은 음이 아닌 정수이고

  diag  ⋯  ,

  diag  ⋯ 

이다.)

증명. 
이므로 정리 4.2에 의하여




 


이 성립한다.

⋯에 대하여 ⋯  


를

 
  ⋯ 

로 나타내고 다항계수라고 부른다(황석

근 외, 2001).

×  행렬

        ⋯ 

에 대하여

  
 

min 
 
  

은 잘 알려진 사실이다(Brualdi, 2004). 이 사실과 정리

4.2로부터 다음 따름정리가 증명된다.

따름정리 4.4. ×  행렬

        ⋯ 

에 대하여

  
 

min 
 
  

 
 

min 
   

이 성립한다.

증명. 정리 4.2와 행렬의 곱셈에 의하여 명백하다.

본 연구자가 보조정리 4.1에서부터 따름정리 4.4까지

의 결과를 얻을 수 있었던 것은 Kite-행렬 의 발명이

있었기 때문에 가능했다. 물론 은 잘 알려진 행렬의

형태이고 의 LDU-decomposition 또한 알려진 사실

이다. 그러나 의 LDU-decomposition에 대한 기존의

증명 방법은 미분방정식의 해와 관련된 방법(Cheon &

El-Mikkawy, 2004)으로 고등학교 학생들에게 지도하기

에는 어려운 내용이다. 본 논문에서는 격자점의 이동과

파스칼 행렬을 연결시킨 다음, 격자점에서의 이동 방법

을 확장 또는 변형함으로써 행렬 을 발명했다. 그리

고 Edelman & Strang(2004)의 소거행렬  , 행렬 

의 성분들 사이의 기본적인 관계, 그리고 수학적 귀납법

에 의하여 의 LDU-decomposition을 증명함으로써

소거행렬 에 대한 안내를 추가하면 충분히 고등학교

학생들이 에 대하여 계속적인 탐구가 가능함을 확인

할 수 있었다. 파스칼 행렬에서 성립하는 성질들과

Kite-행렬에서 성립하는 성질들 사이에 연관성은 쉽게

추론할 수 있는 부분이다. 이것은 연계를 바탕으로 하는

수학적 발견 또는 발명이 의사소통이나 수학적 추론 활

동을 활성화 시키는 것은 물론이고 의사소통이나 수학적

추론을 강조하지 않아도 자연스럽게 이와 같은 수학적

활동을 학생들이 할 수 있도록 유도하는 결과이다. 즉,
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기존의 수학적 사실들과 연계된 새로운 수학적 사실들의

발견 또는 발명은 학생들 입장에서도 쉽게 탐구 소재를

찾을 수 있도록 도와주는 적절한 사례가 된다고 생각한

다.

Ⅳ. 결 론

탐구-중심 수업 모델을 바탕으로 정규 수업 시간 중

에 다루는 문제를 주제로 하여 탐구 활동을 하면서 자주

접하는 문제도 탐구 주제가 될 수 있다는 인식을 심어줌

으로써 학생들의 수학적인 탐구 활동을 자극하였다. 또

안내된 재발명의 방법으로 서로 관련성이 없어 보이는

두 개념을 연결시킴으로써 새로운 수학적인 개념의 발견

또는 발명을 포함하는 탐구-중심 수업이 의사소통과 추

론을 포함한 수학적 활동을 촉진시킴을 확인할 수 있었

다. 이 수학적 활동은 수학적 힘의 신장을 촉진시킴으로

써 더욱 발전적인 탐구로 학생들을 이끄는 견인차의 역

할을 할 것이라고 확신할 수 있었다.

학생 스스로 문제를 설정하고 해결하거나 새로운 탐

구 소재의 발견 또는 발명을 통하여 추론과 의사소통을

포함하는 수학적 활동을 유도하는 탐구-중심 수업의 연

구에서 다음과 같은 결론에 도달할 수 있었다.

첫째, 관찰; 문제설정; 이미 알려진 사실들을 확인하

기 위하여 책과 다른 출처의 정보 검토; 연구 계획; 실

험의 증거로 알려진 것을 재확인; 자료의 수집, 분석, 해

석을 위해 도구 사용; 해답, 설명, 예상을 제안; 결과에

관한 의사교환을 포함하는 다양한 면을 가지고 있는 탐

구 활동에 적절한 안내가 필요함을 확인할 수 있었다.

즉, 탐구 활동에 대한 경험이 없는 학생들을 대상으로

문제설정과 문제해결 과정을 포함한 탐구 활동에 대한

자세한 지도가 필수적임을 인식할 수 있었다.

둘째, 안내된 재발명의 방법으로 기존의 개념을 발명

하게 한 다음, 연결성을 바탕으로 그 개념을 확장시킴으

로써 학생 스스로 새로운 수학적 개념을 발명할 수 있도

록 유도한다면 강조하지 않아도 자연스럽게 수학적인 의

사소통이나 추론 등을 포함하는 수학적 활동을 위한 동

기가 유발됨을 확인할 수 있었다.

셋째, 학생들이 자주 접한 익숙한 주제로 시작하여

발전적인 내용으로 탐구 주제를 선택해서, 학생들이 흥

미를 가지고 탐구 활동을 할 수 있도록 이끌어 준다면

의미 있고 새로운 수학적인 사실의 발견 또는 발명이 가

능함을 확인할 수 있었다.

넷째, 탐구 활동을 통하여 새로운 수학적 사실의 발

견 또는 창조를 경험한 학생들에게 점차 발전적인 방향

으로 탐구 활동을 할 수 있도록 하는 적절한 안내가 필

요하며, 이와 같은 안내가 제공된다면 의미 있는 수학적

발견 또는 발명이 가능한 것은 물론이고 수학 교실을 탐

구가 충만한 공간으로 바꿀 수 있음을 확인할 수 있었

다.

다섯째, 탐구-중심 수업 모델을 바탕으로 탐구를 위

한 학생활동을 유도하기 위해서는 충분한 시간과 탐구

활동을 위한 제반 여건들이 갖추어져야 함을 알 수 있었

다.

이제 탐구-중심 수업 모델을 바탕으로 하는 탐구-중

심 수업이 의사소통과 추론을 포함한 수학적 활동에 미

치는 영향을 분석하는 본 연구의 후속 연구에 대한 제안

을 하고자한다.

첫째, 이 연구는 과학고등학교 학생들을 대상으로 하

는 탐구-중심 수업에 대한 연구이다. 일반 고등학교에

적용하기에는 무리가 있다. 따라서 일반 고등학교 학생

들을 위한 체계적인 연구가 필요하다.

둘째, 탐구-중심 수업의 근본적인 목적은 학생들이

자연스럽게 참여하는 추론과 의사소통 활동을 통하여 새

로운 수학적인 사실의 발견 또는 발명을 경험하도록 하

는 것이다. 다양한 탐구 주제의 개발과 이 주제를 바탕

으로 안내된 재발명의 방법으로 학생들로 하여금 발명할

수 있도록 도와주는 방법의 연구가 필요하다.

셋째, 고등학교에서 적용된 탐구-중심 수업이 단절

없이 대학과정 수학에서의 탐구 활동으로 이어질 수 있

도록 광범위한 연구가 진행된다면 학생들의 동기를 유발

시키는 효과를 기대할 수 있을 것이다.

이 사례연구를 통하여 학생 스스로 서로 다른 수학적

인 개념들 사이에 연결 고리를 찾고, 기존의 개념을 변

형 또는 확장하여 새로운 개념을 발견 또는 발명하고,

이 새로운 개념을 기존의 다른 개념으로 해석하는 활동

이 행해지는 교실 문화가 형성된다면 모든 학생들이 자

유롭게 자신과 다른 학생들의 아이디어에 대하여 토론하

는 개방적인 수학교실이 만들어질 것이다. 이와 같은 수
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학교실은 창의적인 사고 활동이 이루어지는 탐구 문화가

충만한 공간이 될 것이고, 경쟁보다는 협력이 중요시되

는 학교수학의 공간으로 거듭나게 될 것이다.
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A case study of the impact of inquiry-oriented instruction with guided 
reinvention on students’ mathematical activities4)

Kim, Ik-Pyo
Department of Mathematics Education, Daegu University, Kyeongsan, Korea
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Goos(2004) introduced educational researchers’ demand for change on the way that mathematics is taught in 
schools and the series of curriculum documents produced by the National council of Teachers of Mathematics. 
The documents have placed emphasis on the processes of problem solving, reasoning, and communication. 

In Korea, the national curriculum documents have also placed increased emphasis on mathematical activities 
such as reasoning and communication(1997, 2007).  

The purpose of this study is to analyze the impact of inquiry-oriented instruction with guided reinvention 
on students’ mathematical activities containing communication and reasoning for science high school students. 

In this paper, we introduce an inquiry-oriented instruction containing Polya’s plausible reasoning, 
Freudenthal’s guided reinvention, Forman’s sociocultural approach of learning, and Vygotsky’s zone of proximal 
development. We analyze the impact of mathematical findings from inquiry-oriented instruction on students’ 
mathematical activities containing communication and reasoning
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<부록 1>
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<부록 2>
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<부록 3>


