
韓國數學敎育學會誌 시리즈 A <數學敎育> J. Korean Soc. Math. Ed. Ser. A: The Mathematical Education
2010. 05. 제 49권, 제 2호, 149-160. May. 2010, Vol. 49, No. 2, 149-160.

149

함수의 합성∘이 가지는 의미에 대한 고찰

김 부 윤 (부산대학교)

정 영 우 (울산대학교)

Ⅰ. 서 론
1)2)

함수의 연산에는 사칙연산 이외에도 함수만의 고유한

연산인 함수의 역과 함수의 합성이 있다. 역(逆)이라는

것은 가역적 사고로서 인간 활동에서 자연스럽게 대두되

는 개념이며, 이를 함수라는 관점에서 형식화한 것이 역

함수이다. 또한 합성함수도 단순한 형태의 함수를 다루

는 과정에서 발전되어져 나온 것으로, 이를 무엇이라 할

것이며, 수학적으로 어떻게 정의하고 다룰 것인가? 하는

과제를 해결한 결과물이다. 예를 들어,   이라는 다

항식함수와   이라는 지수함수를 다루는 경험들이

  


를 생각하게 이끌었으며, 이를 구명하려는 노력

에서 합성함수의 개념이 추출되고 정의되게 된다. 결국

합성함수는 많은 함수들이 가지고 있는 구조를 보다 간

단한 함수를 사용하여 정의하기 위한 것이다. 이렇게 추

출된 합성함수의 개념은 연속함수의 정의인 극한(limit)

의 교환성에 의해 수학적 형식화가 이루어진다. 이러한

과정에서 함수의 합성이 가지는 연산이라는 성질이 드러

나게 된다. 이러한 합성함수의 연산이란 본질은 대수학

의 연구에서 이미 정보를 가지고 있는 집합의 연산을 일

대일대응에 의해 다른 집합의 연산으로 보존하는 ‘구조

연구’에 필수적인 개념으로 발전한다. 그러나 현행 수학

과 교육과정에서는 이러한 연산으로서의 함수의 합성이

중요하게 다루어지고 있지 않으며, 더불어 연산이라면

다루어져야 할 중요한 내용이 결여되어 있다.

따라서 본 연구에서는 개발연구방법론에 기초하여,
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합성함수에 대한 국소적 교육과정 및 교과서를 분석하여

미흡한 부분을 지적하고, 그것에 대한 근거를 현대수학

이론에 기초하여 제시하며, 이를 반영하여 교육과정에서

다루어야 할 내용에 대해 제안한다. 그러나 정제된 이론

을 그대로 제시하는 것은 대학수학의 재정리에 지나지

않으므로, 연속함수에서의 환(ring)의 구조를 구명해가는

수학화를 예시하고, 이를 통하여 함수의 합성이 가지는

연산으로서의 의미 및 그 중요성을 밝힌다. 그리고 이에

기초하여 연산으로서의 합성함수의 본질을 살리기 위해

고등학교에서 지도되어야 할 합성함수의 지도내용에 대

한 제안을 하고자 한다.

Ⅱ. 본 론

1. 수학화와 곁가지의 수학화

김부윤⋅정영우(2010)는 수학화(mathematization)와

곁가지의 수학화(byproduct mathematization) 그리고 이

들의 순환구조로 수학적 지식의 성장을 논하고, 그것을

도식화하였다. 이들 개념은 절대적 개념이 아니라 상대

적인 개념이며, 수학적 개념에 따라 도식은 다양하게 변

형된다. 이 개념의 핵심은 현상과 본질의 관계이며, <유

형 1>은 기존의 수학적 현상(수학적 지식)의 도움으로

현상에서 본질을 창출하는 것이며, <유형 2>는 현상에

서 본질을 창출하는 것뿐만 아니라 그 과정에서 수단적

지식이 부산물로 만들어지는 것이다. 또한 관점을 달리

하여 새로운 본질을 부가적으로 만들어내는 것도 이 유

형에 속한다. 그리고 <유형 3>은 <유형 2>에서 만들어

진 수단적 지식이 나름의 가치를 창출해 나가는 과정으

로 ‘변형1)’과 ‘활용2)’의 경우로 세분화하였다.

1) 수단적 지식으로부터의 식의 변형

2) 다른 수학적 지식들과의 결합 및 수단적 사용
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<그림 1> 유형 1의 도식

<그림 2> 유형 2의 도식

<그림 3> 유형 3의 도식

그리고 <수학적 지식의 성장 과정> 도식은 창출된

본질이 또 다시 현상이 되어 새로운 본질을 창출하고,

이러한 과정이 순환구조를 이루고 있음을 나타내고 있

다. 이처럼 본질이 현상이 되는 것은 또 다시 수학화 된

본질이 현상이 되는 ‘본질의 현상화’와 수단적 지식이 현

상이 되는 ‘본질의 수단화’로 나누어 생각할 수 있다.

<그림 4> 수학적 지식의 성장 과정

수학화와 곁가지의 수학화를 구성하는 목적은 자연스

러운 사고 과정이란 측면에서 교사가 수학적 개념을 구

성하여 학생들이 유의미한 학습 활동을 하도록 하는데

있다. 즉, 이것은 수학적 개념의 필연성(동기) 및 가치

부여 과정과 그 의미를 고려한 지도방법을 모색하기 위

한 것이며, 그렇게 될 때, 학생들은 수학을 완성된 개체

가 아닌 살아 있는 성장의 대상으로 인식할 수 있을 것

이다.

2. 합성함수의 수학화

연속함수에 대한 수학화 과정에서 연속인 다양한 함

수들의 본질이 구명된다. 그리고 이 함수들은 또 다시

현상이 된다. 이러한 함수들을 관찰하는 과정에서

  


,   sin  ,   sin와 같은 함수를 생각

하게 되었고, 이것들을 구명하고자 하는 연구가 시작된

다. 피아제가 균형화이론에서 인간은 우선 자신들이 가

진 것에 동화시키는 방향으로 사고한다고 주장한 것처

럼, 이러한 예들의 구조를 분석할 때에도 결국 기존의

함수들을 수단으로 사용하게 된다. 따라서   


는

  과   으로,   sin 는
  sin과  으로,   sin는
  와   sin 와 같이 간단한 함수들로

구성할 수 있다는 개념을 추출해내게 된다. 이것을 형식

화한 것이
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    ∘

이고, 이를 합성함수라 부른다.

그러나 이것은 단순히 구체적인 예를 일반화하여 기

호로 나타낸 것으로 수학적 개념이 완성되었다고는 할

수 없다. 즉, 본질을 수학적으로 구명한 것이라 할 수 없

다. 따라서 여러 가지 함수들에 대한 연구에서 합성함수

라는 개념을 추출하였으며, 합성함수의 본질을 구명하려

는 수학화를 하게 된다. 먼저, 합성함수가 함수가 될 조

건을 검토해야 한다. 그 결과로 합성함수의 본질로 함수

의 치역이 함수 의 정의역의 부분집합이어야 한다는

것이 구명된다. 다음으로 와 가 연속함수일 때, 새로

운 함수인 합성함수도 연속함수가 되는지를 검토하여야

한다. 이는 합성∘가 연산이기 위한 조건이다. 이때 극

한값의 성질, 연속함수의 정의가 기존의 수학적 현상으

로 투입된다.

위의 예   sin 를 가지고 연속인 함수의 합성함수

가 연속임을 보이자. 먼저,   sin ,    ,
  sin 라 하자. 그러면   ∘이다.

  sin와   는 실수 ℝ에서 연속함수이

므로 임의의   에 대하여 에 수렴하는 유리수 수

열 이 존재하여,

lim
→∞
sin   sinlim

→∞
과 lim

→∞



lim
→∞


을 만족한다. 따라서 이 수열 에 대해

lim
→∞
  lim

→∞

sin  

lim
→∞
sin  


sin lim

→∞


sin    lim
→∞


이 성립한다. 다른 예들도 마찬가지로 연속임을 보일 수

있다. 이런 과정을 거친 후, 구체적인 예들을 통해 얻은

개념을 일반화시키려는 노력을 하게 된다.

를   ∘  라 두고, 와 

를 연속함수라고 하자. 그러면

lim
→∞
  lim

→∞
∘

 lim
→∞


 lim
→∞


 lim
→∞


 ∘lim
→∞
 lim

→∞


이 성립한다.

이로서 합성함수의 본질이 구명되고 형식화되었는데,

이러한 과정이 ‘합성함수의 수학화’이다. 이러한 합성함

수의 수학화는 기존의 수학적 지식의 도움을 받아 본질

을 형식화하는 <유형 1>의 예가 된다. 그리고 합성함수

는 다시금 현상이 되어 미적분학의 연쇄율, 군론(group

theory), 환론(ring theory)으로 수학화되어 그 수학적 가

치를 높여가게 된다.

3. 환 구조의 수학화

환의 개념은 다항방정식의 해결을 위한 수학화 과정

에서 나오게 된다. 먼저, 일차방정식의 경우를 생각해 보

자.  의 풀이를 위해 역원, 결합법칙, 항등원의

개념이 필요하며 이것을 추상화한 군의 공리(group

axiom)가 등장한다. 이 경우는 덧셈에 대하여 군(group)

이 된다.

다음으로 이차방정식의 경우를 생각해 보자. 이차방

정식의 해법으로 인수분해를 이용하는 방법과 완전제곱

식을 이용하는 방법 등을 생각할 수 있는데, 인수분해를

이용할 때 곱셈에 대한 결합법칙과 좌⋅우 분배법칙이

필요하게 된다.

우선, 좌 분배법칙과 우 분배법칙을 모두 만족하는

경우를 생각하자.

에 대해 좌 분배법칙을 먼저 적용하고,

그 다음에 우 분배법칙을 적용하면

  

  ⋯⋯⋯⋯①

이고, 우 분배법칙을 먼저 적용하고, 그 다음에 좌 분배



김 부 윤․정 영 우152

법칙을 적용하면

  

  ⋯⋯⋯⋯②

이다. 다항방정식의 풀이를 위한 식의 전개나 인수분해

등 계산의 편리성이란 관점에서 보면, ①②이어야 한

다. 즉,

 

 

이어야 한다. 이것은 임의의    에 대해서 성립

해야 하므로 덧셈에 대한 교환법칙이 먼저 보장되어야

한다는 것을 의미한다.

삼차 이상의 다항방정식의 해결하기 위한 기본원리는

이차방정식과 동일하다. 따라서 방정식을 풀기 위해서는

위의 요소들이 보장되어야 하며, 이러한 요소들을 추상

화하여 환(ring)의 개념을 다음과 같이 정의한다(김응태

⋅박승안(2003), 이현정(2003)).

  ․)이 환으로 항등원 을 가진다는 것

은 다음을 만족할 때를 말한다：

①  는 가환군(abelian group)이다.

②  ․)는 반군(semigroup)이다.

③ 좌 분배법칙과 우 분배법칙을 모두 만족한다.

이러한 과정이 ‘환의 수학화’로, 방정식의 해법을 일반

화하려는 노력(현상)에서 환의 개념이 추출되고, 그것이

수학적으로 형식화되어 환이라는 본질을 구명했으므로

<유형 1>의 예가 된다.3) 여기서 두 연산의 유기적 관계

를 다루고 있는 것이 좌⋅우 분배법칙이다.

이러한 환의 개념을 연속함수들의 집합

        → ; 연속

3) 만일 여러 다항방정식을 현상으로 보고 다항식의 해법을 본

질로 본다면, 환의 개념은 수단적 지식이 되므로 <유형 2>

의 예가 될 수 있다. 이처럼 본질과 곁가지는 상대적 개념으

로 무엇을 현상으로 보고, 무엇을 본질로 보는가에 따라 다

양한 수학화의 구성이 가능하다.

에 대해 적용해 보자. 연속함수공간에 대한 환의 구조는

   ․)과   ∘의 두 가지를 생각

할 수 있다.

우선    ․)에 대해 생각해 보자. 여기서

임의의 ∈에 대해 두 연산 와 ⋅을 다음과 같이

정의하자：

  

⋅  

그러면    ․)는 환이다.

이제   ∘에 대해 생각해 보자. 여기서

연산∘를 다음과 같이 정의하자：

∘  

우선, 교환법칙이 성립하지 않는다는 것은 다음 예를

통해 알 수 있다.   와   sin일 때,

∘  sin
∘  sin

이다. 다음으로 분배법칙을 생각해 보자.

∘  

 

 ∘∘

 ∘∘

이다. 따라서 ∘  ∘∘가 성립

하므로 우 분배법칙을 만족한다. 한편,

∘  

 

이고

∘∘

 ∘∘

 

이다. 만일   sin      로 둔

다면,
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  sin
이고

  sin
이므로

≠

이다. 즉,

∘≠∘∘

이다. 따라서 좌 분배법칙은 만족하지 않는다. 그러므로

  ∘는 환이 아니다.

이 사실로부터 좌⋅우 분배법칙 중 어느 한 쪽만 만

족하는 예가 존재한다는 것을 알게 되었고, 이로부터 새

로운 개념을 추출하게 된다. 이 새로운 개념의 형식화를

위해 어느 한 쪽의 분배법칙만이 만족된다고 하자. 여기

서는 우 분배법칙이 만족된다고 하자. 그러면

  

이다. 그런데 좌 분배법칙을 사용할 수 없으므로 계산은

여기서 멈추게 된다. 따라서 교환법칙에 대한 논의도 고

려할 필요가 없다. 이러한 개념을 추상화한 것이 근환

(近環, nearring)의 개념이다. 이렇게 환의 구조를 연구

하는 과정에서 분배법칙 가운데 어느 한 쪽이 만족되지

않는 예를 발견하게 되었고, 이를 형식화하여 근환

(nearring)의 정의가 나오게 된다(James R. Clay(1992),

이현정(2003)).

  ∘이 근환(nearring)이라는 것은 다음을

만족할 때를 말한다：

①  는 (가환이 아닌)군이다.

②  ∘는 반군이다.

③ 좌⋅우 분배법칙 중 하나만 만족한다.

이러한 과정은 ‘연속함수집합의 환 구조의 수학화’인

데, 이때 곁가지로 근환(nearring)의 개념을 얻었다. 따

라서 이것은 <유형 2>의 예가 된다.

이렇게   ∘의 구조를 탐구하는 과정에

서 추출된 근환(nearring)의 개념을 수학적으로 형식화

하고 나면, 환과의 차이점 중의 하나인 덧셈에 대한 교

환법칙의 만족이 중요한 요소인지를 판정하기 위한 연

구, 그리고 이들 공준이 가치가 있다는 것을 실증할 예

들을 찾기 위한 연구가 뒤따르게 된다.

<예 1>   ∘의 부분집합인

    ℝ→ℝ; 상수함수

을 생각해 보자. 임의의 ∈ℝ에 대해   ,

  라 두자. 그러면 와 는 상수함수이므로 연

속함수이다. 또한

∘      

이고

∘      

이므로 교환법칙이 만족되지 않는다. 마찬가지로 분배법

칙에 대하여 생각해보자.   라 하자.

∘  

 

 

 

이다. 한편

∘∘  

 

 

 

이므로 좌 분배법칙은 만족하지 않는다. 한편

∘  
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이고

∘∘  

 

 

이므로 우 분배법칙은 만족한다.

이제

  ℝ → 
 ↦    ↦ 

인 일대일대응(1-1, onto 함수) 를 생각하자. 그러면 

에서의 ∘ 는 ℝ에서의 연산 ＊에 대하여

＊  로 구조가 옮겨진다. 즉, 임의의  ∈ℝ에

대하여 ＊  이다. 따라서   ＊은 근환

(nearring)이다4).

<예 2>  를 임의의 군(group)이라 하자. 여기

서 를 에서 로 가는 자기준동형

(endomorphism)의 집합 즉,

      →  ; 군 준동형사상

라 하자. 이 때 이 집합에서의 연산을 다음과 같이 정의

하자：

⊕  

∘  

4) 2006 개정 교육과정에 의한 교과서 「고등학교 수학」에서

는 ‘실수의 연산에 대한 성질’에서 ‘닫혀 있다’, ‘항등원’, ‘역

원’을 다루면서 일반적인 연산을 언급하고 있다. 즉, 가 임

의의 집합일 때, 임의의  ∈에 대하여 ① ∘∈ ,

② ∘  ∘ , ③ ∘  ∘ 를 언급하고

있다. 그리고 사칙연산에 대해 이를 예시하고 있다(류희찬

외(2009), 이재학 외(2009), 이준열 외(2009), 황선욱 외

(2009), 황우형 외(2009)). 이러한 내용은 일반적인 연산 ∘

라는 것이 단지   × ÷를 대신한 일반화된 기호라는

이미지를 줄 수 있다. 따라서 일반적인 연산 ∘을 구체적인

예를 가지고 경험시킬 필요가 있다. 이 때 역사발생적인 과

정에서 논의의 대상이 되었던 소재를 도입하는 것은 대상

개념을 보다 명확하게 이해하는데 도움을 준다.

그러면  ⊕ ∘는 근환(nearring)이다.

(증명)   ∈이고 ∈라 하자. 그

러면

∘∘  ∘  

이고

∘∘  ∘  

이므로 ∘∘  ∘∘이 성립한다. 따라

서 결합법칙을 만족한다. 한편,

∘⊕  ⊕

 

 

 ∘∘

 ∘⊕∘

이므로 따라서

∘⊕  ∘⊕∘

이 성립한다. 그러므로 좌 분배법칙이 만족한다. 한편,

    ∈ ≠라 하자. 그러면

⊕∘  ⊕

 ⊕

 ⊕⊕

  ⋯①

이고

∘⊕∘  ∘∘

 

 

  ⋯②

이다. ①과 ②가 같으려면   

이고,     일 때     ∈가
성립해야 하지만, 는 임의의 군이므로 일반적으로 ①

≠②이다. 따라서 우 분배법칙이 성립하지 않는다. 그러
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<그림 6>

므로  ⊕ ∘는 근환(nearring)이다.

이런 예들을 통해 가치를 부여 받은 근환(nearring)은

  ∘ ,    ∘을 비롯한 더 많은

예5)들을 찾음으로써 수학 내에서 확실한 자리매김을 해

간다. 이것이 ‘근환(nearring)의 곁가지의 수학화’이다. 이

것은 <유형 3>의 예일 수 있다.

환과 근환(nearring)을 구별 짓는 중요한 조건은 교환

법칙과 좌⋅우 분배법칙의 성립 여부이다.

위의 <예 2>에서 만약  가 가환군이라면,

 ⊕ ∘는 환이 된다. 이와 유사한 예로서

는 ⅰ) 만약 가  위의 벡터공간일 때,  

 ∘이 환이 되고, ⅱ) 만약 이 환이고 이 좌

R-가군(左 R-加群, left R-module)일 때,  

∘은 환이 된다. 특히 벡터공간에서 덧셈에 대한

교환법칙이 조건으로 들어있는 것은 환이 되게 하여 선

형변환(linear transformation)의 연구6)를 효율적으로 하

기 위함이다.

이처럼 연속함수집합에서 환의 구조를 탐구하는 과정

－ 즉, 연속함수집합에서의 환 구조의 수학화 － 에서

근환(nearring)이 부산물로서 나타나게 되었음을 알 수

있다. 이 과정을 전체적으로 도식화 하면 다음과 같다.

이것은 <유형 2>의 예가 된다.

<그림 5> 연속함수집합에서의 환 구조의 수학화

5) 더 많은 예는 James R. Clay(1992)를 참고.

6) 불변성의 연구

환과 근환(nearring)의 개념을 형식화하고 나면, 더

많은 예를 찾으려는 연구를 하게 된다. 다음의 예를 생

각해 보자.

<예 3> 유클리드 평면 위에 있는 정삼각형을 공간도

형으로 생각하자. 이 정삼각형

을 자기 자신에 겹치도록 옮겨

놓는 공간에서의 회전이동 전

체의 집합을 라 하자. 그러

면 그림에서 중심 를 지나

평면에 수직인 직선을 회전축

으로 가지는 ∘회전이동을

 , ①에서 ∘회전이동을 라 하면7),

    
  ∘ ∘

이다. 여기서 ∘ ∘이다. 그러면  ∘는

군이고, 와 가 생성원(generator)이다(김응태 외

(2003), B. Baumslag 외(1968)). 이제

      →  , 군 준동형사상

인 를 직접 계산해 보자. 먼저,   

  이므로    또는  또는 이다. 또

한      이므로    또는

 또는  또는 이다.

(경우 1)   이고   인 경우：

는 항등함수(identity map)이다. 이것을 이라 하

자.

(경우 2)   이고   인 경우：

  

    

∘      

∘     

7) 이 경우     
  

    
  이다.
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이다. 이 함수를 라 하자.

(경우 3)   이고   인 경우：

  

    

∘      

∘    

이다. 이 함수를 라 하자.

(경우 4)   이고   인 경우：

  

    

∘      

∘     

이다. 이 함수를 


라 하자.

마찬가지 방법으로 하면, 의 개수는 ×  (가

지)이다. 이제 를 다음과 같이 두자：

 {     

     }

그리고 여기에 ⊕과 ∘의 연산을 다음과 같이 정의

하자： 임의의  ∈와 ∈에 대하여

⊕： ↦ ⋅

∘： ↦ 

그러면  ⋅는 교환법칙이 성립하지 않는다. 왜

냐하면

⊕    ⋅ 

 ⋅    

   

이고,



⊕    ⋅ 

 ⋅

  

이기 때문이다.

이제 분배법칙이 성립되는지 조사해 보자. 임의의

∈에 대해

⊕∘  ⊕

 ⋅

이고,

∘⊕∘  ∘⋅∘

 ⋅

이므로 우 분배법칙은 성립한다. 한편,

∘⊕  ⊕

 ⋅ ⋯⋯⋯ ①

이고

∘⊕∘  ∘⋅∘

 ⋅ ⋯⋯⋯ ②

인데, 가 준동형(homomorphism)이므로 ①②이다.

따라서 좌 분배법칙도 성립한다. 그러므로

⊕∘은 환도 근환(nearring)도 아니다8).

이 예를 발견함으로써 교환법칙과 분배법칙은 서로

독립적임이 밝혀졌으며, 또 다른 환의 구조가 생겨나게

된다. 이 구조는 좌⋅우 분배법칙을 만족하므로 식의 전

개는 가능하지만, 교환법칙이 만족되지 않으므로 좌⋅우

8) 여기에서 만일    ：→；함수라 하자. 그러면

임의의  ∈과 ∈에 대하여

⊕    ⋅ 

이고

∘     

이면,  ⊕ ∘은 근환(nearring)이다.
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분배법칙의 결과는 다르게 주어진다. 그러므로 인수분해

는 의미가 없으며, 따라서 다항방정식의 풀이도 의미가

없게 된다. 그러나 이 개념은 군론 연구에 이용되어 곁

가지의 수학화를 한다.

이렇게 해서 교환법칙과 좌․우 분배법칙이 모두 만

족되는 환, 교환법칙은 만족되지 않지만 좌․우 분배법

칙 중 하나가 만족되는 근환(nearring), 그리고 교환법칙

은 만족되지 않지만 좌․우 분배법칙이 모두 만족되는

구조까지 얻어졌다. 그리고 이들 구조들은 각자의 특성

에 맞게 다른 수학적 영역에서 자리매김을 하게 된다.

즉, 환은 방정식의 해법과 관련하여, 근환(nearring)은

대수적으로 해결이 안 되는 구조 연구를 위해 해석학적

으로 접근하는 대수적 해석학(algebraic analysis)9) 영역

으로 수학화된다. 이처럼 환의 구조에 대한 수학화에서

함수의 합성은 근환(nearring)의 개념을 이끈 중요한 개

념이며, 따라서 고등학교에서도 근환(naerring)개념을 도

입하여 다른 연산과 함수의 합성을 차별화시켜야 한다.

이상과 같이, 연속함수에서 생각할 수 있는 환의 구

조에 대한 고찰을 시작으로 이들을 수학화해서, 교사들

은 합성이 함수의 연산임을 강조할 수 있으며, 학생들에

게 결합법칙, 분배법칙, 교환법칙이 가지는 의미를 보다

개연성 있게 이해시킬 수 있다. 나아가 수학적 정의가

그렇게 제시될 수밖에 없는 공준화의 과정 － 환의 공준

은 방정식을 해결할 수 있는 가장 핵심적인 조건을 추상

화하여 만든 모델이다. － 도 경험시킬 수 있다.

4.. 교육과정에서의 합성함수

앞에서 살펴본 것처럼, ‘합성함수의 수학화’는 함수를

9) Algebraic analysis(대수적 해석학)이란 용어는 “∼에 대한

대수적 연구”와 동의어로 사용된다. 이것은 1959년 사토 미

키오(Sato Mikio, 佐藤幹夫)에 의해 대수적 위상수학

(Algebraic Topology), 대수기하학(Algebraic Geometry)과

복소해석학을 결합한 것에서 시작되었다. 대수적 해석학은

초함수(hyperfunction)과 미시함수(micro function)와 같은

함수들의 성질과 일반화를 연구하기 위해 층(層) 이론(sheaf

theory)과 복소해석학을 이용하여 연립선형편미분방정식을

다루는 수학의 한 분야이다.

(출처：http://en.wikipedia.org)

이해할 때, 그리고 ‘환 구조의 수학화’는 합성을 연산으

로 이해하는데 중요한 수단이 될 수 있으며, 무엇보다도

이들 개념이 그런 형태로밖에 추상화될 수 없었던 필연

성을 경험하게 한다. 그러나 이 예들은 단순한 이해의

수단에 그치는 것이 아니라, 중등교육과정에서 합성함수

가 어디에 초점을 두고 지도되어야 하는가에 대한 시사

점을 준다. 근환(nearring)은 교환법칙이 성립하지 않고

분배법칙이 부분적으로 성립하므로 방정식을 해결할 수

없다. 따라서 환과 근환(nearring) 개념을 구분하는 기준

인 덧셈에 대한 교환법칙이나 좌⋅우 분배법칙의 만족

여부는 중요한 의미를 가지게 된다.

2006년 개정 고등학교 수학과 교육과정에서는 1학년

에서 함수를 ‘대응’의 관점에서 지도하라 밝히고 있는데

(교육과학기술부, 2008), 이에 기초하여 교과서들은 <그

림 7>과 같이 합성함수의 수학적인 정의를 다음과 같은

도식과 함께 제시하고 있다.

<그림 7> 합성함수의 정의
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그런데 이 내용에는 의 치역과 의 정의역의 관계

가 드러나지 않으며, 따라서 학생들은 의 치역과 의

정의역이 같아지는 것만을 개념이미지로 가질 우려가 있

다. 따라서 이와 같은 도식은 의 치역과 의 정의역의

관계가 잘 드러나도록 수정될 필요가 있다. 즉, 합성함수

의 본질을 밝히는 수학화에서 구명된 ‘함수 의 치역이

함수 의 정의역의 부분집합이어야 한다.’가 나타나도록

도식을 제시하여야 한다. 이때 합성함수의 정확한 정의

는 ‘두 함수 ： → ： →의 합성함수는

∘： →, ∘  
이며, 정의역 이다’이어야 한다.

 

∘

  

  

<그림 8> 합성함수

그러나 역함수를 학습한지 얼마 되지 않은 학생들에

게는 엄밀한 정의보다 도식을 통해 직관적인 개념이미지

를 형성하도록 지도하여도 무방할 것이다.

합성함수를 정의한 후, 이어서 <그림 9>에서와 같이,

예제를 통해 합성함수의 교환법칙과 결합법칙10)만을 다

루고 있다.

이것은 연산으로서의 합성함수를 다루고 있음을 보여

주는 것인데, 분배법칙에 대한 내용은 다루어지고 있지

않다. 또한 교과서에 서술되어 있는 이러한 내용들은 형

식화된 수학적 지식을 전달하는 것에 그치고 있어, 합성

함수를 생각하게 된 배경, 정의를 하기 위해 필요한 조

건을 찾아가는 과정, 그리고 합성이 함수의 연산임을 인

식할 수 있는 내용들은 드러나 있지 않다.

10) 결합법칙을 본문에서 다루지 않는 교과서도 있다. 

<그림 9> 합성함수의 성질

그러나 합성함수에 대한 정확한 이해와 합성을 함수

의 연산으로 인식하는 것은 이후 미분적분학을 학습11)

할 때에 필요하며, 비슷한 수학적 구조를 가지는 내용12)

을 학습할 때, 그 연산의 의미를 이해하는데도 도움이

된다. 따라서 합성함수를 지도할 때, 이러한 맥락화와 연

산으로서의 합성을 강조할 수 있는 수업 구성이 필요하

다.

교사가 합성함수를 맥락화하여 지도하고자 할 때 손

쉽게 도입할 수 있는 것이 수학사 내용인데, 이것의 도

입은 학생들의 학습경험을 고려할 때 어려울 경우도 있

으며, 흐름이 자연스럽지 못한 경우도 있다. 이러한 관점

에서 볼 때, Freudenthal이 안내된 재발명에서 제시하였

듯이, 학습자의 상황에서 재해석하여 구성할 필요가 있

는데 이러한 재구성 과정에는 수학사적 내용뿐 아니라,

그 개념의 수학적 배경지식에 대한 이해도 필요하다. 이

11) 연속의 성질, 연쇄율

12) 벡터, 미분, 적분, 행렬 등의 연산
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런 관점에서 환 구조의 수학화 과정에서 드러난 것처럼,

합성함수가 가지는 연산의 의미를 충분히 부각시킬 필요

가 있으며, 이를 위해서 합성함수는 다음 사항을 강조하

여 지도되어야 한다：

첫째, 결합법칙이 성립한다.

둘째, 우 분배법칙은 성립하지만, 좌 분배법칙은 성립

하지 않는다.

셋째, 교환법칙이 성립하지 않는다.

이러한 내용들을 다룰 때에도 예와 결과만을 단순하

게 제시할 것이 아니라, 이러한 성질들이 성립한다는 것

과 성립하지 않는다는 것이 가지는 의의를 경험시켜야

한다. 즉, 결합법칙이 성립한다는 것은 이항연산을 여러

개의 항에 대한 계산으로 확장시키며, 분배법칙은 식의

조작을 가능하게 하여 방정식을 풀 수 있게 해주며, 교

환법칙은 좌 분배법칙과 우 분배법칙의 결과가 같게 해

줌으로써 계산의 편리성을 준다는 것을 경험하게 해야

한다. 이를 위해서 함수의 곱과 합성을 비교하는 예를

제시하여야 한다. 즉, 방정식을 해결하기 위한 환의 개념

에서 중요한 것은 결합법칙과 분배법칙으로 이를 강조하

여 지도할 필요가 있으며, 교환법칙은 행렬의 곱과 관련

하여 지도될 수도 있다. 이처럼 어떤 집합에 대하여 정

의되는 연산은 결합법칙, 좌 분배법칙, 우 분배법칙, 교

환법칙에 대한 성립 여부를 다루어야 그 집합이나 연산

의 특징이 제대로 다루어지는 것이다.

이와 같이 어떤 수학적 개념에 대한 수학화의 예를

통해 학생들이 수학적 개념을 학습할 때, 교수활동의 범

위 및 의의는 정당화되어질 것이다.

Ⅲ. 결론 및 제언

합성함수와 관련된 모든 내용들이 합성함수의 지도에

서 한꺼번에 모두 다루어질 필요는 없다. 그러나 이러한

관련 사실들을 교사들이 알고 가르치고 있는가 하는 것

은 중요하다. 교사는 교육과정에 주어진 내용을 기초로

교과서를 참고하여 자신의 학생들의 수준을 고려한 수업

을 구성한다. 따라서 교사는 교육과정의 내용이 왜 선정

되었으며, 왜 그 영역에서 다루어지는지에 대한 목적과

동기를 이해하여야 하며, 그에 대한 충분한 이해 위에

자신의 학생들의 수준을 배려하여 가르칠 지식으로 다시

교수학적 변환을 하여야 한다. 따라서 교사의 전문성 신

장과 교육 과정의 올바른 이해가 선행되어야 자신의 학

생들의 수준에 맞게 교수학적 변환도 할 수 있을 것이

다.

교육과정의 내용은 교수⋅학습활동의 기초가 되는데,

현행 수학과 교육과정에서는 합성함수의 연산의 성질에

대한 내용이 충분히 다루어지고 있지 않다.

본 연구에서는 합성함수의 수학화와 환 구조의 수학

화를 구성하고, 그 예를 제시하였다. 이 과정에서 덧셈에

대한 교환법칙과 좌⋅우 분배법칙의 성립 여부가 환의

구조를 분류하는 중요한 요소임을 알 수 있었다. 따라서

교사는 고등학교에서 합성함수 단원을 지도할 때, 이러

한 구성의 배경이론이 될 수 있는 충분한 수학적 지식을

갖추고 있어야 함은 물론, 다음과 같은 사항을 유의하여

교수활동을 구성할 필요가 있다.

첫째, 함수의 곱이나 합성을 도입할 때는 덧셈과의

유기적 관계인 분배법칙을 고려하여 다루어야 한다.

둘째, 연속함수의 덧셈과 곱셈이 연속임을 다룬다면,

이 두 연산 와 ⋅의 유기적 관계인 분배법칙을 다루

어야 한다.

셋째, 연속함수의 덧셈과 합성이 연속임을 다룬다면,

이들을 아우르는  ∘에 대한 내용, 즉 우

분배법칙만이 만족함을 지도하여야 한다. 연속함수의 개

념은 합성함수를 도입할 때 다루지 않는 개념이므로 강

조할 필요는 없지만, 교사는 지도 소재를 선정할 때 세

심하게 고려하여야 한다.

넷째, 앞에서 언급한 내용들이 교육과정에 명시되어

야 함은 물론, 교육과정을 구체화 한 교과서에서는 이에

관한 충분한 예를 다루어야 한다.

따라서 고등학교에서 함수의 합성에 대한 지도내용은

① 교환법칙이 성립하지 않으며, ② 결합법칙이 성립한

다는 것뿐만 아니라, ③ 우 분배법칙만이 만족된다는 내

용까지 충분히 다루어야 하며, ④ 함수의 곱셈과 합성의

차이를 구조적으로 이해할 수 있도록 충분한 예를 다루

어야 한다.

교사는 자신이 가르쳐야 하는 수학적 개념에 대한 충
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Composition of functions are important tool for producing associativity in mathematical model. However it is not 
properly treated in dealing together with the other operation, the addition  , of functions defined on real numbers.

In this note, we will study mathematization of the construction of nearring axiom from relationships between the 
addition   and the composition ∘  of functions, comparing with those between the addition   and the 
multiplication ⋅  of functions. Furthermore, we will suggest some helpful teaching methods of these 
mathematization in the secondary school mathematics.

분한 교과지식을 가지고 있어야 함은 물론, 항상 수학적

개념의 수학화를 염두에 두고서 가르칠 개념에 대한 배

경지식과 그 지식들 간의 관계에 대한 교재연구를 게을

리 하지 말아야 할 것이다. 이렇게 하는 것이 곧 교사의

전문성 신장을 위한 첩경이며, 최근의 화두인 ‘수업 잘

하는 교사’가 되기 위한 단초가 될 것이다.
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