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요 약

금융 포트폴리오의 두 위험측도인 VaR와 ES에 대한 여러 추정방법을 1일 후와 10일 후의 경우로 나누어 각각 비교

하였다. 2008년 미국발 세계 금융위기 기간을 포함한 KOSPI 자료와 해외 5개국의 종합주가지수 자료를 이용하여

실증적으로 비교하였다. 손실 분포의 두터운 꼬리와 조건부 이분산성을 동시에 고려하는 방법을 중심으로 여러 방법

을추가적으로고려하였고, 국내자료에어떤방법이적절하며종합적인성능은어떤가를살펴보았다.

주요용어: VaR, 두터운꼬리분포, 일반화파레토분포, 조건부이분산성.

1. 연구의 배경과 필요성

2008년 비우량 주택담보대출로 인한 미국발 세계 금융위기로 각국의 금융기관들이 큰 손실을 입게 되

자 금융 위험의 예측 시스템에 대한 문제점이 다시 지적되고 있다. 특히 널리 쓰이고 있는 위험 측도인

VaR(Value-at-Risk)가 시장 위험을 심각하게 과소추정하고 있음이 드러나, 국제결제은행(BIS; Bank

for International Settlements)의 바젤위원회(the Basel II Committee on Banking Supervision)는

2009년 7월 9일 수정안을 채택하였는데, 여기에 금융기관은 2010년 말 이전에 부하 VaR(stressed

VaR)를 계산해야 한다는 새로운 요구사항이 포함되어 있다. 부하 VaR의 정의는 BIS 웹사이트 문

서(http://www.bis.org/publ/bcbs158.htm)에 따르면 “심대한 손실(significant loss)이 발생한 1년의

기간을 고려한 VaR”라고 되어 있다. 어떤 1년의 기간을 어떻게 고려해야 하는가에 대한 구체적 지침이

없는 다소 모호한 정의이지만 이러한 정의를 필요로 한다는 사실로부터 기존의 VaR의 과소추정 문제가

공식적으로인식되고있음을알수있다.

VaR의 과소추정에 대한 문제는 연구 논문을 통해 이미 오래 전부터 지적되어 왔는데 부하 VaR가 아

닌 다른 방식의 접근이 시도되었다. 과소추정의 주요 원인으로 지목되는 금융자료의 첫 번째 특징으

로, 전통적인 VaR 계산에서 가정하고 있는 정규분포에 비해 관측된 금융자료의 분포는 그 꼬리가 두

텁다는(heavy-tailed distribution) 것을 들 수 있다. 두터운 꼬리 문제를 해결하기 위한 방법들 중에서

McNeil과 Saladin (1997)은 임계값을 넘어가는 자료에 GPD(generalized Pareto distribution)를 적용

하는 방법에 대해 잘 정리하였으며, 이러한 방법에 대한 첫 연구는 Rootzen과 Tajvidi (1996)에 의해

이루어졌음을지적하였다.
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주가지수와 같은 금융자료의 또 다른 특징은 한번 변동성이 커지면 그 경향이 당분간 지속된다는 ‘변동

성의군집(volatility clustering)’성향이다. 이성향은 Bollerslev (1986)의조건부이분산성(generalized

autoregressive conditional heteroscedasticity; GARCH)이라는 시계열모형으로 분석에 반영할 수 있

다. Gencay 등 (2003)은 두 가지 방법, 즉 GARCH 모형에 의한 방법과, 시계열 모형을 고려하지 않고

GPD를 이용하는 방법을 주식시장 자료에 각각 적용하여 비교하였다. 한편 McNeil과 Frey (2000, 이

하 MF로 부르기로 함)는 이 두 가지 방법을 동시에 적용할 것을 제안하였다. 금융자료에 GARCH 모

형을 적용하고 잔차의 분포로 GPD를 이용하면 두터운 꼬리와 변동성의 군집이라는 두 특성에 효과적

으로대처할수있음을실증적으로보였다.

하지만 MF의 추정방법에 대한 추가적인 연구가 필요하다. MF는 분산에 대한 GARCH 모형과 함께

평균에 대해 AR(auto-regressive) 모형을 고려할 것을 제안하였으나 평균에 관한 모형이 굳이 필요한

지에 관한 언급이 없다. 그리고, 적절한 추정방법은 주식시장의 위험 특성에 따라 달라질 수 있으므로

(Seymour과 Polakow, 2003) 한국 주식시장 자료에 가장 적절한 방법은 어떤 방법인지에 대한 실증적

연구도 필요하다. 문성주와 양성국 (2006)은 국내 주식수익률 자료에 대해 두터운 꼬리와 조건부 이분

산성을 동시에 고려하는 MF의 추정방법을 적용하였으나 1일 후가 아닌 10일 후의 추정은 다루지 않았

다. 10일 후 추정은 바젤위원회에서 요구하는 사항이며 1일 후 추정과 비교했을 때 모형이 다르고 추정

방법또한다르다. 본연구에서는 2008년미국발금융위기를포함한 20년동안의국내종합주가지수자

료를 실증 연구에 포함시켰으며, MF가 제안한 추정방법에서 평균에 관한 모형이 얼마나 도움이 되는가

를 살펴보았고, 10일 후 추정 문제를 포함시켰으며 MF가 고려하지 않은 다른 방법도 추가적으로 고려

하였다.

본논문의구성은다음과같다. 2절에서금융위험의측도인 VaR의정의와성질을설명하고 ES(Expec-

ted Shortfall)라는 또 다른 위험 측도의 필요성과 정의에 대해서 정리하였다. 3절에서 1일 후의 VaR와

ES에 대한 여러 가지 추정방법에 대해 정리하고 성능을 비교하였으며, 4절에서는 10일 후의 추정 문제

를다루었다. 마지막절에서연구내용을요약하고실증연구를통해발견한사실들을정리하였다.

2. 손실과 위험측도의 정의

시점 t의 주가(본 연구에서는 종합주가지수)를 Pt라고 할 때 시점 t의 ‘주식수익률’을 흔히 log(Pt/

Pt−1)로 정의한다. 주가는 기하적 브라운 운동(geometric Brown motion)으로 모형화 할 수 있다는

경험적 가설을 따를 때 정규분포를 적용하기 위해 주가를 로그변환 하였으며, Taylor 1차 근사에 의해

log(Pt/Pt−1) ≈ (Pt − Pt−1)/Pt−1이므로수익률로해석가능하기때문에주식수익률을이와같이정의

한것으로이해할수있다 (Fama, 1965). 손실은수익의반대개념이므로

Xt = − log
Pt
Pt−1

(2.1)

을시점 t에서의주식투자의 ‘손실’로정의하기로한다.

보편적으로 인정된 금융위험(financial risk)에 대한 정의는 없지만, “조직에 부정적 영향을 미치는 사

건”, 또는 “정량화할 수 있는 손실 가능성”으로 위험을 정의할 수 있다 (McNeil 등, 2005). 신뢰수준

α에서어떤포트폴리오의 VaR는가장널리쓰이는위험척도로서포트폴리오의손실을 X라고할때

VaRα = inf{x : P (X > x) ≤ 1− α} = inf {x : P (X ≤ x) ≥ α}

로 정의하며, 손실 분포의 α분위수와 일치한다. VaR의 값이 크면 발생가능한 손실의 크기가 크다는 것

을의미한다.
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VaR는 금융 위험에 대한 유용한 측도이지만 한계도 가지고 있다. 우선 VaR는 손실 분포의 극단값 분

포에 대한 측도이지만 극단값의 크기에 대한 정보를 제대로 담고 있지 않다는 한계를 가지고 있다. 일

례로 두 가지 다른 손실 분포가 있을 때 두 분포의 99% 분위수는 같을지라도 그 분위수를 넘어서는

값들의 크기의 분포는 다를 수 있는데 VaR는 이를 반영하지 못한다. VaR의 또 다른 단점은 부가법

성(subadditivity)이 성립하지 않는다는 것이다. 두 가지 서로 다른 금융상품에 대한 손실을 X, Y라고

하고 VaR와 같은 위험측도를 ρ라고 할 때 ρ(X + Y ) ≤ ρ(X) + ρ(Y )가 성립하면 위험측도 ρ는 부가법

성을 갖는다고 정의한다. 분산투자는 위험을 감소시킨다는 가설이 있는데 부가법성은 위험측도가 이 가

설을만족시키는지여부를나타내는성질로이해할수있다. VaR와같이, 부가법성을만족하지않는위

험측도는 일관성(coherence)이 없다고 하며 (Artzner 등, 1999), 일관성이 없는 위험측도가 위험 추정

에좋지않은이유를 Frey와 McNeil (2002)은구체적예를들어지적하였다.

이와 같은 VaR의 단점을 보완하기 위한 측도로 ES(Expected Shortfall)를 쓰는데 신뢰수준 α의 ES에

대한정의는다음과같다:

ESα = E(X|X ≥ VaRα)

VaR를 넘어서는 값들의 조건부 평균으로 정의되는 ES는 CTE(Conditional Tail Expectation)라고도

부르는데, VaR를초과하는극단값의크기에관한정보를평균값을통해반영하며부가법성도만족한다.

따라서 VaR와함께보조적인위험측도로많이쓰인다.

두위험측도를추정하기위한다양한방법이있는데본연구에서는어떤추정방법이실제자료에서정확

한 추정값을 제공하는가에 대해 살펴보고자 한다. 특정 포트폴리오에 대해 시점 t에서 최근 n개의 관측

손실자료 xt−n+1, xt−n+2, . . . , xt가주어졌다고하자. h시점후의손실 xt+1 + xt+2 + · · ·+ xt+h의분

포에 대한 VaR와 ES의 추정방법을 비교하고자 할 때 예측 기간 h에 따라 추정방법이 달라진다. 따라

서 위험측도의 문제를 한 시점 후(h = 1)의 추정문제와 다시점 후(h > 1)의 추정문제로 나누어 살펴보

기로한다.

3. 한 시점 후의 추정

3.1. 위험측도의 추정방법

위험측도의다양한추정방법에대해비교하기전에먼저본연구에서고려한방법들에대해간략히설명

한다.

역사적 모의실험 (Historical Simulation)

현재 시점 t를 기준으로 최근 n개의 자료 xt−n+1, xt−n+2, . . . , xt에 근거한 경험적분포함수(empirical

cumulative distribution function)로부터 VaR와 ES를추정하는방법이다. 자료의분포에대해아무런

가정을 하지 않는다는 장점이 있으나, 경험적분포함수를 이용하여 구하는 표본 분위수는 관측값의 최대

값을 벗어날 수 없다는 한계 때문에 자료의 수가 많지 않을 때 과소추정을 하게 되는 단점이 있다. 일

례로 약 1년 동안의 자료 300개로부터 99.9% 분위수에 해당하는 VaR0.999를 추정하고자 할 때, 자료

의 수가 많지 않아 오른쪽 꼬리 끝부분에서 충분히 큰 값이 관측 되지 않았을 가능성이 크지만 표본 분

위수는 관측값의 최대값보다 클 수 없어 결과적으로 VaR0.999를 과소추정하게 된다. 본 연구에서는 분

위수 추정에 R (R Development Core Team, 2008)의 quantile 함수를 이용하였다 (R의 quantile 함

수에서 전부 9가지의 표본 분위수 계산 방법을 지정할 수 있는데, 분위수 함수를 Q(p) = F−1(p) =

inf{x : F (x) ≥ p}로 정의할 때 9가지 계산 방법에서 공통적으로 Q̂(0) = X(1) = min(X1, . . . , Xn),



654 김지현, 박화영

Q̂(1) = X(n)이며, 자동 지정되는 7번째 계산방법에서는 pk = (k − 1)/(n − 1), k = 1, . . . , n일 때

Q̂(pk) = X(k)로 정해지며, 나머지 다른 p에서 Q̂(p)는 선형보간(linear interpolation)에 의해 정해진

다).

분산-공분산 방법 (Variance-Covariance Method)

위험 추정방법을 크게 모수적 모형과 비모수적 모형으로 구분할 수 있는데, 앞에서 설명한 역사적 모의

실험은 손실 xt+1의 분포 추정을 위해 경험적분포함수를 이용하는 비모수적 모형이다. 모수적 모형을

다시 조건부적인 방법과 무조건부적인 방법으로 구분할 수 있다. 시점 t까지의 정보를 Ft로 표시할 때

xt+1의 분포가 Ft에 의존하는 방법을 조건부적인 방법이라 하고, 그렇지 않은 방법을 무조건부적인 방

법이라고한다.

무조건부 모수적 모형의 대표적인 방법으로 분산-공분산 방법(variance-covariance method)을 들 수

있다. 이 방법은 손실 xt+1이 정규분포 N(µ, σ2)를 따른다고 가정하고 평균과 분산을 추정한 다음

VaR와 ES와 같은 위험측도를 추정한다. 이 방법은 암묵적으로 n개의 자료 xt−n+1, xt−n+2, . . . , xt가

iid(independent and identically distributed)임을 가정하고 있으며, µ와 σ2는 시점 t까지의 정보

에 무관하므로 무조건부(unconditional)적인 방법이다. 이 방법을 분산-공분산 방법이라 부르는 이

유는, 손실 분포가 평균과 분산만으로 결정되고 평균은 0으로 가정할 수 있는 경우가 많이 있으므

로 결국 분산(다변량인 경우 공분산)에 의해 결정되기 때문인 것으로 짐작된다. 본 연구에서 µ는

xt−n+1, xt−n+2, . . . , xt의 표본평균으로, σ2는 표본분산으로 각각 추정한다. 이 방법으로 구한 신뢰수

준 α의 VaR와 ES 추정량은다음과같다:

V̂aRα = µ̂+ σ̂Φ−1(α), (3.1)

ÊSα = µ̂+ σ̂
φ(Φ−1(α))

1− α . (3.2)

위 식에서 φ와 Φ는 각각 표준정규분포의 확률밀도함수와 분포함수이다. 식 (3.1)은 분위수의 정의에

의해 자명하며, 식 (3.2)는 McNeil 등 (2005)의 식 (2.26)으로서 ES의 정의와 정규분포로부터 유도할

수있다.

분산-공분산 방법은 정규분포를 이용함으로써 위험 추정 문제를 평균과 분산의 추정 문제로 단순화시켰

다는 장점이 있으나, 실제 주식수익률(또는 손실)의 분포는 정규분포보다 꼬리가 두텁다는 경험적 증거

들이 제시되었다 (Fama, 1965). 정규분포 대신 로그정규분포, t-분포 또는 혼합정규분포를 고려해볼 수

있으나 이러한 모수적 분포는 손실 xt+1이 가질 수 있는 값의 전체영역에 대한 분포이고 자료의 전부를

이용해모수를추정한다. 반면우리의관심은꼬리부분이고, 꼬리부분이아닌나머지영역에서적합의

좋고나쁨에는관심이없다. 그런데모수적분포는모수의추정을위해관심이없는부분도같이고려하

기 때문에 정작 중요한 꼬리 부분에서 분포의 적합도가 떨어질 수 있다는 문제가 있다. 이런 점을 고려

한방법이일반화파레토분포(Generalized Pareto Distribution; GPD)를이용한방법이다.

GPD 방법

GPD는다음과같은분포함수(cumulative distribution function)를갖는분포로정의한다:

Gξ,β(y) =


1−

(
1 +

ξy

β

)− 1
ξ

, ξ 6= 0,

1− exp

(
− y
β

)
, ξ = 0.
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이 때 β > 0이고, 받침(support)은 ξ ≥ 0일 때 y ≥ 0이며, ξ < 0일 때 0 ≤ y ≤ −β/ξ이다. 한편,

임의의 확률변수 X의 분포함수 F에 대해 임계값(threshold) u를 초과하는 값의 조건부 분포(excess

distribution)를

Fu(y) = P (X − u ≤ y|X > u) =
F (y + u)− F (u)

1− F (u)
(3.3)

와 같이 정의하자. Balkema와 de Haan (1974)과 Pickands (1975)는 임계값 u가 충분히 크면 모든

y > 0에대해 Fu(y)는 Gξ,β(y)에의해근사될수있다는것을다음식으로표현하고증명하였다:

lim
u→x0

supy≥0

∣∣Fu(y)−Gξ,β(u)(y)
∣∣ = 0. (3.4)

이 식에서 x0는 F의 받침의 상한으로서 무한대일 수도 있으며, β(u)는 이 식을 만족시키는 β값이 u의

값에 따라 가변적이긴 하지만 존재한다는 의미이다. 식 (3.4)는 거의 모든 연속형 분포함수 F에 대해

성립하는데 F에 의해 결정되는 ξ의 값에 따라 분포의 종류를 크게 세 가지로 분류할 수 있다. 먼저

ξ > 0에 대응하는 분포는 꼬리가 두터운 분포로서 Pareto, t, Burr, Cauchy 분포 등이 이에 속하며,

ξ < 0에 대응하는 분포는 꼬리가 짧은 분포로서 베타분포, 균일분포 등이 이에 속한다. ξ = 0에 대

응하는 분포로는 정규분포, 로그정규분포를 들 수 있다. Fu(y)와 Gξ,β(y)의 관계에 관한 자세한 사항

은 McNeil과 Saladin (1997)을참고하면된다. 식 (3.4)에함축된중요한사실은금융자료에대한우리

의 관심이 오른쪽 꼬리 부분에 있을 때, 금융자료의 분포 F의 종류에 상관없이 (꼬리가 두터운 분포이

든 아니든 상관없이) GPD 분포를 가정하면 된다는 사실이다. 다만 임계값 u가 어느 정도 커야 하는가

가 중요하면서도 까다로운 문제인데, MF는 u를 초과하는 관측값의 수가 50 이상이기만 하면 GPD의

근사 정도가 u의 값에 그다지 민감하지 않다는 것을 제한된 모의실험을 통해 보였다. 본 연구에서 u는

0.9표본분위수(sample quantile)로지정하였으며, GPD의모수 ξ, β는 R의 QRMlib package (McNeil,

2007)를이용하여추정하였다.

식 (3.3)으로부터 x > u일때

F (x) = (1− F (u))Fu(x− u) + F (u)

이며, 따라서 Fn을 n개의관측값에서구한경험적분포함수라고할때분포함수 F는식 (3.4)에의해

F̂ (x) = (1− Fn(u))Gξ̂,β̂(x− u) + Fn(u)

으로추정할수있다. 이로부터 α > F (u)일때 VaRα와 ESα의추정량은각각

V̂aRα = u+
β̂

ξ̂

((
1− α
Nu/n

)−ξ̂
− 1

)
,

ÊSα =
1

1− ξ̂

(
V̂aRα + β̂ − ξ̂u

)
와 같이 유도된다는 것을 보일 수 있다 (McNeil 등 (2005)의 식 (7.18), (7.19) 참조. 위 식에서 Nu는

n개의관측값중에서임계값 u를초과하는관측값의수임).

시계열 모형을 이용하는 방법

Fama (1965)는 주식수익률에 대한 실증적인 연구를 통해 독립성에 관한 흥미있는 사실을 지적하였는

데, 현재 시점의 수익률이 다음 시점의 수익률에 대한 부호 또는 방향에 대한 정보는 주지 못하지만 변
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동성의크기에대한정보는준다는것이그것이다. 즉현재시점에서양의수익률을올렸다는사실이다

음 시점의 수익률의 방향에 대한 예측을 할 수 있는 데에는 도움을 주지 못하지만, 현재 수익률의 절대

값의 크기가 크면 다음 시점에서의 수익률의 절대값의 크기도 커지는 경향이 있다는 것이다. 이러한 발

견은, 금융시장에 대한 불안요인이 발생하여 주식시장의 변동성이 커질 때 그러한 경향은 일정 기간 지

속된다는 점을 반영하는데, 그 후 수익률에 대한 모형이 조건부 이분산성(conditional heteroscedastic-

ity)을고려하는시계열모형으로발전하는데에기여하였다.

MF는위험추정을위해다음과같은시계열모형을고려하였다. 임의의시점 t에서손실 Xt에관해

Xt = µt + σtZt (3.5)

를가정한다. 이때 Zt는 iid이며평균이 0인백색잡음이다. 시점 t까지정보 St가주어졌을때한시점

후의손실을나타내는 Xt+1|St의분포함수를 FXt+1|St , Zt의분포함수를 FZ라고하면

FXt+1|St(x) = P (µt+1 + σt+1Zt+1 ≤ x|St)

= FZ

(
x− µt+1

σt+1

)
이다. 따라서 Xt+1|St의분포는 µt+1, σt+1 그리고 iid인백색잡음 Zt의분포함수인 FZ에의해결정된

다. 예를들어, 신뢰수준 α에서 Xt+1|St의 VaR와 ES를각각 VaRα와 ESα라고하고, 같은신뢰수준에

서 Zt의 VaR와 ES를각각 VaRZ
α , ESZα라고하면, 위식에의해

VaRα = µt+1 + σt+1VaRZ
α , (3.6)

ESα = µt+1 + σt+1ESZα

가 된다. MF는 조건부 평균 µt(= E(Xt|St−1))와 εt = Xt − µt에 대한 조건부 분산 σ2
t에 대해 다음과

같은 AR(1)-GARCH(1,1) 모형을가정하였다:

µt = φXt−1, (3.7)

σ2
t = α0 + α1ε

2
t−1 + βσ2

t−1.

위 식에서 α0 > 0, α1 > 0, β > 0이다. n개의 자료 (xt−n+1, xt−n+2, . . . , xt)에 AR(1)을 적용하여

φ̂을 얻은 다음, 식 (3.7)으로부터 (µ̂t−n+1, µ̂t−n+2, . . . , µ̂t)을 구하고, (xt−n+1 − µ̂t−n+1, xt−n+2 −
µ̂t−n+2, . . . , xt − µ̂t)에 GARCH(1,1)을 적용하여 (σ̂t−n+1, σ̂t−n+2, . . . , σ̂t)을 얻는다. 이제, (zt−n+1,

zt−n+2, . . . , zt) = ((xt−n+1 − µ̂t−n+1)/σ̂t−n+1, (xt−n+2 − µ̂t−n+2)/σ̂t−n+2, . . . , (xt − µ̂t)/σ̂t)에GPD

를적용하여 FZ를추정할수있으며, 이로부터 VaRZ
α와 ESZα를추정할수있다. 그리고최종적으로

µ̂t+1 = φ̂Xt, (3.8)

σ̂2
t+1 = α̂0 + α̂1ε

2
t + β̂σ̂2

t

과식 (3.6)로부터 VaRα와 ESα를추정할수있다.

이 때, AR(1)-GARCH(1,1)이 아닌 다른 시계열모형을 가정할 수도 있으나 MF는 위 모형이 “단순하면

서도 효과적(parsimonious but effective)”이라고 주장하고, 실제 자료에서 시계열모형이 아닌 다른 모

형보다 더 나은 성능을 가짐을 보였다. 본 연구에서도 이 모형을 적용하였으며 R의 tseries package에

있는 ar(), garch() 함수로구현하였다.
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한편, Fama (1965)는 변동성(volatility)의 이분산성 존재 가능성을 지적하였으나, 평균의 독립성, 즉

한 시점의 수익률의 방향성이 다른 시점의 수익률의 방향성과는 무관함을 주장하였는데, 본 연구에서

이를 반영하여, 평균에 관한 모형은 고려하지 않고 이분산성만 고려하는 GARCH(1,1) 모형을 AR(1)-

GARCH(1,1) 모형과함께적용하여그성능을비교하였다.

또한, FZ를 정규분포로 가정하여 VaR와 ES를 추정할 수도 있는데, 본 연구에서는 이 방법도 적용하여

다른방법들과성능을비교하였다.

3.2. 성능 비교 결과

앞절에서설명한총 7가지의추정방법들을정리하면다음과같다.

• Historical Simulation: 역사적모의실험에의한추정방법

• AR-GARCH-GPD: 손실 자료에 대해 시계열 모형 AR(1)-GARCH(1,1)을 가정하고, 백색잡음의 꼬

리부분에대한근사분포로 GPD를적용하는방법

• AR-GARCH-Normal: 손실 자료에 대해 시계열 모형 AR(1)-GARCH(1,1)을 가정하고, 백색잡음이

정규분포를따른다고가정하는방법

• GARCH-GPD: 이분산성만 고려하는 시계열 모형인 GARCH(1,1)을 가정하고, 백색잡음의 꼬리 부

분에대한근사분포로 GPD를적용하는방법

• GARCH-Normal: 이분산성만 고려하는 시계열 모형인 GARCH(1,1)을 가정하고, 백색잡음이 정규

분포를따른다고가정하는방법

• iid-GPD: 손실자료가 iid임을가정하고꼬리부분에대한근사분포로 GPD를적용하는방법

• iid-Normal: 손실자료가 iid이면서정규분포를따른다고가정하는분산-공분산방법.

실제 자료를 이용해 추정방법들의 성능을 비교하기 위해, 1990년 1월부터 2009년 8월까지의 한국종

합주가지수(KOSPI) 자료 외에 QRMlib package에 있는 5개국의 주가지수(미국 Dow Jones 지수

1980.1∼2004.3, 영국 FTSE 지수 1990.1∼2004.3, 스위스 주식시장 지수 1990.11∼2004.3, 중국 Hang

Seng 지수 1994.1∼2004.3, 일본 Nikkei 지수 1994.1∼2004.3)를 이용하였다. 6개국 주식시장의 손실

자료는 그림 3.1과 같다. 한국과 중국 같은 이머징마켓의 변동폭이 선진국 시장의 변동폭보다 큼을 알

수있다.

먼저, 추정방법들 사이의 차이를 보기 위해 위 7가지의 추정방법 중 차이가 뚜렷한 AR-GARCH-GPD,

iid-GPD, iid-Normal 3가지 VaR 추정값을 그림 3.2에 나타내었다. 차이를 명확히 보기 위해, 약 20년

동안의 KOSPI 자료 중 2007년 1월 2일부터 2009년 8월 14일까지 약 1년 8개월의 것만 표시하였다.

AR-GARCH-GPD는 손실 자료의 변동 크기에 따라 같이 변하는 것으로 보아 이분산성을 반영하고 있

음을 알 수 있다. iid-GPD는 주어진 기간에서 iid-Normal에 비해 큰 추정값을 제공하고 있으며 특히

2008년미국발금융위기에따른큰변동후그차이가더커짐을알수있다.

후방검증(backtesting)을 통해 총체적인 성능을 비교하였다. 시점 t에서 n개의 손실 자료 (xt−n+1,

xt−n+2, . . . , xt)로 시점 t + 1의 위험측도를 추정하고 실제 자료인 xt+1로 그 성능을 측정한다. 즉,

VaRα의경우 xt+1가시점 t+1에서의 VaRα의추정값인 V̂aR
t

α을벗어나는지여부를측정하고, ESα의

경우 xt+1 − ÊS
t

α의 값을 측정한다. 전체 자료의 수를 N이라고 하면 이 작업을 t = n, . . . , N − 1에 대

해 차례로 실시하여 총체적인 성능을 평가한다. 즉, VaRα의 경우 xt+1이 V̂aR
t

α을 벗어나게 되는 비율

을계산하여명목수준(nominal level) 1−α에얼마나가까운가를본다. ESα의경우관측값(xt+1)과평
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그림 3.1. 6개국 주식시장의 손실 자료

그림 3.2. KOSPI 자료로부터 구한 손실과 3가지 VaR 추정값: 주어진 기간에서 iid-GPD에 의한 추정값이 iid-Normal(분산-

공분산) 추정값보다 크고, AR-GARCH-GPD 추정값은 손실의 변동성에 따라 크기가 많이 달라짐을 알 수 있다.

균의 추정값(ÊS
t

α)의 차가 작을수록 좋은 성능을 갖는다고 할 수 있으므로 다음 식과 같은 값을 계산하

고 RMSD (Root Mean Squared Difference)라부르기로한다:

RMSD =

√√√√√∑
t∈Γ

(
xt+1 − ÊS

t

α

)2

nΓ
.



주식수익률의 VaR와 ES 추정 659

표 3.1. V̂aRα를 벗어나는 점의 수와 유의성

주식시장 KOSPI Dow FTSE Swiss HS Nikkei

자료의 크기(N) 5261 6117 3596 3330 2527 2519

Expected 248 291 165 152 111 111

Historical Simulation 293** 317 186 171 103 121

AR-GARCH-GPD 293** 334* 189 165 106 118

95%
AR-GARCH-Normal 262 265 178 161 92 111

GARCH-GPD 278 323 195* 171 109 117

GARCH-Normal 277 278 190* 176* 100 106

iid-GPD 297** 319 192* 173 104 124

iid-Normal 284* 267 179 169 85* 108

Expected 124 145 82 76 56 55

Historical Simulation 152* 163 107** 104** 61 66

AR-GARCH-GPD 140 170* 94 91 51 63

97.5%
AR-GARCH-Normal 140 165 103* 98* 50 70

GARCH-GPD 142 166 101* 92 52 64

GARCH-Normal 146 180** 106** 111** 58 69

iid-GPD 151* 153 107** 102** 54 67

iid-Normal 162** 162 111** 115** 55 62

Expected 50 58 33 30 22 22

Historical Simulation 70** 79** 50** 44* 31 34*

AR-GARCH-GPD 52 67 43 40 21 25

99%
AR-GARCH-Normal 67* 83** 49** 52** 32* 36**

GARCH-GPD 54 64 44 39 20 25

GARCH-Normal 65* 93** 54** 62** 32* 32*

iid-GPD 65* 63 47* 41 22 30

iid-Normal 95** 86** 67** 73** 36** 33*

Expected 25 29 16 15 11 11

Historical Simulation 46** 48** 34** 27** 19* 24**

AR-GARCH-GPD 30 37 27* 18 12 15

99.5%
AR-GARCH-Normal 42** 60** 29** 34** 21** 25**

GARCH-GPD 30 36 26* 17 9 14

GARCH-Normal 39** 63** 36** 41** 23** 24**

iid-GPD 36* 34 24 23 13 19*

iid-Normal 65** 63** 46** 53** 25** 28**

위 식에서 Γ = {t|n ≤ t ≤ N − 1, xt+1 ≥ V̂aR
t

α}이고, nΓ는 집합 Γ의 크기이다. 이 값은 작을수록

더 나은 성능을 가짐을 의미한다. ESα 추정의 경우 ÊS
t

α가 비편향 추정량이라면 xt+1 − ÊS
t

α의 평균은

0이되어야할것이다. 따라서 RMSD와함께비편향성에대한성능을비교하기위해 xt+1 − ÊS
t

α의 평

균이 0이라는가설을검정하여유의성을평가하였다.

추정방법별로 xt+1가 시점 t + 1에서의 VaRα의 추정값인 V̂aR
t

α를 벗어나게 되는 점의 수를 세어

표 3.1에 나타내었다. 손실 자료의 크기를 N이라고 할 때 후방검증을 총 N − n번 실행하게 되는데

V̂aR
t

α를 벗어나게 되는 점의 수의 기댓값은 (N − n)(1 − α)가 되며 이 값을 각 신뢰수준의 첫 번째

행(Expected 행)에 표시하였다. 추정값을 구하기 위한 자료의 크기 n은 대략 1년 동안의 자료에 해당

하는 300으로 정했다. 이 값이 너무 크면 시장의 변화를 제때 반영 못하게 되며, 반대로 너무 작으면 안

정된 추정을 못하게 된다. 또한, V̂aR
t

α를 벗어나는 점의 수가 지나치게 많거나 적은가를 판단하기 위해
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유의성검정을실시하였다. xt+1 − V̂aR
t

α가 iid임을가정할수있다면

]
{
t|xt+1 − V̂aR

t

α > 0, t = n, n+ 1, . . . , N − 1
}

=

N−1∑
t=n

I
(
xt+1 − V̂aR

t

α > 0
)

의 분포는 이항분포 b(N − n, p)를 따르게 된다 (I(·)는 표시함수(indicator function)이다). 가설 H0 :

p = 1 − α를 검정하여 그 유의성을 판단해서 표 3.1과 같이 표시하였다. 즉, 실제 신뢰수준(actual

confidence level)이 명목 신뢰수준(nominal confidence level)을 만족하는가를 검정하였다. 검정 결과

가 유의수준 0.05에서 유의하면 *로, 유의수준 0.01에서 유의하면 **로 표시하였다. 하지만 이 유의

성 검정은 대략적인 검정임에 주의해야 한다. 설사 xt+1이 iid라 하더라도 V̂aR
t

α가 독립이 아니므로

엄밀하게 이항분포를 따른다고 보기는 어렵기 때문이다. 표 3.1을 보면, 99% 이상의 높은 신뢰수준에

서의 VaR 추정의 경우 역사적 모의실험은 충분하지 않은 표본 크기 때문에 적합하지 않은 추정방법이

라는 것을 알 수 있다. 또한 정규분포를 가정하는 방법(AR-GARCH-Normal, GARCH-Normal, iid-

Normal)은 높은 신뢰수준에서 VaR를 유의하게 과소추정함을 보여준다. KOSPI 자료의 경우 두터운

꼬리는 고려하지만 이분산성을 고려하지 않는 방법인 iid-GPD도 과소추정하게 되는 경향이 있음을 알

수 있다. 따라서 두터운 꼬리와 함께 이분산성을 고려할 필요가 있다는 것을 알 수 있다. 이 사실은 두

터운 꼬리와 이분산성을 동시에 고려하는 AR-GARCH-GPD 또는 GARCH-GPD의 성능으로 확인해

볼 수 있는데, 99% 이상의 신뢰수준의 VaR 추정에서 상대적으로 제일 안정된 시장인 영국을 제외하고

는 이 두 방법에 의한 추정량의 실제 신뢰수준이 명목 신뢰수준과 유의하게 다르지 않아 더 나은 성능

을 가진다고 볼 수 있다. 한편 95%와 같이 그리 높지 않은 신뢰수준에서의 VaR 추정의 경우에는 AR-

GARCH-Normal이 iid-Normal이나 AR-GARCH-GPD보다 더 나은 성능을 보이는데, 이로부터 높지

않은신뢰수준의경우이분산성은여전히고려할필요가있지만두터운꼬리는별도로고려할필요없이

정규분포를가정해도됨을알수있다.

ES의 성능비교 결과를 표 3.2에 요약하였다. RMSD의 크기 기준으로 볼 때 다양한 신뢰수준과 시장에

서 일관되게 나은 성능을 보이는 방법을 찾기 힘들지만 많은 경우 이분산성과 두터운 꼬리를 동시에 고

려하는 AR-GARCH-GPD나 GARCH-GPD의 성능이 이분산성만 고려하는 GARCH-Normal의 성능

보다 떨어진다. (RMSD의 성능을 종합적으로 보기 위해 각 신뢰수준과 주식시장에서 RMSD의 크기를

오름차순으로 정렬하여 각 추정방법의 순위를 구한 다음 모든 신뢰수준과 주식시장에서의 평균 순위를

구하였다. 7개추정방법의평균순위는 5.44, 3.04, 3.33, 2.73, 2.06, 5.38, 6.02로서 GARCH-Normal의

성능이 제일 우수하고 GARCH-GPD와 AR-GARCH-GPD가 그 다음이었다.) 하지만 편향(bias)이라

는 기준에서 보면 결과가 다르다. RMSD와 함께 xt+1 − ÊS
t

α의 평균이 0이라는 가설을 검정하였는

데, 추정량의 편향의 유의성을 평가하여 표시하였다. 이 결과를 보면 AR-GARCH-GPD나 GARCH-

GPD의 편향은 유의하지 않은 반면 GARCH-Normal의 편향은 대부분 유의해, AR-GARCH-GPD나

GARCH-GPD의 성능이 더 우월하다. 두 가지 기준의 성능 결과가 다른 이유를 다음 식으로 설명해 볼

수있다:

RMSD2 ≈ EΓ

(
xt+1 − ÊS

t

α

)2

= VΓ

(
xt+1 − ÊS

t

α

)
+
[
EΓ

(
xt+1 − ÊS

t

α

)]2
.

위 식에서 EΓ와 VΓ는 xt+1 > V̂aR
t

α라는 조건하에서 계산한 기댓값과 분산을 각각 의미한다. 첫 번째

식에서 등호가 아닌 이유는 Y = xt+1 − ÊS
t

α라고 할 때 좌변 RMSD2는 Y 2의 표본평균이지만 우변

은 모평균이기 때문이고, 두 번째 식에서 두 개의 항으로 분리되는 이유는 E(Y 2) = V (Y ) + E2(Y )이

기 때문이다. 위 식에서 알 수 있듯이 편향(EΓ(xt+1 − ÊS
t

α), 엄밀하게는 EΓ(xt+1 − ÊS
t

α) = EStα −
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표 3.2. ÊSα의 성능(RMSD) 비교

주식시장 KOSPI Dow FTSE Swiss HS Nikkei

자료의 크기(N) 5261 6117 3596 3330 2527 2519

Historical Simulation 1.24 1.60 0.60 0.83 1.87 0.98

AR-GARCH-GPD 1.07 1.39 0.50 0.65 1.27 0.88

AR-GARCH-Normal 1.11** 1.59** 0.54** 0.69** 1.44** 0.89**

95% GARCH-GPD 1.02 1.41 0.50 0.63 1.28 0.88

GARCH-Normal 1.02** 1.56** 0.52** 0.66** 1.45** 0.87**

iid-GPD 1.23 1.60 0.59 0.82 1.87 0.98

iid-Normal 1.33** 1.73** 0.65** 0.92** 2.16** 1.01**

Historical Simulation 1.36 2.12 0.55 0.83 2.09 1.04

AR-GARCH-GPD 1.32 1.75 0.52 0.69 1.55 0.93

AR-GARCH-Normal 1.28** 1.90** 0.53* 0.69** 1.61** 0.91*

97.5% GARCH-GPD 1.23 1.77 0.51 0.66 1.53 0.94

GARCH-Normal 1.14** 1.83** 0.52** 0.63** 1.57** 0.88*

iid-GPD 1.33 2.16 0.55 0.81 2.13 1.05

iid-Normal 1.46** 2.12** 0.63** 0.92** 2.45** 1.07**

Historical Simulation 1.49 3.25 0.50 0.91 2.77 1.22

AR-GARCH-GPD 1.60 2.44 0.51 0.79 1.84 0.97

AR-GARCH-Normal 1.52** 2.51** 0.54** 0.73** 1.69** 0.97*

99% GARCH-GPD 1.41 2.50 0.49 0.77 1.93 1.07

GARCH-Normal 1.38* 2.38** 0.51** 0.63** 1.73** 1.00*

iid-GPD 1.45 3.06 0.55 0.94 2.48 1.04

iid-Normal 1.56** 2.77** 0.57** 0.91** 2.73** 1.12**

Historical Simulation 1.46** 3.78 0.55 0.92 2.82 1.11

AR-GARCH-GPD 1.70 3.19 0.42 0.96 1.92* 1.08

AR-GARCH-Normal 1.68** 2.83** 0.53** 0.77** 1.82** 0.99*

99.5% GARCH-GPD 1.61 3.11 0.43 0.95 2.45** 1.28

GARCH-Normal 1.54* 2.77** 0.47** 0.66* 1.80** 1.00

iid-GPD 1.45 4.19 0.67 1.32 2.31* 1.30

iid-Normal 1.66** 3.15** 0.54** 0.91** 3.04** 1.01**

EΓ(ÊS
t

α)이므로 일반적인 정의의 편향과 반대 부호를 가짐)의 절대값의 크기가 작더라도 분산이 크

면 RMSD가 더 커질 수 있다. 편향과 분산을 종합한 RMSD의 크기도 중요하지만 편향의 유의성 또

한 무시할 수 없다. 표에 나타내지는 않았지만 두터운 꼬리를 고려하지 않는 AR-GARCH-Normal,

GARCH-Normal, iid-Normal의 EΓ(xt+1 − ÊS
t

α)의 부호가 일관되게 양의 값을 갖는 것을 확인할 수

있었는데, 이는정규분포를가정하는추정량에과소추정이라는편향의문제가있음을의미한다.

4. 다시점 후의 추정

바젤위원회는 포트폴리오의 10일 후의 VaR를 계산할 것을 요구하고 있다. 일반적으로 h 시점 후의 추

정방법은 h 시점후의손실인 xt+1 + xt+2 + · · ·+ xt+h의분포에대한가정에따라달라진다.

4.1. 위험측도의 추정방법

먼저 시계열 모형을 이용하는 방법에 대해 알아보자. AR(1)-GARCH(1,1) 모형 (3.5)와 (3.7)로부터
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FXt+1|St에 대한 모형을 유도할 수 있었으나, 이로부터 h 시점 후 손실 분포인 FXt+1+Xt+2+···+Xt+h|St

를 해석적으로(analytically) 유도하기는 어렵다. 그래서 MF는 시뮬레이션 기법을 제안하였다. 즉, 미

래 손실 값 xt+1, xt+2, . . . , xt+h을 충분히 많이 생성해 이 값들을 이용하여 FXt+1+Xt+2+···+Xt+h|St를

추정할 것을 제안하였다. 미래 손실 값을 생성하기 위해 MF는 먼저 시계열 모형 (3.5)에서 시점에 관

계없이같은분포를가지는백색잡음을생성하는방법을제시하였다. 이방법은붓스트랩(bootstrap)과

GPD를혼합한것으로다음과같다:

1. n개의관측잔차 zt−n+1, zt−n+2, . . . , zt로부터한개의값을랜덤하게추출한다;

2. 이 값이 임계값(예를 들어 잔차의 0.9 분위수) 보다 크면 이 값보다 큰 잔차의 값들에 GPD를 적용

하여 새로운 잔차의 값을 정하고 (이 때 GPD는 임계값을 초과하는 값에 대한 조건부 분포(excess

distribution)라는점에주의해야한다)

3. 이 값이 음의 방향의 임계값(예를 들어 잔차의 0.1 분위수) 보다 작으면 이 값보다 작은 잔차의 값들

에 GPD를적용하여새로운잔차의값을정한다;

4. 2와 3의 조건이 만족되지 않는 경우에는 (즉, 잔차의 절대값이 크지 않을 때에는) 단계 1에서 추출한

값을새로운잔차의값으로정한다.

위 1∼4단계에 의해 하나의 새로운 잔차가 결정되는데, 이 작업을 h번 반복하여 미래의 잔차 zt+1, zt+2,

. . . , zt+h를 얻는다. 다음 단계로, 식 (3.8)을 적용하여 µ̂t+1과 σ̂t+1을 구하고, 이 값들과 잔차 zt+1을

식 (3.5)에 적용하여 xt+1을 생성한다. 생성한 xt+1을 (3.8)에 다시 적용하여 µ̂t+2와 σ̂t+2를 얻

고 이미 생성한 잔차 zt+2를 식 (3.5)에 다시 적용하여 xt+2를 얻을 수 있다. (이 때 시계열 모형

의 모수인 φ, α0, α1, β의 추정값은 새로이 구하지 않는다.) 이와 같은 작업을 h번 반복하여 생성한

xt+1, xt+2, . . . , xt+h로부터 h 시점 후의 손실 값 xt+1 + xt+2 + · · · + xt+h를 생성할 수 있는데, 이상

의전체작업을충분히 (예를들어 1000번)반복하여 FXt+1+Xt+2+···+Xt+h|St를추정할수있다. 이때

위험 추정의 정확도를 높이기 위해, 생성한 자료에 GPD 방법을 다시 한 번 적용할 것을 MF는 제안하

였는데, 본 연구에서도 그렇게 하였다. 이 방법을 Simulated-AR-GARCH-GPD 방법이라 부르기로 한

다.

MF는미래손실을생성하는단계에서 AR(1)-GARCH(1,1) 모형을적용하였으나, 본연구에서는한시

점 이후의 추정 문제에서 밝힌 바와 같은 이유로 평균에 관한 모형은 고려하지 않고 이분산성만 고려

하는 GARCH(1,1) 모형도 같이 적용하여 성능을 비교하여 보았는데, 이 방법을 Simulated-GARCH-

GPD라고부르기로한다.

한편, MF는 Simulated-AR-GARCH-GPD 방법과 함께
√
h기법이라고 불리는 방법을 적용하여 비교

하였다. 이방법은신뢰수준 α에서한시점후의 VaR와 ES 추정을위한식 (3.6)에서표준편차 σ 대신√
hσ를써서

VaRα = µt+1 +
√
hσt+1VaRZ

α

ESα = µt+1 +
√
hσt+1ESZα

식에 의해 추정하는 방법으로서 미래 손실값을 생성할 필요가 없다. 만약 xt+1, xt+2, . . . , xt+h가 iid라

면 xt+1 +xt+2 + · · ·+xt+h의표준편차가 xt+1의표준편차의
√
h배가되겠지만, 시계열모형을가정하

고 있으므로 MF가 지적한 대로 이 방법의 이론적 타당성은 없다. 이 방법을
√
h-AR-GARCH-GPD로

부르기로한다.

이와 함께 (3.1), (3.2) 식에서 σ̂ 대신에
√
hσ̂를 대입한 방법도 같이 고려하였는데, 이 방법을

√
h-iid-

Normal로부르기로한다.
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그림 4.1. 10일 후 손실과 99% 신뢰수준에서의 VaR 추정값: 이분산성과 두터운 꼬리를 고려하지 않는
√
10-iid-Normal는

추정값의크기가작고변동도적다. 10일단위로묶어변환한자료에적용하는 AR-GARCH-GPD는 10일단위의주기성이라는

나쁜특성을보인다. Simulated-AR-GARCH-GPD는
√
10-AR-GARCH-GPD보다관측값의변동에더민감하게반응한다.

또한, 주어진 자료를 다음과 같이 다시점 자료로 변형하여 적용하는 방법도 고려하였다. 시점 t에서 주

어진 n개의 자료 xt−n+1, xt−n+2, . . . , xt를 h개씩 묶어 y1, y2, . . . , yn/h로 변형한다 (n은 h의 배수로

가정). 즉 yi = xt−n+(i−1)h+1 + · · · + xt−n+ih이다. 그러면 변형된 자료에서 한 시점 후의 자료는

y(n/h)+1 = xt+1 + xt+2 + · · · + xt+h로서 원래 자료에서 h 시점 후의 손실이 된다. 따라서 변형된 자

료 y1, y2, . . . , yn/h에 대해 3절의 7가지 방법들을 적용해볼 수 있다. 이 방법들은 다시점 후의 추정 문

제를 보다 단순한 한 시점 후의 추정 문제로 바꾸어 생각할 수 있다는 장점은 있으나 가용 자료의 수가

n개에서 n/h개로 줄어든다는 단점이 있다. 변환된 자료에 대해 앞 절의 7가지 방법을 모두 적용해 보

았으나 이 중 AR-GARCH-GPD의 결과만 보고하기로 한다. 왜냐하면 변환된 자료에 적용하는 방법이

원래자료에적용하는방법보다성능이좋지않았기때문이다.

4.2. 성능 비교 결과

앞 절에서 설명한 5가지 방법을 종합적으로 비교하기 전에 KOSPI 자료를 이용해서 그 특성을 먼저 살

펴보았다. 그림 4.1은 2007년 1월 2일부터 8월 3일까지 표현한 것이다. 가로축의 각 시점에서 세로

축 값은 10일 후의 손실 xt+1 + xt+2 + · · · + xt+10의 관측값과 VaR0.99 추정값을 나타낸다. 이웃하는

두 시점에서의 손실의 관측값은 겹치는 기간이 있으므로 그림 3.2와 달리 랜덤하지 않다. Simulated-

GARCH-GPD에 의한 추정값은 Simulated-AR-GARCH-GPD와 비슷해서 그래프의 복잡함을 피하기

위해생략하였다.

그림 4.1에서
√

10-iid-Normal은 이분산성과 두터운 꼬리를 고려하지 않으므로 다른 방법들에 비해 변

동성이 낮고 작은 추정값을 보인다. 한편, 1일 단위에서 10일 단위로 변환한 자료에 적용하는 AR-

GARCH-GPD는다른방법들에비해주기성을보이는데, 그이유는 10일을주기로추정에쓰이는자료

가 거의 일치하기 때문이다. n = 300일 때 시점 t에서 추정에 쓰이는 30개의 자료를 y1, y2, . . . , y30라

고 하면 시점 t + 10에서 추정에 쓰이는 30개의 자료는 y2, y3, . . . , y30에 새로운 하나의 자료 xt+1 +

xt+2 + · · · + xt+10가 추가되므로 30개 중에서 29개의 자료가 일치하게 된다. 따라서 시점 t에서의 추
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표 4.1. V̂aRα를 벗어나는 점의 수

주식시장 KOSPI Dow FTSE Swiss HS Nikkei

자료의 크기(N) 5261 6117 3596 3330 2527 2519

Expected 248 290 164 151 111 111

Simulated-AR-GARCH-GPD 260 311 168 188 115 91

95%
Simulated-GARCH-GPD 319 330 202 196 124 84√
h-AR-GARCH-GPD 320 298 177 172 126 104

AR-GARCH-GPD 363 415 240 255 140 141√
h-iid-Normal 274 229 139 162 86 92

Expected 124 145 82 76 55 55

Simulated-AR-GARCH-GPD 121 181 84 107 59 42

97.5%
Simulated-GARCH-GPD 155 176 103 121 68 36√
h-AR-GARCH-GPD 182 162 96 96 58 44

AR-GARCH-GPD 196 222 137 129 70 74√
h-iid-Normal 143 130 80 108 55 48

Expected 50 58 33 30 22 22

Simulated-AR-GARCH-GPD 47 78 35 50 34 22

99%
Simulated-GARCH-GPD 71 82 45 50 36 19√
h-AR-GARCH-GPD 81 58 40 50 30 16

AR-GARCH-GPD 96 94 55 63 29 31√
h-iid-Normal 85 73 43 64 37 19

Expected 25 29 16 15 11 11

Simulated-AR-GARCH-GPD 27 52 22 30 25 14

99.5%
Simulated-GARCH-GPD 38 49 27 33 26 12√
h-AR-GARCH-GPD 36 29 27 28 21 8

AR-GARCH-GPD 61 57 36 36 20 19√
h-iid-Normal 59 58 33 48 30 12

정값과 시점 t + 10에서의 추정값은 매우 비슷할 수밖에 없다. 이런 특성은 변환된 자료에 적용하는

7가지 방법 모두에 공통되는 좋지 않은 특성이다.
√

10-iid-Normal와 AR-GARCH-GPD 두 방법에 비

해 Simulated-AR-GARCH-GPD와
√

10-AR-GARCH-GPD 두 방법에 의한 추정값은 관측값이 변함

에 따라 같이 변하는데 Simulated-AR-GARCH-GPD가
√

10-AR-GARCH-GPD보다 조금 더 민감하

게변하는것을그림 4.1에서알수있다.

MF는 다시점 후의 추정 문제에서 Simulated-AR-GARCH-GPD와
√
h-AR-GARCH-GPD 두 가지만

적용하여 비교 결과를 보고하였으나, 본 연구에서는 Simulated-GARCH-GPD,
√
h-iid-Normal, AR-

GARCH-GPD를 포함시켜 총 다섯 가지의 비교 결과를 보고하고자 한다. 추정방법의 성능은 3.2절과

같은 방식으로 계산하였다. 즉, 각 주식시장에 대해 전체 자료의 수를 N이라고 하면 t = n, . . . , N −
h에서 h 시점 후의 VaR와 ES를 추정하여 실제 관측값 xt+1 + xt+2 + · · · + xt+h와 비교하였다. VaR

추정의 성능 비교를 위해서 추정값을 벗어나는 점의 수를 세어 기대 빈도와 비교하고, ES 추정의 성능

비교를 위해 RMSD를 계산하였다. 하지만 3.2절과 달리 유의성에 대한 판단은 하지 않았다. 왜냐하면

MF가 주장한 것과 같이 연속하는 두 시점에서의 비교는 겹치는 구간의 관측값으로 인해 독립이 아니기

때문이다. 예를들어 t시점에서 h시점후의손실 xt+1 + xt+2 + · · ·+ xt+h과 (t+ 1)시점에서 h시점후

의 손실 xt+2 + xt+2 + · · · + xt+h+1은 (h − 1)개의 겹치는 관측값이 있어, 두 시점에서 VaR 추정값을

벗어나는가의여부가독립적인베르누이시행이아니기때문이다.
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표 4.2. ÊSα의 성능(RMSD) 비교

주식시장 KOSPI Dow FTSE Swiss HS Nikkei

자료의 크기(N) 5261 6117 3596 3330 2527 2519

Simulated-AR-GARCH-GPD 2.64 4.46 1.77 2.60 5.78 2.42

Simulated-GARCH-GPD 2.62 4.46 1.75 2.68 5.55 2.25

95%
√
h-AR-GARCH-GPD 2.60 4.34 1.83 2.53 5.37 2.22

AR-GARCH-GPD 4.31 4.33 2.41 3.75 7.58 2.90√
h-iid-Normal 3.82 5.10 2.37 3.80 7.22 1.84

Simulated-AR-GARCH-GPD 2.30 5.36 1.88 2.33 6.63 2.52

Simulated-GARCH-GPD 2.29 5.57 1.81 2.23 6.34 2.16

97.5%
√
h-AR-GARCH-GPD 2.26 5.37 1.91 2.59 6.55 2.53

AR-GARCH-GPD 4.57 4.85 2.89 4.98 10.3 3.31√
h-iid-Normal 4.36 6.33 2.51 4.04 8.27 1.79

Simulated-AR-GARCH-GPD 1.77 7.40 1.81 2.22 6.99 2.52

Simulated-GARCH-GPD 2.25 7.52 1.87 2.02 7.02 1.84

99%
√
h-AR-GARCH-GPD 1.94 7.80 2.01 2.33 7.18 1.62

AR-GARCH-GPD 5.47 5.91 5.12 5.97 10.10 3.40√
h-iid-Normal 4.68 7.84 2.69 4.43 9.12 1.86

Simulated-AR-GARCH-GPD 1.84 8.71 1.72 1.98 6.93 2.13

Simulated-GARCH-GPD 2.54 9.26 1.86 1.96 6.93 2.17

99.5%
√
h-AR-GARCH-GPD 1.69 10.3 1.98 2.45 7.12 1.31

AR-GARCH-GPD 6.00 5.52 2.06 4.03 10.60 4.26√
h-iid-Normal 4.89 8.37 2.58 4.53 9.50 1.84

본 연구에서는 h = 10, n = 300으로 정해 추정방법의 성능을 비교하였다. 먼저 표 4.1에 VaR 추

정의 성능 비교 결과를 보고하였다. KOSPI 자료의 경우 모든 신뢰수준에서 Simulated-AR-GARCH-

GPD의 값이 기대 도수에 가장 가까워 성능이 제일 우수함을 알 수 있으나 그 외 주식시장에서는 신뢰

수준에 따라 결과가 달랐다. 전반적인 성능을 비교하기 위해 편향의 절대값의 크기를 오름차순으로 정

렬했을 때의 순위를 6개의 주식시장과 4개의 신뢰수준에서 각각 구한 다음 평균을 구하였다. 그 결과

인 평균 순위는 표에 있는 5개의 추정방법의 순서로 2.08, 3.21, 2.21, 4.52, 2.98로서 Simulated-AR-

GARCH-GPD와
√
h-AR-GARCH-GPD의 성능이 다른 방법들에 비해 우수하였다. Simulated-AR-

GARCH-GPD의 성능이 Simulated-GARCH-GPD 보다 나은 성능을 갖는다는 사실은 다시점에서의

추정에서는 평균에 관한 모형을 고려해 줄 필요가 있음을 시사한다. 한편 한 시점에서의 추정에서 단순

히 표준편차의 크기만 조정해주는
√
h-AR-GARCH-GPD도 전반적으로 떨어지지 않는 성능을 보여주

는데, 이 결과는 MF의 결과와 다르다. MF는 본 연구와 다른 주식시장과 환율, 금값 등의 자료에 대

해 적용한 결과
√
h-AR-GARCH-GPD가 Simulated-GARCH-GPD에 비해 과소추정하는 경향이 있어√

h가아닌 ha, a > 1/2로조정할필요가있음을지적하였다.

변형된 자료 y1, y2, . . . , yn/h에 적용하는 7가지 방법(AR-GARCH-GPD와 보고하지 않은 다른 6가지

방법)의 경우 n = 300이면 실제 추정에 쓰인 자료는 n/h = 300/10 = 30개 밖에 되지 않는다. 충분하

지 못한 자료 크기 때문에 성능이 떨어지는지를 확인하기 위해 n = 1000과 3000으로 실험해 보았으나

과소추정의문제(VaR 추정값을벗어나는관측값이과다하게많은문제)가해소되지않았다.

다음으로 표 4.2에서 ES 추정의 성능을 RMSD를 통해 비교하였다. Dow Jones 자료를 제외하면 원

자료에 대해 이분산성과 두터운 꼬리를 모두 고려하는 세 가지 방법, Simulated-AR-GARCH-GPD,

Simulated-GARCH-GPD,
√
h-AR-GARCH-GPD의 성능이 나머지 두 방법보다 좋았다 (Dow Jones
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자료에는 그림 3.1에서 알 수 있듯이 25.6%라는 극단적으로 큰 값이 하나 있는데, 이 값을 제외하고

분석하면 다른 자료에서와 같은 결과를 보인다.). 제일 나은 성능을 보이는 방법은 자료의 종류와 신

뢰수준에 따라 다른데, 5가지 방법의 평균 순위는 2.33, 2.25, 2.42, 4.21, 3.79로서, VaR 추정과 달리

Simulated-GARCH-GPD의 성능이 나쁘지 않았다. 5가지 방법 중에서 AR-GARCH-GPD의 성능이

제일 떨어진다. 그 이유는 그림 4.1에서 설명한 대로 변형된 자료 y1, y2, . . . , yn/h에 적용하는 방법에

는 주기성이라는 좋지 않은 특성이 있는데, 이 특성 때문인 것으로 판단된다. 그리고, 표로 제시하지 않

았지만 ES 추정값의 평균과 표준편차도 구해 보았는데, 전체 5가지 방법 중에서는
√
h-iid-Normal의

평균과 표준편차가 제일 작았으며, 성능이 비슷한 세 방법, Simulated-AR-GARCH-GPD, Simulated-

GARCH-GPD,
√
h-AR-GARCH-GPD 중에서는

√
h-AR-GARCH-GPD의평균과표준편차가대체로

작았다.

5. 요약과 결론

금융 시계열 중에서 주식 수익률 자료에 대해 VaR와 ES라는 두 위험측도의 추정방법을 비교해 보았다.

한 시점 후의 추정과 다시점 후의 추정은 자료에 대한 모형이 다르고 그에 따라 추정방법도 다르기 때문

에각각의경우로나누어비교해보았다. 역사적모의실험과분산-공분산방법등의전통적방법과함께

이분산성과 두터운 꼬리를 동시에 고려하는 방법 등의 성능을 비교해 보았다. 2008년 말 미국발 금융위

기를포함한약 20년동안의 KOSPI 자료와외국 5개국주식시장의자료를이용하였고, 기존연구의방

법외에추가적으로몇가지방법을고려하였다.

우선 주식시장별로 추정방법의 성능 결과가 달라진다는 점을 지적해야 할 것 같다. 변동성이 큰 주식

시장과 안정된 주식시장이 있고 그 특성에 따라 추정방법의 성능이 달라진다 (Seymour과 Polakow,

2003). 따라서우리나라주식수익률에적절한방법이무엇인가에관한연구가필요하다. 또한신뢰수준

의 크기에 따라서도 성능이 달라진다. 예를 들어 99.5%와 같이 높은 신뢰수준에서는 자료의 크기 문제

로 역사적 모의실험과 같은 방법은 적용하기 힘들며, 두터운 꼬리의 효과는 95%와 같은 낮은 신뢰수준

에서문제가되지않을수도있다.

일정기간동안의 6개국의주식수익률이라는제한된자료를이용한실험이긴하지만, 실험을통해발견

한사실들을요약하면다음과같다:

• 1일 후 추정의 경우 이분산성과 두터운 꼬리는 모두 고려해야 한다. 표 3.1과 3.2에서 공통적으로 이

두 가지를 모두 고려하는 시계열 모형인 AR-GARCH-GPD나 GARCH-GPD의 성능이 두터운 꼬리

만 고려하는 iid-GPD나 이분산성만 고려하는 AR-GARCH-Normal보다 6개 주식시장 모두에서 나

은성능을보였다.

• 10일 후 추정의 문제에서는 10일 단위로 자료를 변환하여 추정하는 방법은 변환된 자료의 주기성

때문에 성능이 좋지 않다. 변환된 자료에 대해 AR-GARCH-GPD 모형을 적용시키더라도 주기성

때문에 좋지 않은 성능을 보인다. 10일 후 추정을 위한 방법 중에 Simulated-AR-GARCH-GPD,

Simulated-GARCH-GPD,
√
h-AR-GARCH-GPD의 성능이 우수하였는데, 이 방법들은 모두 기본

적으로 이분산성과 두터운 꼬리를 동시에 고려하는 모형이며, 1일이 아닌 10일 후의 추정으로 인해

높아진불확실성을반영하는방법에차이가있을뿐이다.

• 시계열 모형에서 분산이 아닌 평균에 관한 모형이 필요한가에 관심을 두어 1일 후 추정에서 AR-

GARCH-GPD와함께 GARCH-GPD를, 10일후추정에서는 Simulated-AR-GARCH-GPD와함께

Simulated-GARCH-GPD를 적용해 비교해 보았다. 1일 후 추정에서는 두 방법 사이에 차이가 없거

나 오히려 평균을 고려하지 않는 방법의 성능이 나았으며, 10일 후 추정에서는 VaR 추정과 ES 추
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정의 결과가 달랐다. 표 4.1의 VaR 추정에서는 평균에 관한 모형을 고려해 주는 것이, 표 4.2의 ES

추정에서는 오히려 고려해 주지 않는 방법의 성능이 평균 순위의 기준에서 조금 더 나았다. 하지만

KOSPI 자료에서는 VaR 추정과 ES 추정 모두에서 평균에 관한 모형을 고려해주는 Simulated-AR-

GARCH-GPD의성능이더나았다.

• KOSPI 자료에 대한 1일 후 VaR 추정의 경우, 정도의 차이는 있지만 모든 추정방법의 관측 빈도가

기대 빈도보다 커서 VaR에 대한 과소추정의 문제가 있음을 알 수 있다. 이분산성과 두터운 꼬리를

동시에 고려하는 AR-GARCH-GPD나 GARCH-GPD의 경우 이 편향의 크기가 유의하지는 않았지

만 모든 신뢰수준과 추정방법에서 예외 없이 관측빈도가 기대빈도보다 크다는 점은 더 나은 추정방법

이있을수있음을시사한다.
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Abstract
Various estimators of two risk measures of a specific financial portfolio, Value-at-Risk and Expected Shortfall,

are compared for each case of 1-day and 10-day horizons. We use the Korea Composite Stock Price Index

data of 20-year period including the year 2008 of the global financial crisis. Indexes of five foreign stock

markets are also used for the empirical comparison study. The estimator considering both the heavy tail of

loss distribution and the conditional heteroscedasticity of time series is of main concern, while other standard

and new estimators are considered too. We investigate which estimator is best for the Korean stock market

and which one shows the best overall performance.

Keywords: Value-at-Risk, heavy-tailed distribution, generalized Pareto distribution, conditional het-

eroscedasticity.

1Corresponding author: Professor, Department of Statistics and Actuarial Science, Soongsil Univeristy,

Sangdo-dong 511, Dongjak-ku, Seoul 156-743, Korea. E-mail: jxk61@ssu.ac.kr




