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연산의 관점에서 본 등식의 성질에 관한 고찰

김 부 윤 ․ 정 영 우 ․ 박 영 식

ABSTRACT. We study the theoretical background on the relationship 

between the equality property and operations treated in different 

sub-areas in secondary school mathematics curriculum respectively 

studied. Furthermore, we discuss in detail the equality property in 

rational numbers field ℚ and the real numbers field ℝ. Through this 

study, professional knowledges of school teachers are enhanced so that 

these aforementioned knowledges are connected smoothly to teaching 

activities in classrooms.*

Ⅰ. 서 론

중등학교 수학과 교육과정의 한 영역인 ‘수와 연산’은 수 개념의 이해와 수 연

산의 이해 및 숙달을 목표로 한다. 바꾸어 말하면, 각 수 체계에 대한 이해를 목

표로 하는 것이다. 수 체계에 대한 이해는 또한 방정식의 해를 구하기 위해 수를

확장시켜 온 인간 활동에 대한 이해이기도 하다. 자연수로부터 정수, 유리수, 실

수, 복소수로 필요에 의해 수를 확장하여 정의하고 나면, 확장된 수 집합이 수

체계를 형성하는가가 과제가 된다. 이 때 수 체계를 형성한다는 것은 연산이 정

의됨으로써 가능하게 된다. 따라서 연산에 대한 이해는 수 체계의 이해에 있어

중요한 요소이다.

현행 수학과 교육과정에서 ‘연산’에 관한 내용은 고등학교 1학년에서 다루어지

고 있는데 그 내용은 다음과 같다.
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이 내용은 ‘주어진 연산에 대해 닫혀 있다.’는 정의를 한 것이다. 그러므로 이

내용이 도입되기 전에 ‘연산’에 대한 정의의 도입이 필요하다. 왜냐하면 현행 중

등학교 교육과정에서는 사칙연산만을 다루고 있음에도 위와 같은 일반연산의 내

용을 아무런 맥락 없이 사용함으로써 학생들은 연산∘를 사칙연산을 대표하는

문자 정도로 오해할 가능성이 있다. 실제로 이 후의 내용도 사칙연산에 관한 것

만이 다루어지고 있다.

그렇다면 왜 우리는 주어진 연산에 대해 닫혀 있는가를 판단해야 하는가? 그

리고 주어진 연산은 어디에서 주어진 것인가? 이러한 의문에 대한 답을 위의 내

용에서는 얻을 수 없다. 그러므로 교사는 방정식의 해를 구하기 위해 대수적 구

조를 구성할 때의 핵심 요소인 ‘연산’의 의의가 잘 드러나도록 교과서의 내용을

재구성할 필요가 있다. 이를 위해 교사는 자신이 가르칠 지식에 대한 심도 있는

이해가 필요하다.
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본 연구에서는 교사의 전문성 신장을 위하여 연산에 대한 배경적 이론을 제공

한다는 의도에서 ① ‘연산’과 ‘등식의 성질’과의 관계를 알아보고, ② 등식의 성질

이 가지는 ‘연산을 규정짓는 조건’이란 관점에서 등식의 성질에 대해 고찰하며,

마지막으로 ③ 연산이 가지는 의의를 경험시키기 위한 지도 방안을 제안한다.

Ⅱ. 본 론

가. 연산의 정의와 등식의 성질과의 관계

김종태(2010)에 의하면, 일반적으로 집합  에서 ⊕가 연산이 되기 위한 필요

충분조건은 다음과 같다：

① 만일  ∈ 이면, ⊕∈ 이다. (닫혀 있다)

② 만일   이고   이면, ⊕  ⊕이다. (등식의 성질)

예를 들어, 정수 전체의 집합 ℤ에 다음 그림과 같은 분할을 생각해 보자：

ℤ

   

  

⋯    ⋯

ℤ     ∪  ∪⋯     ⋯

즉, 분할  를       라 두자. 그리고 임의의 주어진

   ∈ 에 대하여 ⊕를

 ⊕     

로 정의하자. 그러면 ⊕에 대해 다음 표를 얻을 수 있다：
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⊕     

       

     

       

위의 표에서 알 수 있듯이,  는 ⊕에 대해 닫혀 있다. 그러나 등식의 성질은

만족하지 않는다. 왜냐하면 예를 들어,    이고   이지만

 ⊕     이고 ⊕     이다. 그러므로  ≠  이

되기 때문이다. 이렇게 등식의 성질이 성립하지 않으면 다음과 같은 문제가 생긴

다. 예를 들어, 집합  에서 방정식

⊕   

의 해를 구해보자. 그러면

      

와 같이 두 개의 해가 얻어지는데, 이것은 일차방정식의 해가 한 개 이하라는 명

제에 위배된다. 이러한 결과는 위와 같은 분할 아래에서는 등식의 성질이 성립하

지 않기 때문에 일어나게 된 것이다. 즉, 연산은 닫힘성과 함께 등식의 성질이

성립하여야 한다. 이처럼 등식의 성질은 연산을 규정짓는 중요한 개념이다.

그러나 실제 중학교에서 등식의 성질을 다루는 것은 중학교 1학년 ‘일차방정식

의 풀이’와 관련된 단원인데, 이 때 다루는 수의 범위는 정수이다. 개정 수학과

교육과정에서도 다음과 같이 밝히고 있다：
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그런데 정수는 그 표현이 유일하므로 똑같은 것을 더하고, 빼고, 곱하고, (이

아닌 것으로) 나누어도 결과가 같다는 것은 어쩌면 너무나 자연스러운 현상이다.

그러나 이런 현상은 등식의 성질이 가지고 있는 가치의 한 단면만을 다루고 있

을 뿐이다.

실제로 연산은 이항연산을 의미하며, 다음과 같이 정의한다：

<정의 2.1> 집합 ≠∅의 임의의 원소  에 대하여 의 단 하나의 원

소 를 대응시키는 함수

：× →     

를  위의 이항연산(binary operation) 또는 간단히 연산이라 한다. 또 ∘와 같은

기호를 사용하여  를 ∘ 로 나타내고,  대신에 ∘를  위의 연산이라

한다. 그리고 집합  위에 연산 ∘이 정의되어 있다(defined)고 한다.

<정의 2.2> 집합  위에 연산 ∘이 정의되어 있을 때, 의 부분집합  에

대하여

 ∈ ⇒ ∘ ∈

인 경우에 집합  는 연산 ∘에 대해 닫혀 있다(closed)고 한다.

이항연산의 정의에서 알 수 있듯이, 연산의 결과는 집합 의 원소이다. 즉, 연

산의 정의는 이미 닫혀 있다를 만족한다. 그러므로 ‘연산에 대하여 닫혀 있는가?’

라는 질문은 연산이 정의되는 집합에서는 의미가 없다. 만일 집합 의 부분집합

를 생각할 때 이 집합이 체의 구조를 이루기 위해서는 집합 의 연산이 집합

에서 만족되는가가 문제가 되는데, 이때 ‘등식의 성질’은 이미 구축되어 있으므

로 ‘닫혀 있다’가 중요한 요소가 되는 것이다. 따라서 <정리 2.2>가 정의될 필요

가 있는 것이다.

이제 수 집합의 경우로 한정하여 생각해 보자. 먼저 자연수와 정수는 그 표현

이 유일하므로 연산을 정의할 때는 이 조건만으로도 충분하다. 그러나 잉여류 전

체의 집합 ℤ이나 유리수의 집합 ℚ의 경우에는 한 집합 안에 상등에 의해 같

은 것으로 분류되는 값들이 많이 존재한다. 집합에서는 같은 것을 하나의 원소로

처리한다. 따라서 집합에서는 같은 것과 다른 것을 구별 짓는 것이 중요하므로,

무엇을 같은 것으로 볼 것인가 하는 상등의 정의가 반드시 주어져야 한다. 예를
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들어, ℤ이나 ℚ의 경우, 상등은 동치관계와 동치류 개념을 이용하여 정의한다.

<정의 2.3> 정수 전체의 집합 ℤ 위에 정의된 합동관계 ≡ mod 에 의

하여 결정되는 법 에 관한 잉여류(residue class modulo )를 다음과 같이 정

의한다：

 ∈ℤ  ≡  mod 

<정리 2.1> 양의 정수 에 대하여 ℤ    ⋯  이라 하고, 법 에

관한 잉여류 전체의 집합을 ℤ이라고 하면, 다음이 성립한다：

(1)   ⇔ ≡ mod 

(2) 각 주어진 ∈ℤ에 대하여 ≡  mod  즉, ℤ에서  인 정수

∈ℤ가 단 하나 존재한다. 따라서

ℤ   ∈ℤ   ⋯  ℤ   ℤ   

이다. 여기서   ∈ℤ  ≡  mod 이다.

<정리 2.2> 양의 정수 과 정수    에 대하여, 만일

≡  mod  ≡  mod 이면,

 ≡   mod  ≡  mod 

이 성립한다.

법 에 관한 잉여류 전체의 집합 ℤ   ⋯  위에 덧셈과 곱셈을

다음과 같이 정의하자.

(ⅰ)    (ⅱ) ⋅  

그러면 덧셈과 곱셈은 잉여류  의 대표원  에 관계없이 잘 정의된
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(well-defined) 연산이다. 즉,      일 때,        ,

⋅   ⋅ 이 성립한다. 실제로      이면

≡  mod  ≡  mod 이므로

 ≡   mod , ≡  mod 

이고, 따라서  ,   이다.

여기서 ‘     일 때,   ,   이 성립한다.’는 것이 등식의

성질이다. 그리고 자연수나 정수는 동치류를 자기 자신만을 원소로 가지게 정의

할 수 있으므로 잘 정의된다. 그러므로 김종태(2010)의 연구에서 연산의 조건을

‘닫혀 있다’와 ‘등식의 성질’로 규정한 것은 정당하다고 할 수 있다.

나. 유리수 체계에서의 등식의 성질

유리수는 

 ∈ℤ    로 정의되어진다. 이것은 유리수의 개념들

중 ‘비’에 대한 개념인데, 이 경우도 동치관계에 의한 동치류로 유리수의 집합을

정의한다. 또한 이것은 그리스 시대의 ‘통약가능성’을 내포하고 있는 개념이다.

이를 위해 먼저 상등(equality)의 개념을 다음과 같이 정의한다：




 


⇔   

서로 같은 것과 다른 것이 분류되고 나면, 이들 사이의 연산을 생각하게 된다.

유리수에서의 덧셈과 곱셈을 다음과 같이 정의한다：

덧셈：

 


 

곱셈：

⋅

 


이제 이것이 연산이 됨을 보이자. 먼저 자연수는 덧셈과 곱셈에 대해 닫혀 있



김 부 윤 · 정 영 우 · 박 영 식186

으므로 위의 덧셈과 곱셈은 

 ∈ℤ  꼴이 되어 유리수에 대해 닫혀 있다.

다음으로 등식의 성질을 만족하는지 보이자.

만일 


 


이고 


 


이면   이고   이다. 그리고 이것

이 등식의 성질을 만족한다면, 







 
와 


 




  
에

대해



 


 

이어야 한다. 그런데



 


 
⇔         

⇔      

⇔      

이 되는데, 정수는 덧셈에 대해 교환법칙이 성립하므로 마지막 등식은 성립한다.

따라서 덧셈은 등식의 성질을 만족한다.

이제 곱셈에 대해 조사하자. 만일 


 


이고 


 


이면   이고

  이다. 그리고 이것이 등식의 성질을 만족한다고 하면, 


⋅






와 


⋅





에 대해 





이어야 한다. 그런데







⇔   

⇔   
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이다. 정수는 곱셈에 대하여 교환법칙이 성립하므로 마지막 등식은 성립한다. 그

러므로 곱셈은 등식의 성질을 만족한다. 따라서 위의 덧셈과 곱셈은 연산이다.

그런데 이것은 통분의 개념이기도 하다. 다음 예를 살펴보자. 

 


이고



 


이므로 

 

 

 

 


이다. 즉, 통분의 개념은 등식의 성질을 이용한

계산법이다. 그러므로 유리수의 성질에 대한 지도의 마지막 부분에서 ‘등식의 성

질’을 지도해야 한다. 특히 ‘연산’ 개념을 엄밀하게 지도하지 않는 중학교의 경우

에는, 유리수가 체(field)임을 암묵적으로 지도하기 위하여 등식의 성질을 이용해

서 연산의 의미를 충분히 경험시킬 필요가 있다. 그런 후에 일차방정식의 지도가

이루어져야 할 것이다. 더 나아가 시계산술(Clock Arithmetic)을 도입하는 것도

좋을 것이다. 왜냐하면, 유리수 체계와 시계산술은 둘 다 방정식을 만들 수 있는

데, 유리수는 체가 되므로 해를 구할 수 있고, 시계산술의 경우 ① 만일 이

소수이면 체가 되어 해를 구할 수 있지만, ② 이 합성수이면 체가 되지 않으며,

따라서 방정식을 풀 수 없기 때문이다. 이러한 지도 내용은 대비 개념을 이용하

여 체의 의미를 경험시키는 것으로 상승효과를 기대할 수 있는 소재가 된다.

다. 실수 체계에서의 등식의 성질

실수 역시 같은 값에 수렴하는 유리수 수열들을 동치류로 하여 상등을 정의할

수 있다. 그렇다면  ∈ℝ에 대하여  와 ⋅를 어떻게 정의할 것인가?

먼저, ‘ 가 실수이다.’는 것은 ‘ 에 각각 수렴하는 유리수 수열이 존재한다.’

는 것이다. 여기서   lim
→∞
 , ∈ℚ   lim

→∞
 ∈ℚ일 때,

   lim
→∞
   lim

→∞
   lim

→∞
      ∈ℚ

⋅  lim
→∞
  lim

→∞
   lim

→∞

⋅  ⋅∈ℚ

라 정의하자. 이 덧셈과 곱셈이 연산이 됨을 보이기 위해서는 등식의 성질이 만

족됨을 보여야 한다. 이제  로 수렴하는 또 다른 유리수 수열

  lim
→∞
  ́  ́∈ℚ ,   lim

→∞
 ́  ́∈ℚ



김 부 윤 · 정 영 우 · 박 영 식188

    lim
→∞
 ́  lim

→∞
 ́  lim

→∞

 ́  ́  ́  ́∈ℚ

을 생각하자. 그러면 lim
→∞

     lim
→∞

 ́  ́이어야 한다. 이것을 보이기 위

해서는 lim
→∞
 lim

→∞
 ́  ∈ℝ이 성립함을 증명하여야 한다. 그런데 실수에

서의 덧셈과 곱셈은 반드시 이렇게 정의할 수밖에 없다. 왜냐하면 유리수 체계가

가지고 있는 체의 구조를 보존하도록 실수 체계를 구성하고 있기 때문이다. 따라

서 위의 덧셈과 곱셈이 연산이 되어야 하며, 이는 등식의 성질을 만족하게끔 하

는 것이다.

이 문제를 해결하는 데에는 Cauchy수열이 사용된다. 여기서 lim
→∞
 lim

→∞
 ́이

라는 것은 수열    ́  ∞ 가 Cauchy수열이 된다는 것을 의미한다. 그러므로

Cauchy수열은 등식의 성질을 보이는 보조수단이 된다. 따라서 lim
→∞
 lim

→∞
 ́라

는 것은 수열    ́  ∞ 가 Cauchy수열이라는 뜻이고, 마찬가지로

lim
→∞
 lim

→∞
 ́이라는 것은 수열    ́  ∞ 가 Cauchy수열이라는 뜻이다. 그리

고 위에서 정의한 덧셈 lim
→∞

     lim
→∞

 ́  ́은 수열

     ́  ́  ∞ 이 Cauchy수열이라는 뜻이다. ⋅도 마찬가지이다.

이처럼 정수와 유리수에서는 등식의 성질이 대수적인 관점에서 다루어질 수

있지만, 실수에서는 등식의 성질을 대수적으로 다룰 수 없기 때문에 Cauchy수열

이 사용되게 되었다. 이것은 유리수 체계의 구조를 확장하여 실수 체계를 구축하

기 위해 인간이 각고의 노력을 하는 과정에서 연산을 정의하는 것이 반드시 필

요했기 때문이다.

Ⅲ. 결 론

‘등식의 성질’과 ‘연산’은 중등학교 수학과 교육과정에서 ‘일차방정식의 풀이’와

‘실수의 연산’을 위해 도입되고 있다. 그러나 연산, 특히 일반 연산을 정의함에

있어 등식의 성질은 필수적인 요소이다. 이러한 등식의 성질이 일차방정식의 풀

이와 관련되어 지도되고 있는 탓으로, ‘연산을 규정짓는 조건’이란 측면이 가볍게

다루어지고 있음은 물론, 차후의 연산 지도에 있어서도 ‘닫혀 있다’라는 조건만이
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강조되고 있다. 이는 <정의 2.2>에 관한 내용으로, 이 개념을 논하기 위해서는

전체집합과 그 집합에서 정의된 연산이 전제되어야 한다. 따라서 이것과 관련된

내용이 도입되어야 한다. 그리고 연산을 정의하려는 과정에서 등식의 성질을 만

족시키려는 노력은 유리수의 계산이나 실수의 계산에서 또 다른 중요한 개념들

인 통분의 개념을 형식화하거나 Cauchy수열의 또 다른 활용을 이끌어 수학적으

로 그러한 지식들의 가치를 발하게 하고 있다.

따라서 중등학교에서의 등식의 성질은 중학교에서 유리수의 사칙연산을 지도

할 때 도입되어야 하며, 통분이 등식의 성질에 의해 보장된다는 것을 지도하여야

한다. 그리고 이러한 것을 바탕으로 하여 고등학교에서 연산을 지도할 때에도 등

식의 성질을 고려하여 연산에 대한 오개념이 생기지 않도록 하여야 할 것이다.

연산이란 ‘닫혀 있음’과 ‘등식의 성질’을 만족할 때 정의되는 개념이다. 그리고 연

산의 조건은 방정식의 해의 존재성을 보장하는 요소이다. 그러므로 이러한 연산

의 의의가 잘 드러나도록 지도할 필요가 있다. 따라서 다음과 같이 두 가지 지도

방안을 제안한다.

(방안 1) 관계나 규칙이란 용어로 계산규칙을 주고 ‘닫혀 있음’과 ‘등식의 성

질’을 고려하여 연산을 정의하여야 한다. 예로써 자연수부터 실수까지의 수 집합

에서 덧셈, 뺄셈, 곱셈, 나눗셈 규칙이 연산이 되는지를 다룬다.

(방안 2) 연산이 정의된 임의의 집합의 부분집합에 대해 그 부분집합이 전체

집합에서 주어진 연산에 대해 닫혀 있는지를 묻는 것이 바람직하다. 예를 들어,

실수에서 사칙연산을 정의하고 이 연산에 대해 자연수, 정수, 유리수가 닫혀 있

는지를 다루는 것이다. 현행 교육과정의 내용은 후자의 내용에 가까우나 도입배

경이 엄밀하지 못하며, 지도 순서도 실수가 가․감․승․제에 대하여 연산임을

보이고, 그 부분집합인 자연수, 정수, 유리수가 사칙연산에 대하여 닫혀 있는지

알아보아야 한다.

마지막으로, 연산을 정의하는 의의를 경험시키기 위해 시계산술을 도입하여 연

산의 정의, 연산의 성질, 항등원, 역원을 지도하고, 체가 되는 경우와 그렇지 못

한 경우를 경험시켜 방정식의 풀이와 연관시킬 필요가 있다.

더불어 교사들은 가르칠 지식에 대한 배경적 이해를 위하여 끊임없는 연구를

하여야 하며, 이를 통해 학생들이 자연스럽게 자주적으로 학습을 할 수 있는 환

경을 구성해야 할 것이다.
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