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삼각형 한 내각의 삼등분선 길이

이 상 근 ․ 이 춘 구

ABSTRACT. In this study, we study on the length of bisector of angle by the method

using the area, the method using the vector and the method using the similarity, also the

length of trisector of angle by the method using the sine law, the method using the area

and the method using the second law of cosine in triangle, respectively. And we study on

the length of trisector of angle with the length of bisector in angle. This study is

expected to use the learning materials for the interesting construction and the problem

solving using trigonometric functions.1)

I. 서 론

수학과 교육과정(교육부, 1998, p. 29)에 의하면, 수학교육의 목표들 중의 하나는 ‘수학

적 지식과 기능을 활용하여 생활 주변에서 일어나는 여러 가지 문제를 수학적으로 관찰,

분석, 조직, 사고하여 해결’하는 것이다.

각은 평면도형을 구성하는 기본 요소들 중의 하나로, 역사적으로 많은 수학자들의 탐구

대상이 되어왔다. 예를 들어, 각의 이등분선 탐구, 각의 삼등분선 탐구, 각의 작도 가능성

탐구 등등이다.

임의 각의 삼등분에 관련된 최근의 연구로 종이접기를 이용한 각의 삼등분선 구하기를

들 수 있다. 신현용․한인기․서봉건․최선희(2002)는 유클리드적 도구를 이용해 작도가능

한 수들의 집합보다 종이접기를 이용해 표현할 수 있는 수들의 집합이 더 크다는 것을

대수적으로 보이면서, 임의의 각의 삼등분선을 접는 한 방법을 소개하였고, 이상근․이춘

구(2007, 2008)는 각의 삼등분선에 대한 탐구를 종이접기에서 시작하여 각의 ‘삼등분선들

의 다양한 위치와 방정식의 탐구’와 ‘각의 이등분선, 삼등분선의 방정식’을 연구하였다. 삼

각형의 세 내각의 교점에 대한 연구는 미국 수학자 Frank Morley에 의해서 1899년에 발

표되었다. 그리고 이상근․이춘구(2009)는 삼각형 세 내각의 교점이 만드는 정삼각형의 면
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적을 각과 외접원의 반지름을 이용하여 표현하였다.

본 연구는 삼각형 내각의 이등분선과 삼등분선의 길이를 다양한 방법으로 구하는 문헌

연구이다. 본 연구로 얻어진 결과는 중등학교 수학에서 작도와 관련한 지식과 삼각형내각

의 이등분선 및 삼등분선과 관련한 교과내용 영역을 넓힐 수 있을 것이다.

II. 삼각형 내각의 등분선 길이 구하기

1) 삼각형 한 내각의 이등분선의 길이 구하기

(1) 면적을 이용한 이등분선의 길이 구하기

삼각형 의 각 의 이등분선 길이를 면적을 두 가지 방법으로 구하는 과정에서

사용되는 변의 길이를 이용하여 구할 수 있다. 면적을 이용하여 이등분선이 대변의 길이

를 분할하는 비를 구할 수 있다는 것은 잘 알려진 방법이다. 이등분선에 의해서 분할되

는 두 삼각형에서 이등분선이 공통변이고, 두 삼각형의 높이는 이등분선의 길이에 이등

분각의 sin값을 곱하여 구할 수 있다. 이렇게 구해진 이등분선은 삼각형 의 면적을

   의 비율로 분할한다. 하지만 이등분선의 길이를 계산하는 방법이나 결과는 중등

학교 교육과정에서 소개하는 내용이 아니라서 중등학생이나 교사가 쉽게 접할 수 있는

내용은 아니다. 그리고 이등분선의 길이는 면적을 이용하여 다음과 같이 구할 수 있으며

사인법칙과 코사인 법칙, 비례식을 익힌 학생에게 이등분선과 연관하여 소개할 수 있는

심화교육 내용이다.

이등분선의 길이를 면적을 이용하여 계산하는 방법을 정리해 보자. (그림1)과 같이 삼

각형 에서 각 의 이등분선을  ,  ,  ,  ,   ,  라 두자.

그러면    가 된다.





 


 

 

(그림1)

삼각형  면적은 삼각형  면적과 삼각형  면적의 합과 같으므로 다음과 같

은 식을 얻을 수 있다.
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


sin  


sin


 


sin



이 식에 sin  sin

 cos


를 대입하여 정리하면 다음과 같다.

cos


   .

한편 삼각형 에서 코사인 제 2법칙을 적용하여 각을 표현하면 식

cos


 

  
  

이다. 이를 cos


   에 대입하면

  
   

   을 얻는다. 따라서

      


이다.

다음은 선분 의 길이 를 삼각형 변의 길이  를 이용하여 표현해보자. 삼각형

에서 각 의 이등분선 는 밑변 를   의 비로 분할하므로 


 


이 성립한다.

식 에   ,   (는 상수)를 대입하여 정리하면       
이고, 각 항

을 로 나누고   로 변형하면

 
    

이다. 그리고 (그림1)에서     


로 설정하면     


,     


이다. 이것을


    에 대입하여 정리하면 이등분선의 길이 의 길이는 다음과 같이 표현된다.


      

 


    

    

  

        

따라서 이등분선의 길이 는

    

        

이다.

이등분선의 길이를 또 다른 방법으로 표현해 보자. 삼각형 세변의 길이의 합을 라

하면 이등분선의 길이는 다음과 같이 표현 할 수 있다.

    

  
,       

한각의 이등분선이 대변과 만나 대변을 분할하는 비율에 대해서는 중등학교 교육과정에

소개되고 있다. ‘각의 이등분선을 길이 구하기’는 한 각의 이등분선의 성질과 연계하여 심

화과정의 학습 자료로 제시하기에 적당한 내용이다.

다음에 소개하는 ‘벡터를 활용한 이등분선의 길이 구하기’는 학생에게 벡터에 관한 이해
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와 활용을 점검해 볼 수 있고 작도에 관한 흥미를 높일 수 있는 소재가 될 것이다.

(2) 벡터를 활용한 이등분선의 길이 구하기

(그림2)와 같이 삼각형 에서 각 의 이등분선을 , 변 의 길이를 , 변 의

길이를  그리고 각 의 이등분선이 선분 와 만나는 점을 이라 하고, 선분 의

길이를 이라 하자.





 


 

(그림2)

이때, 를 시점으로 하는 위치벡터  ,  를 생각하면 벡터  을 다음과 같이 표현할

수 있다.

     (    ,  는 실수)

이를 활용하면 각 의 이등분선의 길이 는 와 같으므로 내적을 활용하여 계산하면

    ⋅  

    ⋅ 

      cos   

이다. 따라서 이등분선의 길이는 다음과 같이 표현될 수 있다.

       cos   

삼각형 에서 각 의 이등분선은 변 의 길이와 변의 길이에 따라 결정되며

이등분선이 만나는 점 은 선분 를   로 내분하는 점이다. 따라서 각 를 이등분하

는 벡터  을 두 벡터 ,  로 나타낼 때,  와 는 각각     


,     


이고,

cos 

    

이므로 이것을 에 대입하여 정리하면

    

 


    

   

  

    

   

 




   

 


 

    


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   

 




    


   

    

  

        

이다. 따라서 이등분선의 길이 는 벡터  의 크기 와 같으며 그 값은

    

        

이다.

벡터의 내적을 이용한 계산 결과는 면적과 삼각함수 덧셈정리를 이용하는 계산과 일치

한다. 이것은 계산과정을 비교할 수 있는 교수학습 도구가 될 수 있으며, 나아가 삼등분선

의 길이를 계산할 수 있는 가능성과 접근 방법을 제공한다고 할 수 있다.

(3) 삼각형의 닮음을 이용하여 이등분선 길이 구하기





 

 

 



(그림3)

(그림3)과 같이 삼각형 에서 각 의 이등분선을 연장하여 변 와 만나는 점을

 , 외접원과 만나는 점을 라 하고, 변 의 길이를 , 변 의 길이를 , 변 의 길

이를 , 변 의 길이를 , 변 의 길이를 라 하자. 그러면 삼각형  와 삼각형

는 닮음이므로

 ⋅  ⋅  ⋅      ⋅    ⋅

이 성립한다. 따라서

    ⋅  ⋅

이고, 
    이 되어 식 와 같은 결과를 얻을 수 있다.

한편

    


  

    cos
,     


  

    cos

이므로
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   

    cos

이다. 이것을  대입하여 정리하면


     

    cos
  

  cos

이고,  cos  cos



이므로 이등분선의 길이 는

    

 cos


로 표현된다.

2) 삼각형 한 내각의 삼등분선 길이 구하기

삼각형 내각의 삼등분선 길이를 ‘사인법칙을 이용한 방법’, ‘삼각형의 면적을 이용한 방

법’, ‘각의 이등분선의 길이를 이용한 방법’, ‘코사인 제2법칙을 이용한 방법’ 등으로 구해

보자.

(1) 사인법칙을 이용한 삼등분선의 길이 구하기

(그림4)와 같이 각 의 크기를  , 각 의 크기를  , 각 의 크기를  라

하면

    ∠   ,     ∠  

가 성립한다.



















 



  





(그림4)

각 의 삼등분선에 의하여 새롭게 만들어지는 삼각형 , 삼각형 , 삼각형

의 세 삼각형에 사인법칙을 다음과 같이 각각 적용해 보자.
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삼각형 에서 sin


sin


sin   


이고,

 sin


sin


sin   



이다. 삼각형 에서 sin


sin   


 sin 


이고,

 sin


sin    


sin   



이다. 또 삼각형 에서 sin


sin 


sin


이고,

 sin


sin    


sin



이 성립한다. 식  와 식  에서 삼등분선의 길이  를 구하면 다음과 같다.

 sin  
sin

,  sin    
sin

그리고 이를 이용하여 삼각형의 한 내각의 삼등분선이 변을 분할하는 길이   를 구

하면 다음과 같다.

 sin    
sin

,   sin  
sin sin   

sin
,  sin    

sin

(2) 넓이를 이용하여 삼등분선의 길이 구하기



















 



  

(그림5)

(그림5)에서  ∆   ∆    ∆ , (∆는 삼각형 의

면적)가 성립하므로 각각의 면적을 구하여 비교해 보면 다음과 같다.

∆   


sin ,

∆   


 sin ,
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∆   


 sin

따라서

 


sin  


 sin  


 sin

이 되므로 삼등분선의 길이 은

  sin   sin

sin

이다. 또 식을 정리하면

sin  sin    sin  sin cos

  sin    cos
이므로

    cos
  sin

이다.

코사인의 3배각의 공식에서 cos  cos  cos와 같이 나타낼 수 있고, 또 삼각형

에서 각에 대한 코사인 제2법칙을 적용하면 cos 

    

이 되므로

   

    

 , (  cos)

을 계산하면 삼각형 한각의 삼등분선의 길이를 변의 길이만으로 표현할 수 있다.

(3)코사인 제2법칙을 이용하여 삼등분선의 길이 구하기

(그림5)에서 이등분선의 성질과 코사인 제2법칙을 적용해 보면

       ,       

 
       cos , 

      cos , 
      cos

을 얻을 수 있다. 그리고 식을 변형하면

 

 


    cos
     cos

, 

 


    cos

    cos

을 얻을 수 있고 식 에 식 을 변형한   


,   


을 대입하여 정리

하면

     cos ,      cos
이 된다.      cos에서 값을 구하여    cos에 대입하여 정리하면

   

cos     

cos cos ,

    cos  cos
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이다. 따라서 삼등분선의 길이는

    cos

cos  

이다. (2.3.5)를      cos에 대입하면 값도 얻을 수 있다. 따라서 삼등분선의

길이  은

    cos

cos  
,  cos  cos

coscos  

가 된다.

(4) 이등분선의 길이를 이용하여 삼등분선의 길이 구하기

(그림5)에서 이등분선의 길이를 식 와 같이 표현해 보면 다음과 같다.

    

cos
,     

 cos

이다. 식 에서     

 cos
을    

cos
에 대입하면

       cos

 cos

    cos   cos

   cos     cos  

이 된다. 따라서 삼등분선의 길이는

   cos

cos  

이 되고 식 과 같은 결과를 얻을 수 있다.

III. 결론

삼각형 내각의 이등분선 길이를 ‘삼각형의 넓이를 이용하는 방법’과 ‘벡터를 이용하는

방법’, ‘삼각형의 닮음을 이용하는 방법’으로 구하여 이등분선 길이 를 다음과 같이 표현

하였다.

   

        

또 삼각형 에서 크기가 인 각 의 삼등분선 각각의 길이  을 ‘사인법칙’을

이용하여

 sin   
sin

,  sin    
sin

와 같이 구하였고, ‘삼각형의 면적’, ‘이등분선의 길이’, ‘코사인 제2법칙’을 이용하여
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   cos

cos  
,  cos  cos

cos cos  

와 같이 구하였다. 그리고 각의 삼등분선이 대변과 만나는 점에 의해 분할되는 길이 

 를 다음과 같이 표현하였다.

 sin    
sin

,   sin  
sin sin    

sin
,  sin   

sin

이와 같이 이등분선 길이와 삼등분선 길이를 다양한 방법으로 구하는 것은 중등학교학

생들의 심화학습 자료로 활용가치가 있을 것으로 생각된다.
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