
한 국 통 계 학 회 논 문 집
2010, 17권, 3호, 367–376
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요약

최근확산모형의추정을위한매우다양한방법론들이제시되고연구되어왔다. 본연구에서는제안된
확산모형의추정방법중에서, 안장점근사법을이용한확산모형의모수추정방법에대하여살펴보게되고,
가장단순한형태의안장점근사법인단일항안장점근사법의사용을제안하게된다. 단일항안장점근사법은
오일러근사법과마찬가지로계산속도가빠르고, 다양한모형에적용이가능하면서도최대우도추정량과마
찬가지로성능이우수한특성을갖고있음을살펴보게된다. OU 확산모형을대상으로한시뮬레이션연구
를통하여단일항안장점근사를이용한추정량과다른추정량들과의성질을비교한다.

주요용어: 확산모형,안장점근사법,전이확률밀도.

1. 서론

이또확산과정은금융현상의확률적해석을위하여자주사용되는수리적모형으로다음과같이정

의된다. 이또확산과정(Itō diffusion process) Xt는, 추세계수 at = a(Xt)와확산계수 bt = b(Xt)를갖는
확률편미분방정식

dXt = atdt + btdWt (1.1)

의해로서주어지는연속형표본경로를갖는연속시간마코프확률과정이다. 이또확산과정에대한수
리적성질은 Kloeden과 Platen (1999, p.36)과, Oksendal (2003, p.114, p.149)에서찾을수있다.
금융현상을 설명하기 위하여 다양한 형태의 이또확산모형이 제안되고 연구되었다. Chan 등

(1992)과 Ahn과 Gao (1999)에는이들모형들에대하여잘정리되어있다. 대표적인 (이또)확산모형으
로는 Cox (1975)가 제안한 CEV 모형, Ornstein-Uhlenbeck(OU) 확률과정에 해당하는 Vasicek (1977)
모형, Cox등 (1985)에의하여제안된 CIR모형등이있다. Chan등 (1992)이제안한 CKLS모형은확
률편미분방정식

dXt = (α + βXt)dt + σ0Xγ
t dWt

을만족하는확산확률과정이다. 이때 γ = 0인경우가 Vasicek모형이고, γ = 0.5인경우가 CIR모형이
다.
확률편미분방정식 (1.1)의추세계수 at와확산계수 bt는특정모수들을포함하는형태로정의된다.

예를들어 CKLS모형은모수 θ = (α, β, σ0, γ)를포함하고있고, Vasicek모형은모수 θ = (α, β, σ0)를포
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함하고있다. 추정대상이되는모수들의집합을 θ라고표시할때,추세계수 at와확산계수 bt가 θ의함

수임을명시하기위하여,필요에따라 a(x, θ)나 b(x, θ)와같은방법으로나타내기도한다.
추세계수가 a(· , θ)이고확산계수가 b(· , θ)로주어지는확률편미분방정식 (1.1)은확률과정 Xt에대

한 연속된 시구간에서의 확률분포를 특정하는데 반하여, 모형의 추정을 위하여 자료로 제공되는 값
{Xti }ni=0들은이산적인시점 {ti}ni=0에서관측된값들이다. 자료는이산시점에서얻어진자료인데반하
여,주어진모형은연속시간모형이므로,이산시점관측자료로부터확산모형을추정하기위해서는관
측되지않은많은시점에서의자료가결측치가되는그런경우에대한추정방법이필요하다. 이를위
하여사용되는대표적인추정방법으로는,크게우도중심의추정법과적률중심의추정법으로나눌수
있다. 적률중심의추정법에는,일반화적률추정법(Generalized Method of Moments; GMM),시뮬레이
션적률추정법(Simulated Method of Moments; SMM) 등의방법이있다. 적률추정법은우도추정법과
달리정확한우도를알필요없고, 모형으로가정되는분포의적률과자료에서얻어지는표본적률사
이의관계만일치시키면되므로,제시된모형과자료가정확하게일치하지않아도사용할수있는강건
한(robust) 추론법으로, 전통적으로널리사용되어온확산모형추정방법이다. 우도추정법과적률추정
법이외에도비모수적추정법이나간접추정법(indirect inference) 등의방법이연구되고제안되기도하
였다. Hurn등 (2007)은다양한추정방법들의성질을심도있게비교연구하였다.
최근의금융관련분야의연구들에서제안되는확산모형은그모형의형태가점점더복잡해지고사

용되는모수도많아지는경향이있다. 그에맞추어추정방법측면에서도이전에자주사용되던방법들
보다정교한추정이가능한방법들에대한관심이커지고있고관련연구가진행되고있다. 이에따라
이전에자주사용되던일반화적률법보다,모형에대한민감한추정이가능한우도추정법들에대한학
술적관심이증가하고있다.
우도추정법은 확산모형으로부터 다양한 방법을 통하여 이산 시점들 사이에서의 전이확률밀도

(transition density)를구하고그에관측자료를대입하여얻어지는값들의곱으로우도를구하고, 이를
최대화하는모수의값을추정량으로하는방법이다. 전이확률밀도 pt(x0, x)는확률과정이 X0 = x0인

조건으로부터 Xt = x로변화될조건부확률밀도를의미한다. 즉,

Pr(Xt ∈ d x|X0 = x0) = pt(x0, x) dλ(x)

이다. 여기서 λ(·)는르벡측도(Lebesgue measure)이다. 확산모형에대한우도추정법은전이확률밀도
를구하는방법에따라근사적최대우도추정법(Approximated Maximum Likelihood Estimation method;
AMLE),혹은시뮬레이션최대우도추정법(Simulated Maximum Likelihood Estimation method; SMLE)
등의방법이제안되었다.

Aı̈t-Sahalia와 Yu (2006)는확산모형의전이확률밀도에대한안장점근사법에대해연구하였다. 본
연구에서는이에안장점근사법을보다단순화한단일항안장점근사법을이용하여확산모형의모수를
추정하는방안에대하여살펴보게된다. 먼저 2절에서는확산모형의안장점근사법과확산모형의추정
방법에대한일반적내용을살펴보고, 3절에서는단일항안장점근사를이용하여모수를추정하는방안
을살펴보게될것이다. 이후시뮬레이션으로자료를생성한후,다른추정방법들과비교분석한다.

2. 전이확률밀도에대한안장점근사법

확률편미분방정식 (1.1)에서확산계수 bt의영향을분리하기위해보통다음과같은확산계수안정

변환이고려된다. 확산계수안정변환은확산계수가 b(x) = σ(x)와같이 x의함수로주어진경우,

h(x) =
∫ x 1

σ(u)
du (2.1)
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인함수 h(·)를이용하여, Yt = h(Xt)인변환을통하여얻어지는확산확률과정 Yt는

dYt = a(Yt)dt + dWt (2.2)

와같이확산계수가상수가되는특성을갖는다. 여기서

a(h(x)) =
a(x)
σ(x)

− 1
2
σ′(x) (2.3)

인관계가있다. 이때확산과정 Xt에대한전이확률밀도 pt(x0, xt)와변환된확산과정 Yt에대한전이확

률밀도 qt(y0, yt)사이에는

pt(x0, xt) =
qt(h(x0), h(xt))

σ(xt)

인관계가성립한다. 따라서확산과정 Yt에대한전이확률밀도 qt(y0, yt)를아는것은확산과정 Xt에대

한전이확률밀도를아는것과동일한의미가된다. 이런이유로확산모형에대한우도추정법에관한
연구에서, 확률편미분방정식 (2.2)로주어지는확산과정 Yt에대한전이확률밀도와그추정방법을연
구하는것만으로문제가해결된것으로보아도무방하다. 물론 CKLS모형과같이확산계수에모수가
개입되어있는경우는별도의처치가필요하지만기본적인틀에서는큰차이가없기때문이다. 그러므
로본논문에서다루는이후의내용에서는식 (2.2)에서와같이확산계수가 1로주어진경우의확산과
정 Yt의전이확률밀도 qt(y0, yt)를근사하는문제를다루게된다.
허밋시리즈(Hermite series) 확장법이나 에지워스(Edgeworth) 확장법 보다 정교한 근사가 필요

한 경우 고려되는 방법이 안장점근사법이다. 안장점 근사에 대하여는 Daniels (1954), Barndorff-
Nielsen과 Cox (1989), Goutis와 Casella (1999) 등에 잘 소개되어 있다. Edgeworth 근사법은 분포
의 중앙부근에서는 상대적으로 높은 정확도를 보이는데 비하여, 분포의 중앙에서 많이 떨어진 곳에
서는 상대적으로 부정확한 값을 주는 것으로 알려져 있다. 이에 반하여 안장점 근사는 지수적 기울
임(exponential tilting)방법을이용하여, 분포의중앙에서많이떨어진곳에서의근사값도정확하게구
해주는장점이있다. 반면안장점근사는근사위치별로안장점값을다시계산해야한다.
어떤 확률변수 X가 갖는 확률밀도함수 f (·)에 대한 안장점근사는 다음과 같다. 적률생성함수

M(u) = E[euX]에대하여, K(u) = log M(u)라하면,적당한상수 u에대하여

f (x) = (2πi)−1
∫ û+i∞

û−i∞
exp{K(u) − ux} du

이다. 이때 û가 K′(û) = x인조건을만족한다고하자. 그러면

K(u) − ux = [K(û) − ûx] +
1
2

K′′(û)(u − û)2 +
1
3!

K(3)(û)(u − û)3 + · · ·

이므로, c j = K( j)(û)/[ j! {K′′(û)} j/2], j = 3, 4, . . .라하면,

f (x) = eK(û)−ûx · {2πK′′(û)
}− 1

2

∫ ∞

−∞

1
√

2π
e−

1
2 v2 · e{c3 (iv)3+c4v4+··· } dv

이다. 이때 B = c3 (iv)3 + c4v4 + · · ·라하고, eB를테일러전개하여 v의차수에따라항을정리하여퓨리
에역변환을(Fourier inversion)적용하면,다음과같이확률밀도함수 f (·)에대한 J-차유한급수근사식
fJ(·)를얻게된다.

fJ(x) = f0(x) ·
1 + J∑

j=2

[
Π

j
l=1(2l − 1)

]
C2 j

 (2.4)
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이다. 여기서 C4 = c4, C6 = −{c6 + (c2
3/2)}, C8 = {c8 + c3c5 + (c2

4/2)}와같이주어진다. 또

f0(x) = eK(û)−ûx · [2πK′′(û)]−
1
2 (2.5)

이다. 안장점근사 fJ(x)는단일항안장점근사 f0(x)에, f (x)/ f0(x)에대한에지워스확장법을적용하여
얻은결과가곱해져나타난다고해석된다.
확산과정 Ys에대한전이확률밀도 qt(y0, y)를근사하기위한안장점근사법은

K(u) = Kt(u|y0) = log E[euYt |Y0 = y0]

라하고, 위에서 설명한안장점근사법과동일한방법을적용하는 것이다. Aı̈t-Sahalia와 Yu (2006)는
Kt(u|y0)를시간 t의함수로근사하기위한방법으로,딘킨(Dynkin)연산자Ay를이용한 Itō-Taylor전개
방법

E[ f (t, Y0,Yt)|Y0 = y0] =
J∑

j=0

A j
y · f (0, y0, y0) + O

(
tJ+1

)
을사용하였다. 이를적용하여 E[euYt |Y0 = y0]에대한유한급수근사식을구하고,이로부터 Kt(u|y0)에
대한근사식을얻게된다. J = 2인경우의근사식 K̃t(u|y0)는

m(t, y0) =
4t a(y0) + t2 {2a(y0) a′(y0) + a′′(y0)}

4
(2.6)

s2(t, y0) = t + t2a′(y0) (2.7)

에대하여다음과같이주어진다.

K̃t(u|y0) = u [y0 + m(t, y0)] +
1
2

u2s2(t, y0),

여기서 K̃′t (û|y0) = y라하면, 전이확률밀도 qt(y0, y)에대한근사식은식 (2.4)와 (2.5)에서 K대신 K̃를
대입하여

qt
J(y0, y) = qt

0(y0, y) ·
1 + J∑

j=2

[
Π

j
l=1(2l − 1)

]
C2 j

 (2.8)

라고얻어진다. 여기서 c j = K̃( j)
t (û|y0)/[ j! {K̃′′t (û|y0)} j/2], j = 3, 4, . . .이고, C4 = c4, C6 = −{c6 + (c2

3/2)},
C8 = {c8 + c3c5 + (c2

4/2)}이다. 또

qt
0(y0, y) = eK̃t(û|y0)−ûy ·

[
2πK̃′′t (û|y0)

]− 1
2

= N
(
y; y0 + m(t, y0), s2(t, y0)

)
(2.9)

이다. 여기서 N(y; µ, σ2)은평균이 µ이고분산이 σ2인정규분포의밀도함수이다.

3. 단일항안장점근사법과 OU모형의추정

식 (2.9)은 단일항 안장점근사법으로 얻은 전이확률밀도에 대한 근사식으로, Yt가 평균이 y0 +

m(t, y0)이고 분산이 s2(t, y0)인 정규분포로 근사될 수 있음을 말하고 있다. 단일항 안장점근사법
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(2.9)은 안장점근사법 (2.8)에 비하여 K̃t(u|y0)의 u에 대한 고차 미분을 구할 필요가 없기 때문에, 구
체적인 확산모형에 적용하기 편리하다는 장점을 갖는다. 또한 Hurn 등 (2007)은 Aı̈t-Sahalia (1999,
2002)에서제안된에지워스확장법을이용한전이확률밀도의근사방법이계산의복잡성과상대적으로
긴계산시간에도불구하고그다지추정량의정확도를높여주지못한다는점을보여주고있다. 본논문
에서는이런점을고려하여, 안장점근사식 (2.8)에서에지워스확장법에의한근사항들을무시하고얻
어지는단일항안장점근사법 (2.9)를이용한확산모형의추정법을고려하게된다. 단일항안장점근사
법은 (2.8)으로주어지는일반안장점근사법에비하여단순하여적용하기가쉽고, 그단순성에도불구
하고상당히정확성이높은결과를줄것이라는예측이가능하다.
단일항안장점근사법의성질을비교평가하기위하여,다음과같은 OU확산모형을대상으로추정

량이어떻게구해지는지를구체적으로살펴보기로하자.

dYt = α(β − Yt)dt + σdWt. (3.1)

특별히 OU확산과정을비교기준으로삼는이유는 OU확산과정은다른확산모형들에비하여단순한
형태로정의되는이유로여러모형들에대한대표성이높다. 또한 OU확산과정은그우도가잘알려져
있는모형으로최대우도추정량을구하는것이용이하여, 추정량의성질을비교하기용이하기때문이
다. OU확산모형의전이확률밀도 qt

V는

mV (t, y0) = (β − y0)
(
1 − e−αt

)
, s2

V (t, y0) =
1 − e−2αt

2α

라할때

qt
V (y0, y) = N

(
y; y0 + mV (t, y0), σ2s2

V (t, y0)
)

로주어진다 (Ref., Hurn등, 2007).
단일항안장점근사의경우에는식 (2.6)과 (2.7)에 (3.1)인경우를대입하여얻게되는

m0(t, y0) = (β − y0)αt
(
1 − α t

2

)
,

s2
0(t, y0) = t(1 − αt)

에대하여,전이확률밀도는 qt
0가

qt
0(y0, y) = N

(
y; y0 + m0(t, y0), σ2s2

0(t, y0)
)

로표현된다. 그러므로매 t시점마다관측된 (즉, ti = i · t)표본 Yti = yi, i = 0, 1, . . . , n에대한단일항
안장점근사에의한로그우도는

−2 log L0 = −2
n−1∑
i=0

log qt
0(yi, yi+1)

=

n−1∑
i=0

{yi+1 − yi − m0(t, yi)}2

σ2s2
0(t, yi)

+

n−1∑
i=0

log
(
2πσ2s2

0(t, yi)
)

이다. 또여기서

∂m0(t, y0)
∂α

= (β − y0) t(1 − αt)
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이므로

∂ log L0

∂α
=

1
σ2

n−1∑
i=0

(β − yi)(yi+1 − yi − m0(t, yi)) (3.2)

− 1
2σ2

n−1∑
i=0

(yi+1 − yi − m0(t, yi))2

(1 − αt)2 +
nt

2(1 − αt)
, (3.3)

∂ log L0

∂β
=
α(1 − αt/2)
σ2(1 − αt)

n−1∑
i=0

(yi+1 − yi − m0(t, yi)), (3.4)

∂ log L0

∂σ
=

1
σ3

n−1∑
i=0

(yi+1 − yi − m0(t, yi))2

t(1 − αt)
− n
σ

(3.5)

이다. 식 (3.2)와 (3.3)그리고식 (3.4), (3.5)각각의우변을 0으로놓아서만들어지는비선형연립방정
식을풀어서얻는근이단일항안장점근사법을이용한추정량이된다. 다음에주어진식에따라초기
값으로부터시작하여이미구해진 θold = (αo, βo, σo)로부터새로운값 θ를얻는반복적절차를통해서

위의비선형연립방정식을쉽게풀수있다.

α =
1
t
·

1 −
√

1 − 2
(∑

(βo − yi)(yi+1 − yi)∑
(βo − yi)2

) , (3.6)

β =
1
n

∑
yi +

1
αot(1 − αot/2)

· 1
n

∑
(yi+1 − yi), (3.7)

σ2 =
1

nt(1 − αot)

∑[
yi+1 − yi − (βo − yi)αot

(
1 − αo t

2

)]2
. (3.8)

초기값은계산이단순한다른추정방법을통하여얻은값을대입하는것도가능하다. 위의식 (3.7)과
(3.8)는식 (3.4)와 (3.5)로부터직접적으로얻을수있는데비하여, 식 (3.6)을얻는과정에대하여는설
명이필요하다. 식 (3.2)와 (3.3)에서얻어지는방정식은 α에대한고차방정식이되어이를일반적으

로풀기위해서는다소복잡한과정이요구된다. 이를피하고위의식 (3.6)을얻기위하여다음과같
은근사적방법을사용하였다. 먼저 s2

0(t, y0)에대한미분과관계되는식 (3.3)에서의 α값들을 αo로대

체하고, 식 (3.2)에개입되어있는 α만을미지수로보고얻어지는 2차방정식을만든다. 이때 σo에대

하여식 (3.8)에서얻은관계를대입하여식을간략하게한다. 이렇게얻어지는 2차방정식의두근중
에서작은값을선택한다. 그이유는먼저 s2

0(t, y0)가양수이어야하므로 αt의값이 0과 1사이의값을
가져야할뿐만아니라,오일러-마루야마(Euler-Maruyama)근사법에서 m(t, y0)를 (β − y0)αt로근사하는
점을고려하면 1 − αt/2 ≈ 1이어야한다,즉 αt ≈ 0이다. 이런점에근거하여,식 (3.6)을얻는다.

4. 추정량들의비교

추정량들의성질을비교하기위하여,다음세가지추정량을시뮬레이션방법을통하여비교하였다.
하나는최대우도추정량(Maximum Likelihood Estimator; MLE)이고, 다른하나는오일러근사법에근
거한추정량(Euler)이고, 다른하나는단일항안장점근사법을이용한추정량이다. 단일항안장점근사
추정량을구하는수치적방법에따라두가지경우를비교하였다. 한가지는통계소프트웨어 R에주
어진최적화함수 nlm을이용하여단일항안장점근사추정량을구하는방법 (SPA1)과식 (3.6), (3.7)과
(3.8)을이용하여반복적인방법으로단일항안장점근사추정량을구하는방법(SPA2)이다.
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표 1: 각추정량에대한평균오차와평균제곱오차의제곱근(RMSE)

Euler MLE SPA1 SPA2

α
2.7868 3.5206 3.5390 3.5392

(7.0426) (7.7454) (7.7689) (7.7690)

β
−0.0223 −0.0224 −0.0223 −0.0223
(4.5436) (4.5436) (4.5436) (4.5436)

σ
−0.2519 0.0361 −0.1049 0.0495
(0.3961) (0.3313) (0.3322) (0.3357)

∗괄호안은 RMSE이고,모든값은 100을곱해서나타냄.
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그림 1: 추세모수 α와 β의추정오차에대한상자그림

비교방법은 Hurn 등 (2007)에제시된방법과가능한유사하도록실험을설계하고그결과를비교
하였다. 실험에사용된확산모형은 (α, β, σ) = (0.2, 0.08, 0.1)인 OU 확산모형이다. Hurn 등 (2007)에
서 σ = 0.03을사용한것과달리 σ = 0.1을사용하였고, t변수값으로는월별자료를의미하는 1/12대
신에분기별자료를의미하는 1/4을사용하였다. Hurn 등 (2007)에서는이를 ∆ = 1/12라고표현하였
다. 이런변경은각추정량들의특징의차이가보다두드러지게보이도록하기위함이었다. 500개의
관측치로이루어진 500개의표본을대상으로얻은추정량을비교하였다. 표본생성을위해서는 Hurn
등 (2007)과동일한방법을사용하였으나, 계산시간을줄이기위하여각관측치들사이의시간간격 t
(혹은 ∆)를 1/500시간간격으로분할하여생성하였다.

전체 500개의표본에서 MLE는 55회수렴에실패하였고, SPA1은 8회수렴실패하였다. 2개의표
본에대하여는 MLE와 SPA1 모두수렴에실패하였다(SPA2는반복적방법을사용하므로함수최적화
단계가없음). 모의실험결과는표 1에정리되어있다. 표에서제시된값은평균오차 (average error)와
평균제곱오차의제곱근(Root Mean Square; RMSE)이다. 그림 1과 2는추정량에서실제모수값 θ =

(0.2, 0.08, 0.1)를뺀, 추정오차를상자그림으로보여주고있다. 추정오차에대한상자그림이므로 0을
중심으로밀집되어분포할수록좋은추정량을의미한다. 표 1와그림 1과 2로부터,비교에사용된각
추정량들은모수 α와 β의추정에있어서는그차이가거의없음을살펴볼수있다. 반면, σ의추정에
있어서는 MLE가가장우수하고,오일러근사법이가장큰편의와 MSE를갖고있음을알수있다. 특
히 SPA2는 MLE와거의유사한정도의성질을보여주고있을뿐만아니라,수치적으로도매우안정적
인결과를제공하고있다.
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그림 2: 확산모수 σ의추정오차에대한상자그림

5. 결론

일반적인형태의확산모형에대한추정문제는금융현상의해석등에서매우중요한문제이다. 그
러나확산모형에대하여사용하기쉽고신뢰할만한추정방법이아직개발되어있지않고의미있는연

구들이계속적으로진행중이다. 오일러근사법은범용성은있으나,이산적인시간에관측된자료에맞
추기위하여연속시간모형을이산시간모형으로바꾸어접근한다는접근법자체가갖는한계때문에,
추정량의정확성에대한원론적의문이계속적으로제기되는점에서추정량이주는논리적신뢰감에

한계있다. 반면최대우도추정량(MLE)은통계학적으로잘연구되어진좋은추정방법이기는하지만,
적용할수있는확산모형이극히제한되어있다. 이런이유로확산모형에대한추정방법으로는그동안
많은경우에일반화적률법(GMM)과같은변형적인추정법이자주사용되어왔다. 그러나, 최근학계
의관심이되는확산모형들이점점더복잡해져감에따라, 일반화적률법으로는더이상신뢰성있는
통계적추론을해결하기에어려운점이발생하였다. 이런한이유로최근다양한접근법을통한우도적
추론방법이관심있게연구되고있고다양한방법들이제안되어오고있다.

본연구에서는근사적우도추론법의일종인단일항안장점근사를이용한추정방법에대하여살펴
보았고, OU확산모형의경우에적용하여그특성을살펴보았다. 단일항안장점근사에의한확산모형
의추정방법이 MLE와매우유사한통계적특성을보이고있으면서도, 계산이쉽고적용범위가더넓
다는특성을가지고있다는것을확인할수있었다. 단일항안장점근사추정량에대한보다깊은수리
적특성연구가필요한것으로보인다. 또한다양한자료와다양한확산모형등에실험되어보는과정
을통해서추정량의일반적특성에대한현실적이고깊이있는연구가필요할것이다.
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Abstract
Recently various methods were suggested and reviewed for estimating diffusion processes. Out of suggested

estimation method, we mainly concerns on the estimation method using saddlepoint approximation method, and
we suggest a term saddlepoint approximation(ASP) method which is the simplest saddlepoint approximation
method. We will show that ASP method provides fast estimator as much as Euler approximation method(EAM)
in computing, and the estimator also has good statistical properties comparable to the maximum likelihood
estimator(MLE). By simulation study we compare the properties of ASP estimator with MLE and EAM, for
Ornstein-Uhlenbeck diffusion processes.
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