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통합공정관리에서일반화가능도비관리도의설계
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요약

통합공정관리란 잡음이 내재하는 공정에 대하여 수정조치를 취하고, 수정활동 중 공정에 이상원인이
발생하면 이를 관리도를 통해 탐지하여 제거하는 절차를 일컫는다. 이 논문에서는 공정의 잡음모형으로
IMA(1,1) 모형을가정하고최소평균제곱오차수정절차를수행할때일반화가능도비관리도를사용하여이
상원인을탐지하는절차를고려하고있으며, 이러한상황에서일반화가능도비관리도의관리한계를설정하
는설계방법을제안하였다. 이상원인의효과로는공정평균의지속적변화와지속적흐름그리고공정분산
의지속적변화를고려하였다.

주요용어: 통합공정관리,공정수정,일반화가능도비관리도,관리한계.

1. 서론

공정관리는 공정변동의 원인을 판단하는 관점에서 공학적 공정관리(engineering process control;
EPC)와 통계적 공정관리(statistical process control; SPC)로 구분하고 있다. 공학적 공정관리는 공정
변동의원인이공정에내재하는잡음에의한것으로판단하여공정수정(process adjustment)을통해공
정변동을줄이는절차이며, 통계적공정관리는공정변동의원인이이상원인에의한것으로판단하여
관리도를사용하여이상원인을탐지하고이를제거함으로공정변동을줄이는절차이다. 이두종류의
관리절차는주어진공정여건에맞는한가지를선택하여공정을관리하는것으로알려져왔으나,현대
의생산공정은공정자체가복잡하고혼합된양상을나타내기때문에두관리절차를병행하여사용함
으로써관리효과를증대시킬수있게된다. 즉, 현대의생산공정은공정과정에서잡음과이상원인이
같이발생할수있기때문에,공정진행중에주기적으로공정수정을하면서이상원인의발생을동시에
탐지하는것이바람직하다. 이와같이수정과탐지를동시에사용하여공정을좀더효율적으로관리
하고자하는절차를통합공정관리(integrated process control; IPC)라고한다.
통합공정관리의기본절차는우선공학적공정관리절차를통하여잡음이내재하는공정에대해수

정조치를취하여공정편차를백색잡음(white noise)으로전환하도록하여공정제곱편차를최소화하게
된다. 이런수정절차를최소평균제곱오차(minimum mean square error; MMSE) 수정이라한다. 또한
수정활동을하면서통계적공정관리절차인관리도를통하여공정에이상원인발생을탐지하게된다.
일반적으로수정된공정은이상원인발생전에는백색잡음이되지만, 이상원인발생후에는다양

한형태의시계열모형으로변환하게된다. 이는다양한이상원인의효과에기인한것으로이상원인의
효과는지속적변화(sustained shift),지속적흐름(sustained drift),일시적변화(transient shift)의세가지
로구분된다. 지속적변화는효과가오랫동안지속되지만시간이흐르면서그크기가지수적으로감소
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하는형태를말하며 (Vander Wiel, 1996), 지속적흐름은시간이흐름에따라효과의크기가커져서목
표치로부터점점멀어지는형태를말한다. 그리고일시적변화는어느정도시간이지나면그원인이
존재하지않는형태를말한다. 통계적공정관리에서위세종류의이상원인효과에대한최근연구는
Reynolds와 Stoumbos (2004a, 2004b, 2005)이있다. 이논문에서는이상원인의효과가지속적변화와
지속적흐름인경우만고려하였다.
이논문에서는통합공정관리의절차로최소평균제곱오차공정수정을수행하면서일반화가능도비

관리도를사용하여이상원인의발생을탐지하고자한다. 따라서최소평균제곱오차수정절차에대해
간단히살펴보고일반화가능도비관리도를실제공정에어떻게적용하는지살펴본다. 이때일반화가
능도비관리도의관리한계를설정하는방법, 즉일반화가능도비관리도의설계방법을제안하는것이
이논문의주된내용이다.

2. 관리상태에서의공정

공학적공정관리의목적은공정의품질특성치가목표치에가능한한가깝게유지되도록공정을관
리하는것이다. 일반적으로공정에잡음이내재하면이에대한원인을파악하여제거하는것이공정관
리의기본절차이다. 하지만공정잡음에대해파악하기가어렵거나제거할수없는경우, 공정에아무
런조치를취하지않고그대로두면품질특성치는공정의목표치로부터멀어지게된다. 따라서이러한
경우에는공정에적절한수정조치를취하여품질특성치가목표치에서가까워지도록관리하고있다.
먼저공정에이상원인이발생하지않은관리상태인경우의공정모형에대하여간단하게살펴보자.

시점 t에서의관측값을 Yt라하고편의상품질특성치의목표값을 0으로가정할경우, Yt는목표값으로

부터의관측편차(observed deviation from target)가된다. 이후목표값은일반성을잃지않고 0을가정
한다. 공정모형으로는가장간단한형태인

Yt = g Xt−1 + Nt (2.1)

를 가정한다. 여기서 g는 공정게인(process gain), Xt는 시점 t에서의 입력변수 값, 그리고 Nt는 시점

t에서의공정잡음을나타낸다. 이모형은공정수정의효과가바로다음시점에모두발생하는것을나
타내고있다. 이논문에서공정잡음모형으로 IMA(1,1) 모형을사용하며, 이모형은공정수준의유동
적현상을잘표현하여공정잡음모형으로적합한것으로알려져있다 (Box와 Kramer, 1992; Vander
Wiel, 1996). IMA(1,1)모형은

Nt =
1 − θB
1 − B

ϵt (2.2)

로나타낼수있으며, 여기서 B는 BNt = Nt−1인후진연산자(backshift operator)이고, 시점 t에서의공
정오차인 ϵt는평균이 0이고분산이 σ2

ϵ인정규분포를따르는확률변수를가정한다. 또한 θ는 0 ≤ θ <
1인평활상수(smoothing constant)를나타낸다. 따라서식 (2.1)의공정모형은

Yt = g Xt−1 +
1 − θB
1 − B

ϵt

로다시표현할수있다.
공정수정방법으로최소평균제곱오차수정절차를적용하면

Xt−1 = −
1
g

1 − θ
1 − B

ϵt−1
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이되고, 이와같이입력변수를설정할경우관리상태에서의공정모형은 Yt = ϵt가됨을쉽게알수있

다. 따라서시점 t를기준으로입력변수 Xt를표현하면다음과같다.

Xt = −
1
g

1 − θ
1 − B

Yt. (2.3)

3. 이상상태에서의공정

공정이진행되는과정에서이상원인이알려지지않은시점 τ와 τ + 1사이에서발생한다고가정하
면, 시점 τ + 1부터는공정이변하게되며 τ를일반적으로공정의변화시점(process change point)이라
고한다. 이때이상원인은잡음 Nt의평균과분산을변화시킨다고가정한다.
이상원인이발생한후평균과분산이변화한잡음모형은식 (2.2)와대비하여 k ≥ 1에대하여

Nτ+k =
1 − θB
1 − B

ϵ′τ+k + µk σϵ

로표현할수있다. 여기서 ϵ′τ+k = σk ϵτ+k이고, k ≤ 0인경우에는 µk = σk = 0으로정의한다. 따라서이
상원인이발생한후의공정모형은

Yτ+k = g Xτ+k−1 +
1 − θB
1 − B

σk ϵτ+k + µk σϵ

이되는데, 이상원인을탐지하기전까지는식 (2.3)의최소평균제곱오차수정이수행되므로위의공정
모형은다음과같이표현된다.

Yτ+k = −
1 − θ
1 − B

Yτ+k−1 +
1 − θB
1 − B

σk ϵτ+k + µk σϵ

= σk ϵτ+k +
1 − B
1 − θB

µk σϵ . (3.1)

따라서최소평균제곱오차수정을수행하는공정의관리상태와이상상태에서의공정모형을정리하면 Yt = ϵt, t ≤ τ,
Yτ+k = σk ϵτ+k +

1 − B
1 − θB

µk σϵ , k ≥ 1

이된다 (Park과 Lee, 2009).

4. 일반화가능도비관리도

이장에서는이상원인의발생과공정의변화를탐지하는절차로일반화가능도비(generalized like-
lihood ratio; GLR)관리도에대해설명하고자한다. 일반화가능도비관리도는관리통계량으로일반화
가능도비를사용하는절차로서, Vander Wiel (1996)과 Apley와 Shi (1999)를참고할수있다. 통계적
공정관리에서일반화가능도비관리도는그효율은아주좋지만, 적용하는절차가복잡하고계산량이
많다는단점이있다고알려져있다.
이논문에서공정의평균과분산을변화시키는이상원인중그효과가평균에대해서는지속적변

화와지속적흐름을가정하며,분산에대해서는지속적변화를가정한다. 즉,식 (3.1)에서 µk = δ이고

σk = σ인경우와 µk = kr이고 σk = σ인경우를고려한다.
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만일공정에이상원인이발생한경우 δ = δ∗ 또는 r = r∗ 그리고 σ = σ∗가되며,이상원인의발생시
점 τ, δ∗, r∗ 그리고 σ∗는모른다고가정하자. 관리상태를귀무가설로, 이상상태를대립가설로표현하
면

H0 : δ = 0, σ = 1, H1 : δ = δ∗, σ = σ∗,

H0 : r = 0, σ = 1, H1 : r = r∗, σ = σ∗

가된다. 첫번째가설은평균과분산의지속적변화의경우이고,두번째가설은평균의지속적흐름과
분산의지속적변화인경우를나타낸다. 앞장에서살펴본바와같이공정모형은

Yt ∼
 N

(
0, σ2

ϵ

)
, H0인경우,

N
(
b∗t , σ

∗2 σ2
ϵ

)
, H1인경우

이며,여기서

b∗t =


δ∗ θt−τ−1 σϵ , 첫번째가설인경우,
r∗ (1 − θt−τ)

1 − θ σϵ , 두번째가설인경우

이다 (Park과 Lee, 2008).
이상원인이발생한후,즉시점 t(> τ)에서위의가설에대한로그가능도비(log likelihood ratio)는

Wt = −
1

2σ2
ϵ

 t∑
i=τ+1

(
Yi − b∗i
σ∗

)2

−
t∑

i=τ+1

Y2
i

 − (t − τ) lnσ∗ (4.1)

가되며,이때Wt값이클경우귀무가설을기각하게된다.
식 (4.1)에서공정모수인 θ와 σϵ은일반적으로모르는경우가대부분이며, Phase Ⅰ단계를통하여

추정하게된다. 이논문에서는 θ와 σϵ가알려져있는값이라고가정해도충분할정도로 Phase Ⅰ단계
가잘수행되어참값과차이가없음을가정한다. 따라서식 (4.1)의통계량에서모르는값은 τ, b∗i (δ∗ 또
는 r∗) 그리고 σ∗이다. 일반화가능도비관리도에서사용하는시점 t에서의관리통계량은이들모르는
모수에대하여가장큰값이되는

max
τ,b∗t ,σ∗

Wt

를사용한다. 즉로그가능도비 Wt를가장크게만들어주는 τ, b∗t 그리고 σ∗를사용했을때의 Wt값이

관리통계량이며, 따라서식 (4.1)에 τ, b∗t 그리고 σ∗의최대가능도추정량(maximum likelihood estima-
tor; MLE)을대입하는것과동일하게된다. τ̂, b̂∗t , σ̂∗2를각각 τ, b∗t , σ∗2의최대가능도추정량이라고할
때,

max
τ,b∗t ,σ∗

Wt = −
1

2σ2
ϵ

 t∑
i=τ̂+1

Yi − b̂i
∗

σ̂∗

2

−
t∑

i=τ̂+1

Y2
i

 − (t − τ̂) ln σ̂∗

=
1
2

∑t
i=τ̂+1 Y2

i

σ2
ϵ

− (t − τ̂)
{

ln σ̂∗2 + 1
} (4.2)

이된다. 식 (4.2)는

σ̂∗2 =

∑t
i=τ̂+1

(
Yi − b̂∗i

)2

(t − τ̂)σ2
ϵ
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라는사실을이용하여유도할수있다. 이에대한상세한내용과다음에제시하는최대가능도추정량은
Park과 Lee (2008)을참고할수있다.
먼저평균과분산에지속적변화가발생하는경우, 시점 t에서 τ, δ∗, 그리고 σ∗2의최대가능도추정

량은

τ̂ = arg min
0≤τ<t

(t − τ)

ln

∑t

i=τ+1

(
Yi − θi−τ−1 ȲS

τ+1,t

)2

(t − τ)σ2
ϵ

 + 1

 +
∑τ

i=1 Y2
i

σ2
ϵ

 ,
δ̂∗ =

1
σϵ

ȲS
τ̂+1,t, σ̂∗2 =

∑t
i=τ̂+1

(
Yi − θi−τ̂−1 ȲS

τ̂+1,t

)
(t − τ̂)σ2

ϵ

(4.3)

이된다. 여기서

ȲS
τ̂+1,t =

(
1 − θ2

) ∑t
i=τ̂+1 θ

i−τ̂−1 Yi

1 − θ2(t−τ̂)

로정의한다. 따라서식 (4.3)의최대가능도추정량을식 (4.2)에대입한값을 ŴS
t 라할때,평균과분산

의지속적변화를탐지하는일반화가능도비관리도절차는 ŴS
t ≥ hS인경우이상신호를주는것이다.

평균의지속적흐름과분산의지속적변화가발생하는경우, 시점 t에서 τ, r∗ 그리고 σ∗2의최대가

능도추정량은

τ̂ = arg min
0≤τ<t

(t − τ)

ln

∑t

i=τ+1

(
Yi − θi−τ ȲD

τ+1,t

)2

(t − τ)σ2
ϵ

 + 1

 +
∑τ

i=1 Y2
i

σ2
ϵ

 ,
r̂∗ =

(1 − θ)
σϵ

ȲD
τ̂+1,t, σ̂∗2 =

∑t
i=τ̂+1

(
Yi −

(
1 − θi−τ̂

)
ȲD
τ̂+1,t

)2

(t − τ̂) σ2
ϵ

(4.4)

이되며,여기서

ȲD
τ̂+1,t =

∑t
i=τ̂+1

(
1 − θi−τ̂

)
Yi∑t

i=τ̂+1

(
1 − θi−τ̂

)2

로정의한다. 따라서식 (4.4)의최대가능도추정량을식 (4.2)에대입한값을 ŴD
t 이라할때,평균의지

속적흐름과분산의지속적변화를탐지하는일반화가능도비관리도의절차는 ŴD
t ≥ hD인경우이상신

호를주는것이다.
또한위의두통계량 ŴS

t 와 ŴD
t 를동시에사용하여이상원인의발생을탐지할수도있으며,이경우

ŴS
t ≥ hS이거나또는 ŴD

t ≥ hD이면이상신호를주는것이다. 편의상 hS = hD로하여동일한관리한계
를사용하며,이를 hS D로표기하기로한다.

5. 일반화가능도비관리도의설계

관리도를사용하기위해서는표본크기, 표본추출간격, 그리고관리한계등을지정하여야하는데,
이러한모수를선정하는과정을관리도의설계(design)라고한다. 관리도의설계는크게통계적인측
면에서 설계하는 통계적 설계(statistical design)와 생산라인에서 발생하는 비용과 손실을 고려한 비
용함수를정의하고이를최소화하는경제적설계(economic design)로크게구분된다. 이논문에서는
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표본크기와 표본추출간격은 공정의 상황에 맞게 결정된다고 가정하고, 통계적 설계를 이용하여 관
리한계를설정하는방법을제안하려한다. 일반적으로통계적설계에서는관리상태에서의평균런길
이(average run length; ARL)인 ARL0가주어진값을만족하도록관리한계를설정하고있다. ARL0는

공정이관리상태인데이상상태라는신호를주는오경보에관련된값으로가설검정에서제1종오류에
해당한다.
앞장에서설명한바와같이일반화가능도비관리도는관리통계량 ŴS

t 와 ŴD
t 를사용하여공정의

변화를탐지하는데, 이때관리한계 hS , hD, hS D를주어진 ARL0를만족하도록설정하고자한다. 일반
화가능도비관리도의경우 ARL0를이론적으로계산하기어렵기때문에여기서는모의실험을통해서

이를계산하였다. Park과 Lee (2008)는통합공정관리에서통계적공정관리절차로서일반화가능도비
관리도를소개하면서특정한 θ값,즉 θ = 0.4인경우관리한계를설정하는절차를소개했지만,이논문
에서는일반적인 θ에대해서관리한계를설정하는절차를제안하고있다.
모의실험에서 일반성을 잃지 않고 σ2

ϵ = 1을 가정하며, 여러 가지 θ값과 관리한계에 대하여 ŴS
t ,

ŴD
t 그리고 ŴS

t 와 ŴD
t 를 동시에 사용하는 절차에 대한 ARL0를 계산하였다. θ는 0.1에서 0.9까지

0.1 간격으로 변화시켰으며, 관리한계는 9에서 14까지 0.25 간격으로 변화시키면서 각 절차에 대한
ARL0를계산하였다. 모의실험의반복은소요되는시간에따라 3,000회∼10,000회를실시하였다.
주어진 ARL0를만족하는관리한계를설정하기위하여 ARL0를종속변수, θ와관리한계를독립변

수로하는회귀모형에적합시켰다. 여러종류의회귀모형에적합시킨결과 ARL0에자연로그를취할
경우독립변수들과선형회귀모형에잘적합이되었으며, 다음과같은회귀식을얻을수있었다. 세회
귀모형에대한수정된 R2값은각각 0.9994, 0.9998, 0.9997이며, θ에대한회귀계수는아주작은값으로
추정되어그영향력이크지않은것으로판단된다.

ŴS
t 를사용하는절차 : ln{ARL0} = −0.361 + 0.007 θ + 0.519 hS ,

ŴD
t 를사용하는절차 : ln{ARL0} = −0.422 − 0.015 θ + 0.524 hD,

ŴS
t 와 ŴD

t 를동시에사용하는절차 : ln{ARL0} = −0.381 + 0.005 θ + 0.521 hS D.

따라서 ARL0가 A0로주어진경우이를만족하는관리한계에대한근사식은다음같이설정할수있다.

hS =
1

0.519
{0.361 − 0.007 θ + ln A0} ,

hD =
1

0.524
{0.422 + 0.015 θ + ln A0} ,

hS D =
1

0.521
{0.381 − 0.005 θ + ln A0} .

다음으로이근사식을이용하여설정한관리한계를사용했을때, 주어진 A0 값을정확하게만족하

는지모의실험을통하여확인하였다. 모의실험에서 A0 = 200, 300, 500그리고 1,000으로설정하였으
며반복은 10,000회실시하였다. 이에대한모의실험결과를표 1에제시하였다. 비교한결과위의회
귀식을이용하여설정한관리한계를적용하였을때계산된 ARL0는주어진 A0값을비교적정확하게만
족하는것으로나타났다. 따라서위의근사식을이용하여일반화가능도비관리도의관리한계를설정
할경우,보다정확하고효율적으로통합공정관리절차를수행할수있을것이라판단된다.

6. 결론

잡음이내재하는공정에서수정활동을수행하는공학적공정관리와이상원인의발생을탐지하는
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표 1: A0, θ그리고관리한계에대한 ARL0 값

θ A0
200 300

ŴS
t ŴD

t ŴS
t 와 ŴD

t ŴS
t ŴD

t ŴS
t 와 ŴD

t

0.1
관리한계 10.903 10.919 10.900 11.684 11.693 11.678

ARL0 198.64 198.56 201.27 299.56 294.96 297.73

0.2
관리한계 10.902 10.922 10.899 11.683 11.696 11.677

ARL0 198.80 201.77 199.53 297.13 298.98 293.09

0.3
관리한계 10.900 10.925 10.898 11.681 11.699 11.676

ARL0 200.14 198.36 197.46 303.77 295.65 298.48

0.4
관리한계 10.899 10.928 10.897 11.680 11.702 11.675

ARL0 199.97 196.60 198.10 300.89 292.56 300.92

0.5
관리한계 10.898 10.931 10.896 11.679 11.705 11.674

ARL0 202.15 193.86 197.97 298.92 296.52 299.71

0.6
관리한계 10.896 10.934 10.895 11.677 11.708 11.673

ARL0 201.34 197.57 202.77 303.50 300.96 298.61

0.7
관리한계 10.895 10.937 10.894 11.676 11.710 11.672

ARL0 202.83 195.82 199.07 301.34 298.33 298.29

0.8
관리한계 10.893 10.940 10.893 11.675 11.713 11.671

ARL0 200.16 197.32 200.37 306.58 292.96 299.71

0.9
관리한계 10.892 10.942 10.892 11.673 11.716 11.670

ARL0 202.28 199.64 198.91 304.23 299.20 300.29

θ A0
500 1000

ŴS
t ŴD

t ŴS
t 와 ŴD

t ŴS
t ŴD

t ŴS
t 와 ŴD

t

0.1
관리한계 12.668 12.668 12.659 14.004 13.991 13.989

ARL0 500.99 495.74 497.25 1002.61 988.52 996.42

0.2
관리한계 12.667 12.671 12.658 14.003 13.994 13.988

ARL0 498.16 496.37 498.44 991.36 1007.08 1002.56

0.3
관리한계 12.666 12.674 12.657 14.001 13.997 13.987

ARL0 500.27 504.93 496.11 995.75 1001.30 998.78

0.4
관리한계 12.664 12.677 12.656 14.000 14.000 13.986

ARL0 499.80 500.61 495.80 1003.52 991.66 998.93

0.5
관리한계 12.663 12.680 12.655 13.999 14.002 13.985

ARL0 497.07 494.42 499.60 1004.43 1007.42 997.30

0.6
관리한계 12.662 12.682 12.654 13.997 14.005 13.984

ARL0 499.92 494.41 498.43 1001.61 1001.62 994.13

0.7
관리한계 12.660 12.685 12.653 13.996 14.008 13.983

ARL0 501.39 491.24 504.76 997.19 983.30 1004.26

0.8
관리한계 12.659 12.688 12.652 13.995 14.011 13.982

ARL0 499.26 502.48 494.79 997.44 996.73 1002.03

0.9
관리한계 12.658 12.691 12.651 13.993 14.014 13.981

ARL0 498.29 506.32 498.62 996.66 994.19 995.68

통계적공정관리를병행하여공정을관리하는절차인통합공정관리는현대와같이다양하고복잡한생
산공정에서효율적인공정관리를위하여유용하게사용되고있는절차이다.

이논문에서는공정의잡음모형으로 IMA(1,1) 모형을가정하고, 평균의지속적변화와지속적흐
름, 그리고분산의지속적변화를야기하는이상원인의발생을고려하였다. 이때공학적공정관리절
차로매시점마다최소평균제곱오차수정을수행하는공정에서일반화가능도비관리도를사용하여이
상원인의발생을탐지하는통합공정관리절차를고려하였고, 이를위한일반화가능도비관리도의설
계방법을제안하였다. 제안된방법을사용할경우아주간편하게관리한계를설정할수있으며, 모의
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실험을통하여이방법의정확성을확인한결과그정확성또한아주좋은것으로나타났다.
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Design of the GLR Chart in Integrated Process Control
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Abstract
This paper considers the integrated process control procedure for detecting special causes in an IMA(1,1)

noise process that is being adjusted using a minimum mean squared error adjustment. As a SPC procedure,
we use a GLR chart for detecting special causes whose effects are the sustained shift or the sustained drift in
the process mean, and the sustained shift in the process variance. For the design of the GLR chart, we derive
expressions for the control limit which accurately satisfies the given in-control ARL.
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