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요 약

금융위험의 위험관리를 위한 도구로서 현재 VaR가 널리 이용되고 있다. VaR의 측정은 사용의 편리상 정규분포를

가정하여 이루어져 왔으나 좀 더 정확한 VaR의 산출을 위해 최근 극단치이론을 이용한 추정방법이 관심을 끌고 있

다. 지금까지 극단치이론을 이용하여 VaR의 추정을 위한 확률모형에는 주로 GEV모형과 GPD모형이 사용되고 있

다. 본 논문에서는 기존의 EV모형이 갖는 문제점들을 극복하고 좀 더 정확한 VaR를 측정하기위한 노력으로 PP모

형을 제시하였다. PP모형은 확률과정의 관점에서 GEV모형과 GPD모형을 포괄하는 모형으로서 기존의 EV모형

을 일반화시키는 모형이라고 할 수 있다. PP모형이 기존의 정규분포와 두 EV모형에 비해 VaR추정의 성과가 우수

함을실증분석을통해보여주었다.

주요용어: Value at Risk, 극단치이론, GEV모형, GPD모형, PP모형, 사후검증.

1. 서론

금융기관을비롯하여일반기업에서위험관리를위한도구로서현재 VaR가널리이용되고있다. VaR란

금리, 주가, 환율 등 기초적 시장가격들에 대한 미래 확률분포를 예측하여, 주어진 신뢰수준에서 금융자

산의목표보유기간동안발생할수있는최대손실액을의미한다. VaR의큰장점은정의에서알수있듯

이 금융자산이 보유하고 있는 전체위험에 대해 단순하게 하나의 수치로서 나타내기 때문에 위험의 크기

를한눈에파악할수가있으며또한여러금융자산들의위험크기를비교할수가있다는것이다.

그런데 VaR의측정은통계적으로이루어지므로어떠한통계방법을사용하느냐에따라동일한금융자산

에 대해서도 서로 다른 VaR가 도출될 수 있다. 특히 VaR는 금융자산의 손실가능액을 나타냄으로 위

험을 측정함에 있어 금융자산 수익률분포의 왼쪽꼬리부분에 관심의 초점을 두게 된다. 따라서 신뢰성이

높은 VaR를 구하기 위해서는 금융자산 수익률분포의 꼬리부분을 정확하게 파악하는 것이 매우 중요하

다고할수있다.

일반적으로 VaR를 측정할 때 사용되는 방법은 자산 수익률의 분포형태에 대해 어떻게 가정하느냐에 따

라모수적방법과비모수적방법으로나눌수있다. 모수적방법은금융자산의수익률에대해특정한확

률분포를가정하여자산수익률의변동성을추정함으로서 VaR를구하는것으로일반적으로정규분포의

가정을 많이 사용한다. 그런데 모수적 방법은 수익률에 대해 특정한 분포를 가정함으로서 나타나는 모

형위험이 따른다. 특히 Duffie와 Pan (1997)과 Jorion (2006) 등에서도 언급하고 있듯이 금융자산 수
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익률의 분포는 꼬리부분이 정규분포에 비해 두터운 형태를 띄우기 때문에 정규분포 가정에 의한 VaR는

실제의 VaR를과소평가하는경향이있다.

한편, 비모수적 방법은 금융자산 수익률에 대해 특정한 분포를 가정하지 않고 과거 수익률 데이터를 이

용하여 분포를 추정한 후 이를 바탕으로 미래의 예상손실액인 VaR를 추정한다. 비모수적 방법은 자산

수익률의 특정한 분포를 가정하지 않으므로 모수적 방법에 비해 모형위험은 적으나 과거의 데이터를 이

용하기 때문에 과거에 발생한 손실보다 더 큰 손실이 발생할 가능성을 예측할 수 없을 뿐만 아니라 관

찰치가 대부분 평균을 중심으로 밀집되어 있어서 꼬리부분에서는 관찰치가 희박하기 때문에 상대적으로

변동성이큰 VaR가측정되는문제가있다.

이러한 기존의 VaR 측정방법들이 가지고 있는 문제점들을 극복하고 통계적으로 보다 정확한 VaR를

측정하기 위한 노력으로 최근 많이 연구되고 있는 방법이 소위 극단치 이론(extreme value theory;

EVT)에 의한 방법이다. 이 방법은 VaR를 측정하기 위해서 전체 수익률 데이터의 분포에서 꼬리부

분에 속하는 데이터들을 다른 영역의 데이터들과 분리하여 이들만의 점근적 분포형태를 제공하는 통계

적 이론을 이용하는 것이다. 이 방법의 장점은 꼬리부분의 확률을 추정하는데 중심부의 자료가 미치는

영향을 줄일 수 있으며 또한 자산 수익률에 대해 어떠한 특정한 분포의 가정 없이 VaR를 측정함으로서

특정분포를 가정할 경우 실제분포와의 차이에서 발생하는 오차를 줄일 수 있다. 그리고 자산 수익률분

포의 비대칭성과 두터운 꼬리형태를 반영할 뿐만 아니라 실증분포의 꼬리를 부드럽게 만들어서 과거에

발생한손실을초과하는극단적사건의발생가능성을반영하도록하여준다.

일반적으로 EVT에서 사용되는 확률분포에는 극단치를 어떻게 정의하느냐에 따라 일반화극단치(gen-

eralized extreme value; GEV)분포와 일반화파레토분포(generalized pareto distribution; GPD)라고

불리우는 두 가지 형태의 분포가 있다. GEV분포는 극단치를 블록최대(block maxima; BM)방법에 의

해 정의할 때 도출되는 분포이며, GPD는 극단치를 임계치초과극단(peaks over thresholds; POT)방법

에 따라 정의할 때 얻어지는 분포이다. 흔히 GEV분포를 사용하는 EVT를 비조건적 EV모형이라 부르

고, GPD를사용하는 EVT를조건적 EV모형이라고부르기도한다.

지금까지 EVT를이용한 VaR의추정에관한많은논문들중에서중요한몇가지를살펴보면다음과같

다. 비조건적 EV모형을이용한주요논문으로는 Danielsson과 de Vries (1997a, 1997b) 등이있고조건

적 EV모형을이용한논문으로는 McNeil (1997), McNeil과 Saladin (1997), Neftci (2000) 등이있으며

특히 McNeil과 Frey (2000)는 조건적 EV모형에 GARCH모형을 결합하여 2단계 과정으로 VaR를 추

정하였다.

한편, Embrechts 등 (1997), Reiss와 Thomas (2001), Coles (2001) 등에서 언급되어 있는 바와 같

이 새로운 EV모형으로 점과정(point process; PP)모형이 있다. 이 모형의 장점은 기존의 GEV모형과

GPD모형을 포함하면서 이들 모형 중 한 가지 모형을 이용하는 것보다 더 많은 데이터정보를 이용함으

로서 EV모형의 모수를 좀 더 정확히 추정할 수 있다는 점이다. 따라서 본 논문에서는 점과정모형을 이

용하여 기존의 VaR측정방법에 비해 좀 더 정확하게 VaR를 추정하는 것에 대해 논의하고자 한다. 본

논문의 구성은 다음과 같다. 본 논문의 제 2절에서는 기존의 EVT에 관한 두 가지 모형, 즉 GEV모형

과 GPD모형에 관해 살펴보고 제 3절에서는 점과정모형에 의한 VaR의 추정에 대해 논의한다. 제 4절

에서는 실증분석을 위해 기초적 시장위험요인으로 주가지수 수익률을 사용하여 새로운 PP모형에 의한

VaR와전통적인정규분포와기존의두가지 EV모형들에의한 VaR와비교분석한결과를제시한다. 끝

으로 제 5절에서는 본 논문에 대한 검토와 함께 추후 본 논문과 관련한 연구과제에 대해 논의하기로 한

다.
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2. 극단치 모형

2.1. GEV모형

일반적으로 EVT의 결과로 얻어지는 확률모형에는 GEV모형과 GPD모형이 있다. 본 절에서 다루는

내용은 Yeo (2006)에서이미논의하였으나편의상다시간략히언급하고자한다.

확률변수들 X1, X2, . . . , Xn이 독립이고 항등적(IID)이며 분포함수 F를 가진다고 하자. 그리고 이 확

률변수들 중 최대확률변수를 Mn, 즉 Mn = max(X1, . . . , Xn)이라고 하자. Fisher와 Tippett(1928)에

의하면어떤상수들 an ∈ R+, bn ∈ R에의해표준화된최대확률변수 M̄n = (Mn − b)/an은 n→∞일
때 아래의 표준극단치분포들(standard extreme value distributions)이라고 부르는 세가지 유형의 분포

들중하나로수렴한다.

Fréchet: Φα =

{
0, x ≤ 0,

exp{−x−α}, x > 0,
α > 0, (2.1)

Weibull: Ψα =

{
exp{−(−x)α}, x ≤ 0,

1, x > 0,
α > 0, (2.2)

Gumbell: Λ(x) = exp{−e−x}, x ∈ R. (2.3)

한편, Jenkinson (1955)과 von Mises (1936)는 n → ∞일 때 M̃n의 수렴분포로 위의 세가지 유형의 표

준극단치분포들을 통합한 소위 일반화극단치분포(generalized extreme value distribution; GEV)라고

부르는분포함수를제시하였다. 즉

lim
n→∞

P
(
M̃n ≤ x

)
= lim
n→∞

P

(
M̃n−bn
an

≤ x
)

= lim
n→∞

Fn(anx+ bn) = Hξ(x) (2.4)

가된다. 여기서 Hξ(x)는 GEV분포함수로서다음과같이주어진다.

Hξ(x) =

 exp
{
−(1 + ξx)

− 1
ξ

}
, 1 + ξx > 0, ξ 6= 0,

exp
(
−e−x

)
, x ∈ R, ξ = 0,

(2.5)

여기서 ξ는 GEV의 형태를 결정짓는 모수로서 형태모수(shape parameter) 또는 꼬리지수(tail in-

dex)라고 부르는데, ξ = α−1 > 0, ξ = −α−1 > 0, ξ = 0을 취할 때 Hξ는 각각 Fréchet 분포족,

Weibull 분포족, Gumbell 분포족에속하게된다. 특히 ξ = 0인경우는 ξ → 0일때의 Hξ의극한분포함

수 H0로볼수있다.

위의 식 (2.4)에서 n → ∞일 때 Mn의 위치모수(location parameter)와 척도모수(scale parameter)를

각각 µ와 σ 라고하면 n이충분히클때 Mn의분포함수는근사적으로다음과같이주어진다.

P (Mn ≤ x) ≈ Hξ
(µ−σ

σ

)
= Hξ,µ,σ(x). (2.6)

이제 GEV분포에 대해 VaR를 나타내 보자. 이를 위해 Hξ,µ,σ의 분위수함수(quantile function)

H−1
ξ,µ,σ를구해보면식 (2.5)와 (2.6)으로부터다음과같이주어진다.

H−1
ξ,µ,σ(x) =

 µ− σ

ξ

[
1− (− log x)−ξ

]
, ξ 6= 0,

µ− σ log(− log x), ξ = 0.
(2.7)
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따라서신뢰수준 p에서 VaR는 VaRp = H−1
ξ,µ,σ(1− p)가된다. 즉,

VaRp =

 µ− σ

ξ

[
1− {− log(1− p)}−ξ

]
, ξ 6= 0,

µ− σ log{− log(1− p)}, ξ = 0
(2.8)

이된다.

그런데 실제 데이터를 이용하여 VaRp를 구체적으로 계산하기 위해서는 식 (2.8)에 내포된 미지의 모수

들 µ, σ, ξ에 대한 추정치를 먼저 구해야 한다. 이를 위해 일정기간 동안 관찰된 데이터로부터 근사적으

로 GEV분포를 따르는 극단치 데이터를 구하는 것이 필요하다. 어떤 기간동안 관찰된 T개의 표본 데이

터를 X1, X2, . . . , XT라고 하자. 이들 전체표본 데이터를 관찰기간에 따라 m개의 블록(block)으로 나

누어서 각 블록마다 n(= T/m)개씩의 하위표본(subsample) 데이터가 들어있도록 한다. 이때 하위표본

의 크기 n은 Fisher-Tippett정리가 적용될 수 있을 만큼 충분히 크게 잡는다. 이제 j번째 블록에 있는

하위표본 관찰치들 중에 최대관측표본을 M
(j)
n , 즉 M

(j)
n = max{X(j−1)n+1, . . . , X(j−1)n+n}이라고 하

면근사적으로 GEV분포를따르는극단치데이터 M
(1)
n ,M

(2)
n , . . . ,M

(m)
n 이얻어진다.

위에서와 같이 극단치 데이터를 구하는 방법을 BM(block maxima)방법이라고 부른다. 이 방법은 데이

터를 효율적으로 이용할 수 있는 장점이 있는 반면에 전체 데이터를 몇 개의 블록으로 나눌 것인가에 따

라 분산과 편의의 상반관계가 나타난다. 즉 각 블록의 크기를 증가시키면 추정량의 편의가 감소하는 반

면에 블록의 개수가 적어져서 추정량의 분산이 커지게 되고, 반대로 블록의 개수를 증가시키면 분산이

작아지는대신에편의가증가하게된다.

이제 GEV분포에 내포된 모수들 µ, σ, ξ에 대한 최우추정치를 구해보자. BM방법에 의해 구해진 m개

의 극단치 데이터 M
(1)
n ,M

(2)
n , . . . ,M

(m)
n 은 n이 충분히 클 경우 근사적으로 GEV분포를 따르는 데이터

라고볼수있다. 따라서모수들 µ, σ, ξ에대한우도함수는다음과같이주어진다.

L(µ, σ, ξ) =

m∏
j=1

hξ

(
Mn(j)− µ

σ

)
, (2.9)

여기서 hξ(x)는 GEV분포의확률밀도함수로서다음과같다.

hξ(x) =

{
Hξ(x) (1 + ξx)

−
(
1+ 1

ξ

)
, 1 + ξx > 0, ξ 6= 0,

H0(x)e−x, x ∈ R, ξ = 0.
(2.10)

따라서식 (2.9)와식 (2.10)으로부터모수들 µ, σ, ξ에대한로그우도함수는다음과같이주어진다.

l(µ, σ, ξ) =


−m log σ−

(
1+

1

ξ

) m∑
i=1

log

{
1+ξ

(
M

(i)
n −µ
σ

)}
−

m∑
i=1

{
1+ξ

(
M

(i)
n −µ
σ

)}− 1
ξ

, ξ 6= 0,

−m log σ−
m∑
i=1

(
M

(i)
n − µ
σ

)
−

m∑
i=1

exp

{
−

(
M

(i)
n − µ
σ

)}
, ξ = 0,

(2.11)

단, ξ 6= 0일 때 1 + ξ((M
(i)
n − µ)/σ) > 0, i = 1, . . . ,m이다. 따라서 식 (2.11)에서 주어진 로그우도함

수로부터모수들 µ, σ, ξ에대한최우추정치들을구할수있다.

2.2. GPD모형

앞의 절에서 논의한 BM방법을 이용하여 극단치 데이터를 구할 때 문제점은 어떤 블록에는 극단치들이

집중되어 있고 다른 블록에는 정상적인 관측치들만 있을 경우에 즉, 극단치들이 각 블록마다 고르게 분
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포되어 있지 않을 경우에 어떤 블록에서 선택된 최대 관측치는 전체 데이터의 관점에서는 진정한 극단

치로 볼 수 없는 경우가 발생할 수 있다. 이러한 문제점을 해소하면서 BM방법에 비해 좀더 효율적으

로 극단치 데이터를 구하는 방안으로 순서통계량의 개념에 기초한 방법이 있다. 이 방법은 임계치초과

극단(peaks over threshold; POT)방법이라고 부르는 것으로 전체 데이터를 크기순으로 배열하였을 때

어떤임계치를초과하는관측치들을극단치데이터로정의한다.

확률변수 X의 분포함수를 F라 하고 F의 오른쪽 끝점을 xF (즉, xF = sup{x ∈ R : F (x) ≤ 1} ≤
∞}라고 하자. 이 때 임의의 높은 임계치 u에 대해서 임계치 초과분포함수(excess distribution over

the threshold)를다음과같이정의한다.

Fu(x) = P (X − u ≤ x |X > u)

=
F (u+ x)− F (u)

1− F (u)
, 0 ≤ x < xF − u. (2.12)

즉, 임계치초과분포함수 Fu는 확률변수 X가 주어진 임계치 u를 초과할 때 초과크기에 대한 조건부

분포함수를 나타낸다. Balkema와 de Haan (1974)과 Pickands (1975)에 의하면 X의 분포함수 F가

GEV분포의 최대매력영역(maximum domain of attraction; MDA)에 속하는 경우에는 u → ∞일 때
Fu(x)는 일반화파레토분포(generalized Pareto distribution; GPD)함수 Gξ,σu(x)로 수렴한다고 알려

져있다. 여기서

Gξ,σu(x) =


1−

(
1 +

ξx

σu

)− 1
ξ

, x ≥ 0, 1 +
ξx

σu
> 0, ξ 6= 0,

1− exp

(
− x

σu

)
, x ≥ 0, ξ = 0,

(2.13)

σu = σ+ξ(u−µ)이다. 따라서실제응용의경우 n이충분히클때최대확률변수Mn의분포가 Fisher-

Tippett정리에 의해 근사적으로 일반화극단치분포함수 Hξ,µ,σ를 따르고 이 때 xF에 충분히 가까운 높

은임계치 u를택하면임계치초과분포함수 Fu는근사적으로일반화파레토분포함수에접근한다.

이제 GPD 함수에 내포된 모수들 ξ, σu에 대한 추정치를 구하기 위해 POT방법에 의해 극단치 데이

터를 구하기로 한다. 어떤 기간동안 관찰된 n개의 표본데이터 x1, x2, . . . , xn이 분포함수 F를 따르고

F의 오른쪽 끝점을 xF라고 하자. xF에 충분히 가까운 임계치 u가 주어졌을 때 n개의 표본데이터들

중 임계치 u를 초과하는 관측치들을 x′1, x
′
2, . . . , x

′
k라 하고 임계치초과값들(threshold excesses)을 yi =

x′i − u, i = 1, . . . , k라고 표기하자. 이때 임계치 u가 xF에 충분히 가까운 값이면 Balkema-de Haan-

Pickands 정리에 의해 임계치초과데이터 y1, y2, . . . , yk는 근사적으로 GPD모형을 따르는 데이터라고

볼수있다. 따라서모수들 ξ, σu에대한우도함수는다음과같이주어진다.

L(ξ, σu) =

k∏
j=1

gξ

(
x

σu

)
, (2.14)

여기서

gξ(x) =

 (1 + ξx)
−
(
1+ 1

ξ

)
, ξ 6= 0,

e−x, ξ = 0
(2.15)

이다. 단, ξ > 0일 때 x ≥ 0, ξ < 0일 때 0 ≤ x < −1/ξ임. 따라서 모수 ξ, σu에 대한 로그우도함수는
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다음과같이주어진다.

l(ξ, σu) =


−k log σu −

(
1 +

1

ξ

) k∑
i=1

log

(
1 + ξ

yi
σu

)
, ξ 6= 0,

−k log σu −
1

σu

k∑
i=1

yi, ξ = 0.

(2.16)

단, ξ > 0일때 yi > 0, ξ < 0일때 0 ≤ yi ≤ −σu/ξ, i = 1, . . . , k이다. 따라서식 (3.17)에서주어진로

그우도함수로부터모수들 ξ, σu에대한최우추정치들을구할수있다.

이제 GPD와 추정된 모수들을 이용하여 자산수익률의 VaR를 구해보자. Balkema-de Haan-Pickands

정리로부터임계치 u가 xF에충분히가까우면 Fu ≈ Gξ,σu(y)가된다. 이결과를식 (2.12)에대입하고

x = u+ y라두면 x > u일때자산수익률분포의꼬리부분은근사적으로다음과같이주어진다.

F (x) ≈ (1− F (u))Gξ,σu(y) + F (u), (2.17)

여기서 GPD함수에 내포된 모수들 ξ, σu에 대해 최우추정치들 ξ̂, σ̂u를 대입하고 F (u)의 추정치로 경험

적분포함수 F̂ (u) = 1− k/n를적용하면식 (2.17)에서주어진 F (x)는다음과같이추정된다.

F̂ (x) = 1− k

n

(
1 +

ξ̂(x− u)

σ̂u

)
. (2.18)

따라서 신뢰수준 p에서 자산수익률의 VaR는 수익률 분포함수 F (x)의 (1 − p)번째 분위수를 나타내므
로다음과같이추정된다.

V̂aRp = F̂−1(1− p)

= u+
σ̂u

ξ̂

{(n
k
p
)−ξ̂
− 1

}
. (2.19)

3. 점과정 모형

본 절에서는 EVT를 이용한 VaR의 추정으로 점과정(point process)기법에 대해 논의한다. 이 접근법

의 장점은 앞의 절에서 논의한 BM방법과 POT방법을 모두 포괄하면서 이들 방법에 비해 모수의 추정

을 위한 더 많은 데이터 정보를 이용함으로서 보다 나은 모수추정치를 구할 수 있다는 점이다. 따라서

점과정 기법에 의한 VaR의 추정은 앞의 절에서 논의한 기존의 EV모형에 의한 VaR추정치보다 우수한

VaR추정치를구할수있을것으로기대된다.

점과정 기법에 관한 일반적인 이론은 Cox와 Isham (1980)에서 참조할 수 있으며 EVT의 점과정 접

근에 관한 책으로는 Leadbetter 등(1983), Embrechts 등 (1997)과 Coles (2001) 등이 있고, 논문으로

는 Pickands (1971), Resnick (1986) 등이 있으며 특히 점과정의 통계적응용에 관한 논문으로는 Smith

(1989), Smith와 Shively (1995) 등이있다.

점과정이란 간단히 말해서 시공간에서 점의 형태로 발생하는 사건들로 이루어진 확률과정이라고 할 수

있다. 즉, 확률벡터 Xi = (Xi1, . . . , Xiq), i = 1, . . . , n가 취하는 상태공간을 S라 하고 S의 임의의 부

분집합 A에 속하는 확률벡터 Xi의 개수를 점과정 N(A) = card{i : Xi ∈ A}라고 표기한다. 이 때

Λ(A) = E[N(A)]를 점과정 N(A)의 강도척도(intensity measure)라 하고, λ(A) =
∫
· · ·
∫
A
λ(x)dx로

표현될때 λ(x)를점과정의강도함수(intensity function)라고부른다.
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먼저 표준적인 점과정인 일차원 포와송(Poisson)과정을 고려해보자. 임의의 시간구간 A = (s, t]에

서 발생하는 사건들의 수를 점과정 N(A)라 할 때 N(A)의 확률분포가 평균 Λ(A) = E[N(A)] =∫ t
s
λ(x)dx인 포와송분포를 따르고, 집합 B = (u, v]를 A와는 겹치지 않는 임의의 시간구간이라고 할

때 N(A)와 N(B)가 확률적으로 서로 독립일 때 점과정 N(A)는 강도함수 λ(t)를 가진 비동형의 포

와송과정(non-homogeneous Poisson process)을 따른다고 말한다. 특히 강도함수가 λ(x) = λ로서 상

수일 때는 점과정 N(A)는 강도율(intensity rate) λ를 가진 동형의 포와송과정(homogeneous Poisson

process)을따른다고말한다.

임의의 t시점까지 발생한 모든 사건들의 집합을 Ht라 하면 위의 강도함수 λ(t)는 다음과 같이 정의될

수있다.

λ(t) = lim
h↓0

1

h
P (N(t, t+ h] > 0|H) (3.1)

따라서강도율 λ는단위시간당사건의발생율을의미한다.

전체관측구간 [0, T ]에서발생한사건들의관측시점을 t1, . . . , tn이라하고, 이들시점들이모수 θ를내포

한 강도함수 λ(t; θ)를 가진 비동형의 포와송과정을 따른다고 가정하면 이들 관측시점들을 바탕으로 모

수 θ에대한우도함수는다음과같이주어진다.

L(θ) =

n∏
i=1

λ(ti; θ) exp

(
−
∫ T

0

λ(t; θ)dt

)
. (3.2)

한편, 앞에서 언급한 바와 같이 정규화된 관측치들의 수열 {(Xi − bn)/an; i = 1, . . . , n} 중에서 어떤
임계값 u를 초과하는 관측치들의 개수를 Nn이라고 하면 Nn은 이항분포 B(n, p)를 따르는 확률변수열

을 나타낸다. 여기서 p = P ((Xi − bn)/an > u) = 1 − F (anu + bn)이다. 그리고 식 (2.4)에서 주어진

결과는동등하게다음과같이표현할수있다.

lim
n→∞

n {1− F (anx+ bn)} = − logHξ(x). (3.3)

따라서위의식 (3.3)으로부터이항확률변수열 Nn은 n→∞일때평균이 E(N) = − logHξ(x)인포아

송(Poisson)확률변수 N으로분포적으로수렴한다.

그런데 위의 논의에서 확률변수열 Nn에는 정규화를 위한 미지의 상수열 an, bn이 내포되어 있는데 이

들은 확률변수 Xi의 분포함수 F의 형태에 따라 달라진다. 따라서 이들 상수열을 수렴분포의 위치모수

와척도모수에흡수시킴으로서이들상수들을구해야하는번거로움을피할수있다.

위의 논의과정을 점과정의 관점에서 다시 표현하기로 한다. 상태공간 S = [0, 1] × R(R: 실수집합)에

서 점과정을 이루는 확률벡터 Xi = (i/n, (Xi − bn)/an), i = 1, . . . , n이 주어졌다고 하자. 그리고 어

떤 임계값 u와 구간 [t1, t2] (0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ 1)에 대해 집합 A = [t1, t2] × [u, ∞)라고 하자. 그러면 상

태공간 S에 속하는 n개의 확률점들(random points) 중에서 집합 A에 속하는 점들의 개수를 나타내는
점과정 Nn(A) = card{i : Xi ∈ A}는 이항분포 B(n, p)를 따르며 n → ∞일 때 Nn(A) → N(A)로 분

포적으로 수렴한다. 여기서 N(A)는 강도척도(intensity measure)가 Λ(A) =
∫ t2
t1

∫∞
x
λ(t, z)dtdz가 되

는포와송과정(Poisson process)을나타낸다. 여기서 λ(t, x)는강도함수로서다음과같이주어진다.

λ(t, x) =
1

σ

{
1 +

ξ(x− µ)

σ

}−(1+ 1
ξ
)

, 1 +
ξ(x− µ)

σ
> 0. (3.4)

따라서강도척도 Λ(A)는다음과같이표현된다.

Λ(A) = (t2 − t1)

{
1 +

ξ(u− µ)

σ

}− 1
ξ

, 1 +
ξ(x− µ)

σ
> 0.
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이제 식 (3.4)의 강도함수에 내포된 모수들 µ, σ, ξ의 최우추정치를 구하기 위해 식 (3.2)로부터 점과

정모형에 대한 우도함수를 구체적으로 나타내 본다. 시간구간 [0, T ]에서 관측된 전체 관측값들 중에서

임계값 u를 초과하는 관측값들의 관측시점과 관측값을 각각 ti, xi(i = 1, . . . , nu)라 하면 {(ti, xi); i =

1, . . . , nu}는 집합 Au = [0, T ] × (u,∞)에서 이차원 포와송과정을 이룬다. 따라서 이들 관측점들을 바

탕으로모수들 ξ, µ, σ에대한우도함수는식 (3.2)로부터다음과같이주어진다.

L(ξ, µ, σ) = exp{−Λ(Au)}
nu∏
i=1

λ(ti;xi)

= exp

{
−Nu
T

(
1 +

ξ(u− µ)

σ

)}− 1
ξ

·
Nu∏
i=1

1

T

1

σ

{
1 +

ξ(xi − µ)

σ

}−(1+ 1
ξ
)

(3.5)

따라서 식 (3.5)의 우도함수에 로그를 취한 로그우도함수를 최대화함으로써 모수들 ξ, µ, σ에 대한 최우

추정값을 얻고, 아울러 이들 추정값에 대한 표준오차와 근사신뢰구간을 피셔정보행렬(Fisher informa-

tion matrix)에기초해서구할수있다.

위에서 논의한 점과정모형은 모수들이 시간에 의존하지 않는 동형의 포와송과정모형이라고 할 수 있다.

만약모수들이시간에의존할경우, 즉 ξ = ξt, µ = µt, σ = σt일경우에는위의점과정모형은비동형의

포와송과정모형이된다. 즉, 강도함수 λ(t, x)는다음과같이표현된다.

λ(t, x) =
1

σt

{
1 +

ξt(x− µt)
σt

}−(
1+ 1

ξt

)
, 1 +

ξt(x− µt)
σt

> 0. (3.6)

따라서집합 A = [t1, t2]× [u,∞)에대해서강도척도 Λ(A)는다음과같이주어진다.

Λ(A) =

∫ t2

t1

∫ ∞
x

λ(t, z)dtdz

= (t2 − t1)

{
1 +

ξt(u− µt)
σt

}− 1
ξt

, 1 +
ξt(x− µt)

σt
> 0.

그리고 관측점들 {(ti, xi); i = 1, . . . , nu}을 바탕으로 모수들 ξt, µt, σt에 대한 우도함수는 다음과 같이

주어진다.

L(ξt, µt, σt) = exp{−Λ(Au)}
nu∏
i=1

λ(ti;xi)

= exp

{
−Nu
T

(
1 +

ξt(u− µt)
σt

)}− 1
ξt

·
Nu∏
i=1

1

T

1

σt

{
1 +

ξt(xi − µt)
σt

}−(
1+ 1

ξt

)
. (3.7)

한편, 앞의 절에서 논의한 GEV모형과 GPD모형은 점과정모형으로부터 얻어질 수 있다. 먼저 GEV분

포가 도출되는 것을 Coles(2001)에서와 같이 보이기로 한다. 시간구간 [0, T ]에서 관측된 전체 관측값

들을 X1, . . . , Xn이라 하고 이들 관측값들 중에서 최대관측값을 Mn = max{Xi; i = 1, . . . , n}이라 하
자.

집합 Ax = [0, 1] × (x,∞)라 하면 위의 논의로부터 점과정 Nn(Ax) = card{i : Xi ∈ Ax}는
n → ∞일 때 N(Ax)로 분포적으로 수렴한다. 여기서 점과정 Nn(Ax)는 강도척도가 Λ(Ax) =

(1 + ξ(x− µ)/σ)−1/ξ
로 주어지는 포와송과정이다. 그런데 사건 {(Mn − bn)/an ≤ x}은 Nn(Ax) =

0임을의미하므로 n→∞일때다음의결과가얻어진다.

P

(
Mn − bn

an
≤ x

)
= P (Nn(Ax) = 0)
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그림 4.1. 일별 주가지수수익률의 변화(2006년 4월∼2009년 2월): 음영으로 표시되지 않은 구간이 추정구간이고, 음영으로

표시된 구간이 예측구간임.

→ P (N(Ax) = 0) = exp {−Λ(Ax)}

= exp

{
−
(

1 +
ξ(x− µ)

σ

)− 1
ξ

}
(3.8)

따라서정규화된최대관측값의분포가점근적으로 GEV분포로수렴함을알수있다.

다음으로 점과정 Nn(Ax)로부터 GPD분포가 얻어지는 것을 보이기 위해 강도척도 Λ(Ax)를 다음과 같

이분해한다.

Λ([t1, t2]× (x,∞)) = Λ1(t1, t2])× Λ2((x,∞)), (3.9)

여기서 Λ1([t1, t2]) = t2 − t1 (0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ 1), Λ2(x,∞)) = (1 + ξ(x− µ)/σ)−1/ξ
이다. 그러면 전체

관측값들중에서 Xi > u일때 Xi − u > x가될조건부확률은 n→∞일때다음과같이주어진다.

Λ([0, T ]× (x+ u,∞))

Λ([0, T ]× (u,∞))
=

Λ2((x+ u,∞))

Λ2((u,∞))

=

(
1 + ξ(x+ u− µ)/σ

1 + ξ(u− µ)/σ

)− 1
ξ

=

(
1 +

ξx

σ̃

)− 1
ξ

, (3.10)

여기서 σ̃ = σ + ξ(u − µ)이다. 따라서 임계치 초과극값의 조건부분포가 점근적으로 GPD분포로 수렴

함을알수있다.

4. 실증분석

4.1. 기초통계량

2007년 미국의 서브프라임 모기지 사태에서 촉발된 글로벌 금융위기가 본격화된 2008년 9월 15일 리

먼브러더스 파산이후 약 100일간 하방위험(down side risk)이 최고에 이르러 많은 증권시장의 개인 및

기관투자자들이 큰 손실을 보았다. 이러한 극단적 사건에서는 정규분포하에서 산출한 VaR가 실제 위

험을 과소평가할 가능성이 높다. 이를 해결하기 위해 도입된 기법이 극단치분포하에서 위험량을 산출하

는 EV모형으로 GEV모형과 GPD모형 등이 있다. 하지만 GEV모형의 경우 극단적 사건이 주기성여
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표 4.1. 일별 주가지수수익률의 기초통계량

기초통계량
전체기간 추정기간 에측기간

2006/4/2∼ 2009/2/10 2006/4/2∼ 2008/9/12 2008/9/15∼ 2009/2/10

평균 −0.002% −0.0001% −0.015%

표준편차 0.018 0.014 0.035

왜도 −0.521 0.502 −0.258

첨도 9.563 5.426 4.425

Jarque-Berra 1295.291 (0.000)* 173.906 (0.000) 9.483 (0.000)

* 괄호안의 값은 Jarque-Berra 검정통계량의 p값임.

부에 따라 성과가 달라지고, GPD모형의 경우 임계치 설정방법에 따라 성과가 달라진다. 이러한 기존

의 EV모형이 갖는 한계점을 극복하기 위해 도입된 모형이 PP모형이다. 그래서 본 연구는 글로벌 금

융위기와 같은 극단적 상황하에서 PP모형이 Normal모형, GEV모형, GPD모형보다 우수한지를 국내

주식시장을 통해 살펴보고자 한다. 이를 위한 추정기간은 2006년 4월 2일부터 2008년 9월 12일 까지

463일로 일정한 타임윈도우(time windows)를 유지하면서 각 VaR모형별 모수를 추정한다. 예측기간은

2008년 9월 15일부터 2009년 2월 10일 까지로 각 모형별 1일 VaR는 일단계전방예측(one-step ahead

forecast)방법으로산출하였다.

특히, 표 4.1에서 KOSPI주식의 변동성을 살펴보면 추정기간 평균수익률과 표준편차는 −0.0001%와

0.014인데 반하여 예측기간의 경우 −0.015%, 0.035로 하방위험이 크게 증가하였음을 알 수 있다. 또

한 주가지수수익률은 전체기간 뿐만 아니라 추정 및 예측기간에 걸쳐 비대칭적이면서 두꺼운 꼬리분포

를 가지고 있음을 알 수 있다. 즉, 조사기간내 주가지수수익률은 정규분포를 충족시키지 못하는데 이는

Jarque와 Berra (1987)에 의한 검정통계량이 1% 유의수준에서 유의함을 통해서도 확인할 수 있다. 이

경우정규분포를가정한전통적 VaR모형은실제위험을과소평가할수있다.

4.2. VaR의 모수추정 결과

GPD모형에 의한 VaR의 모수들에 대한 최우추정치는 임계치 u에 따라 값이 달라진다. 즉, 임계치 u를

어떻게잡느냐에따라분산과편의의상반관계가나타날수있다. 임계치를너무낮게잡으면극단치데

이터의 수가 많아져서 추정치의 분산은 작아지지만 분포의 점근성이 떨어져서 편의가 커지게 되고, 반

면에 임계치를 너무 높게 잡으면 그 반대의 현상이 나타날 수 있다. 일반적으로 임계치를 잡는 방법으

로 ME플롯(mean excess plot)방식과 Hill플롯방식이있다. ME플롯방식은 {(u, êX(u)) : x1:n ≤ u ≤
xn:n}으로 이루어진 플롯에서 u의 값을 변화시킴에 따라 양의 기울기를 가진 직선형태의 영역이 시작

되는 점을 임계값으로 정한다. 여기서 êX(u)는 평균초과함수(mean excess function) eX(u) = E(X −
u|X > u)의표본추정치이다. 이에반하여 Hill플롯방식은 {(k,Hk,n) : k = 2, . . . , n}으로이루어진플
롯에서 k의 값에 따라 변화시켜갈 때 Hk,n가 안정화되기 시작하는 값을 임계치 u로 선택한다. 여기서

Hk,n은 Hill (1975)에 의해 제시된 형태모수 ξ에 대한 추정치로 Hk,n = 1/k
∑k
i=1 lnXi,n − lnXk,n이

고, Xi,n은 n개의 관찰치들을 크기에 따라 내림차순으로 배열하였을 때 i번째에 위치한 관찰치를 의미

한다. 본 연구에서는 ME플롯(mean excess plot)방식과 Hill플롯 방식을 병행하여 추정모수에 대한 표

준오차가 가장 작은 임계치를 선정한 후 최우추정법으로 GPD모형에 포함된 모수들을 추정하였다. 예

측기간동안추정된모수들의그래프는그림 4.2(a)와같다.

GEV모형에 의한 VaR를 추정하기 위해 전체관찰치를 일정구간으로 나누어 각 구간내에서 최소값을 극

단치로 정의한 후 최우추정법에 의해 GEV모형에 포함된 모수들을 추정하였다. 이때 극단치가 발생하

는 구간(block)을 실제거래일 기준으로 5일(주별), 10일(2주별), 15일(3주별), 20일(월별)로 나누어 분
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(a) GPD모형

(b) GEV모형

(c) PP모형

그림 4.2. 신뢰수준 99%하에서 GEV, GPD, PP모형에 의한 모수추정 그래프

석하였다. 그결과구간을 20일로설정한경우가다른구간에비해표준오차가상대적으로가장낮았다.

구간을 20일 이상 기간으로 추가적으로 나누지 않은 이유는 표본의 수가 적어져 모수의 추정시 편의가

증가하기때문이다. 예측기간동안추정된모수들의그래프는그림 4.2(b)와같다.
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표 4.2. VaR의 추정 및 사후검증 결과

VaR모형
하방위험(down side risk)

평균 VaR 초과회수 (V freq) 초과회수 (V size) 실패율 (p값)

p = 0.95

Normal모형 0.0283 19 0.5210 0.19% (0.000)*

GPD모형 0.0313 17 0.4714 0.17% (0.000)

GEV모형 0.0603 7 0.1811 0.07% (0.386)

PP모형 0.1157 2 0.0363 0.02% (0.119)

p = 0.99

Normal모형 0.0401 12 0.3611 0.12% (0.000)

GPD모형 0.0571 9 0.2234 0.09% (0.000)

GEV모형 0.0317 16 0.4582 0.16% (0.000)

PP모형 0.1624 1 0.0105 0.01% (1.000)

* 괄호안의 값은 Kupiec 검정통계량의 p값임.

PP모형의 VaR를 추정하기 위해 먼저 임계치 u의 설정이 필요한데, 임계치는 GPD모형에서와 같은 방

식으로 관찰치 463개의 타임윈도우(time windows)를 유지하면서 ME플롯 방식과 Hill플롯 방식을 병

행해 일차적으로 추정모수에 대한 표준오차가 가장 작은 임계치를 선정하고, 이를 바탕으로 PP모형의

모수들을최우추정법에의해추정했다. 예측기간동안추정된모수들의그래프는그림 4.2(c)와같다.

4.3. VaR의 추정 및 사후검증 결과

PP모형에의해산출한 VaR의성과를 Berkowitz와 O’Brien (2002)의방법및 Kupiec (1995)의방법에

의해 전통적 EV모형인 GPD모형, GEV모형 및 정규분포를 가정한 VaR모형의 성과와 비교 분석한 결

과는표 4.2와같다.

Berkowitz와 O’Brien (2002)의 방법에 의하면 PP모형의 초과회수(number of violations), 초과정

도(mean violation)는 신뢰수준 95%에서는 2번, 0.0363이고, 신뢰수준 99%에서는 1번 0.0105로 Nor-

mal모형, GPD모형, GEV모형보다상대적으로초과회수및초과정도가적음을알수있다.

Kupiec (1995)방법에 의하면 PP모형은 신뢰수준 95%에서 왼쪽 꼬리부분의 경우 PP모형의 실제 실패

율은 2%로, GEV모형과 같이 유의적이지 않아 목표 실패율인 5%에 근접하고 있음을 볼 수 있으며, 특

히 신뢰수준 99%에서 PP모형만이 실제 실패율이 1%로 유의적이지 않아 목표실패율인 1%에 근사하고

있음을알수있다.

이처럼기존의 EV모형의한계점을극복하기위한대안으로소개된 PP모형이전통적 EV모형보다우수

한이유는증권시장에서발생하는극단적사건에대한시계열적특성을잘반영할수있기때문이다. 그

러므로 VaR의 성과측면에서 볼 때 정규분포를 가정한 VaR모형 및 기존의 EV모형은 실제 위험을 적

절히 평가하는데 한계점이 있어 글로벌 금융위기와 같은 극단적 상황에서는 전통적 EV모형의 한계점을

극복할수있는 PP모형이위험척도로적합할것으로판단된다.

5. 결론

금융기관들에서 위험관리는 반드시 해야 하는 것으로 인식되고 있는 시점에서 이제는 위험관리 시스템

을 갖추고 있는가의 여부보다는 어떤 방법을 이용하여 얼마나 정확하게 위험을 측정하고 관리하는가의

문제로 관심의 초점이 옮겨가고 있다. 이러한 추세에 비추어 볼 때 금융기관들이 VaR라는 위험관리 기
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법을사용할경우수많은 VaR의측정방법중에서가장정확한 VaR를제공해줄수있는방법을추구하

는것은당연하다고할수있다.

본 논문에서는 기존의 EV모형이 갖는 문제점들을 극복하고 좀 더 정확한 VaR를 측정하기위한 노력으

로 PP모형을 소개하였다. PP모형은 확률과정의 관점에서 GEV모형과 GPD모형을 포괄하는 모형으

로서기존의 EV모형을일반화시키는역할을한다고볼수있다.

실증분석에서 논의한 바와 같이 PP모형이 기존의 EV모형인 GEV모형과 GPD모형에 비해 VaR의 예

측력이 상대적으로 우수함을 보여주고 있다. 그런데 본 논문의 실증연구에서는 모수들이 시간에 의존하

지 않는 동형의 PP모형에 대해 분석하였는데 향후 모수들이 시간에 의존하는 비동형의 PP모형에 대해

서 분석해 보는 것이 의미 있을 것으로 여겨진다. 또한 모수들의 사전확률분포를 고려하는 베이지안 모

형을 PP모형의 관점에서 다루어 보는 것도 향후 흥미있는 연구과제로 생각된다. 끝으로 본 논문에서

다룬 PP모형은 단변량의 경우에 한해 소개되었는데 향후 이를 다변량의 경우로 확장하는 경우에 대해

논의해보는것이필요하리라생각된다.
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Abstract
VaR is used extensively as a tool for risk management by financial institutions. For convenience, the normal

distribution is usually assumed for the measurement of VaR, but recently the method using extreme value

theory is attracted for more accurate VaR estimation. So far, GEV and GPD models are used for probability

models of EVT for the VaR estimation. In this paper, the PP model is suggested for improved VaR estimation

as compared to the traditonal EV models such as GEV and GPD models. In view of the stochastic process,

the PP model is regarded as a generalized model which include GEV and GPD models. In the empirical

analysis, the PP model is shown to be superior to GEV and GPD models for the performance of VaR

estimation.
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