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요약

확산모형은금융현상을모형화하기위한방법으로자주사용된다. 다양한확산모형들을추론하기위한
다양한추론기법들이제안되어져왔다. 본연구에서는시뮬레이션방법을통하여 Shoji와 Ozaki (1998)에
의하여제안된 NLL방법의성질을검토하여보고,실제자료에적용하게된다.

주요용어: 확산모형,이또보조공식, NLL추정법.

1. 서론

확산모형은 금융현상의 확률적 해석을 위하여 자주 사용되는 모형이다. 수리적으로 확산모형
xt는,추세계수 f (xt)와확산계수 g(xt)를갖는확률편미분방정식

dxt = f (xt) dt + g (xt) dwt (1.1)

의해로서주어지는연속형표본경로를갖는연속시간마코프확률과정이다. 확산과정 (1.1)이유일한
해(weakly solution)를 갖기 위해서는 관련된 정규적 조건식을 만족해야 한다. 이에 대하여는 Kleo-
den과 Platen (1995) 4장에잘나와있다. Bachelier (1900)와 Samuelson (1965)이브라운운동과기하
브라운운동을통하여금융현상을설명한이후로,다양한형태의추세계수 f (xt)와확산계수 g(xt)가고
려되었고, 이에따라다양한확산모형이제안되었다. Vasicek (1977)은 Ornstein-Uhlenbeck 확률과정
을이용하여금융현상을설명하였다. CIR모형은 Cox (1985) 등에의해제안되었으며, 이자율에민감
한파생상품에대한가격평가를위한모형으로자주사용된다. Chan등 (1992)은 CEV모형이나 CIR
모형등기존에제안되었던모형을일반화하기위해서 CKLS 모형을제안하였다. 이후 Duffie와 Kan
(1996)은 DK 모형을, Conley 등 (1997)은 CHLS 모형을제안했으며, Ahn과 Gao (1999)는 AG 모형을
제안하였다. 각모형에대한구체적인소개는 Ahn과 Gao (1999)에나와있다.
확산모형모수들을추정하기위해서다양한연구들이수행되어왔다. 추론방법으로는크게 (일반

화된)적률법, 우도법, 근사우도법 등이 있는데, 본 논문에서는 근사우도법의 한 형태라고 할 수 있는
Shoji와 Ozaki (1998)가제안한 NLL(New Local Linearization)방법에대하여살펴보게된다. NLL방
법은다른방법에비해이론적전개가단순하고,계산이빠르면서도상대적으로모수추정이정확하다
는장점이있다. 이를보이기위하여본연구에서는시뮬레이션방법을통해서 NLL방법의성질을살
펴보게된다. 특히 Shoji와 Ozaki (1998) 논문에는 NLL 추정방법에의하여구한추정량의분산을알
수있는결과가제시되어있지못한데비하여, 본연구에서는추정량의평균과함께분산을살펴볼수
있는 결과를 제시하여 추정량의 성질을 보다 잘 살펴볼 수 있도록 하였다. 또한, 미국의 연방기금금
리(U.S. Federal Funds Rate)자료와국내은행간대출금리자료에대하여 NLL방법을적용한결과를제
시하고,오일러방법에의하여얻은추정량과그특성을비교검토하게될것이다.
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2. NLL방법에대한소개

식 (1.1)에서추세계수함수 f (x)는 x에대해서연속적으로 2번미분이가능한함수이며, 확산계수
함수 g(x)는 x에서미분이가능하다고하자. wt는표준브라운운동이다. 확산계수 g(·)가상수가아닌
경우에확산모형의수리적성질은복잡한특성을갖게된다. 이런복잡한특성을고려해야하는어려
움을피하기위하여,확산계수 g(·)를상수로만들어주는변환방법이고려된다. yt = ϕ(xt)의관계를가
지는 yt는이또보조공식에의해다음과같은상수확산계수를갖는확률편미분방정식으로변환된다.

dyt = ay (yt) dt + σ0dwt,

ay (yt) = f
dϕ
dx

+
g2

2
d2ϕ

dx2 .

때문에일반성의상실없이도확산계수 g(·)가상수로주어지는경우에,즉

dxt = f (xt)dt + σdwt (2.1)

와같은모형에대한추정방법을고려하는것만으로도, 일반적인모형에대한추정방법을알수있다.
먼저식 (2.1)과같은모형에대한추론방법을살펴본이후에, 식 (1.1)의경우에어떻게되는지를살펴
보기로하자.
여기서이또공식을적용하여,

d f =

(
σ2

2
∂2 f
∂x2 +

∂ f
∂t

)
dt +

∂ f
∂x

dx

인결과를얻게되므로,이로부터 f를 xt와 t에서선형화하기위해서다음과같은근사과정을고려하도
록하자.

f (xt) − f (xs) =

(
σ2

2
∂2 f
∂x2 +

∂ f
∂t

)
(t − s) +

∂ f
∂x

(xt − xs)

이므로,

Ls =
∂ f
∂x

(xs), Ms =
σ2

2
∂2 f
∂x2 (xs), Ns = f (x) − Lsxs − Mss

라할때, f (xt) ' Lsxt + Mst + Ns인관계가있다. 따라서위의식 (2.1)은다음과같이근사된다.

dxt = (Lsxt + Mst + Ns) dt + σdwt,

여기서

w̃t = wt −

∫ t

s
γ(u)du, γ(u) = −

1
σ

(Msu + Ns)

라하면, Girsanov정리에의해서 w̃t를브라운운동으로만드는확률측도 P̃가존재한다. 즉, w̃t를대입

하면다음과같은식을얻는다.

dxt = Lsxtdt + σdw̃t
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이고,확률측도 P̃하에서 w̃t는국소마팅게일(local martingale)이된다. 이때, yt = e−LS t xt라하면,

yt = ys +

∫ t

s
e−Lsudw̃u,

= ys +

∫ t

s
(Msu + Ns) e−Lsudu + σ

∫ t

s
e−Lsudwu

와같은결과를얻게되므로,이를 xt에대하여다시정리하면,

xt = xs +
f (xs)
Ls

(
eLs(t−s)

− 1
)

+
Ms

L2
s

{(
eLs(t−s) − 1

)
− Ls(t − s)

}
+ σ

∫ t

s
eLs(t−u)dWu (2.2)

인형태로전개된다. 이때식 (2.2)의확산계수부분은평균이 0,분산이

σ2
(

e2Ls(t−s) − 1
2Ls

)
인정규분포가되므로이에근거하여다음과같이우도설정이가능하다.
일정시간 ∆t 간격으로 관측된 확률과정 (x1, x2, . . . , xN)에 대하여 로그-우도함수는 마코프 성질에

의해서다음과같이정의된다.

log (p(x1, x2, . . . , xn)) =

N−1∑
n=1

log (p(xn+1|xn)) + log(p(x1))

= −
1
2

N−1∑
n=1

{
(xn+1 − En)2

Vn
+ log(2πVn)

}
+ log(p(x1)),

여기서 Ln = Ls|(s,xs)=(tn,xn)이고 Mn = Ms|(s,xs)=(tn,xn)이라할때,

En = xn +
f (xn)
Ln

(
eLn∆t − 1

)
+

Mn

L2
n

{(
eLn∆t − 1

)
− Ln∆t

}
,

Vn =

(
e2Ln∆t − 1

)
2Ln

σ2

이다.
앞서언급한바와같이식 (1.1)과같이확산계수 g(·)가상수가아닌경우에, ϕ′(x) = 1/g(x)인함수

ϕ(·)에대하여, yt = ϕ(xt)와같은함수적변환을고려하여, yt가식 (2.1)로주어지는모형에서와같이상
수상수확산계수를갖는다고하자. 이로부터식 (1.1)과같은모형에대한우도 pX는

pX(x1, x2, . . . , xN) = (y1, y2, . . . , yN) ·
∣∣∣∣∣ ∂(y2, . . . , yN)
∂(x2, . . . , xN)

∣∣∣∣∣
이다. 이때 ∣∣∣∣∣ ∂(y2, . . . , yN)

∂(x2, . . . , xN)

∣∣∣∣∣ = ΠN−1
i=1

∣∣∣∣∣∂ϕ(xi+1)
∂xi+1

∣∣∣∣∣ =
[
ΠN−1

i=1 |g(xi+1)|
]−1

이므로,식 (1.1)모형에대한로그-우도는다음과같다.

log(pX(x1, x2, . . . , xn)) = −
1
2

N−1∑
n=1

{
(yn+1 − En)2

Vn
+ log (2πVn)

}
+ log(p(y1)) −

N−1∑
n=1

log |g(xi+1)| ,
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표 1: 사용모형에서의모수들의참값

모형 α0 α1 α2 α3 α4 α5 γ σ2

2 −3.0 0.0 4.0 0.0 −1.0 1.0
3 6 −11.0 6.0 −1.0 0.5 1.0

여기서

En = yn +
f̃ (yn)
Ln

(
eLn∆t − 1

)
+

Mn

L2
n

{(
eLn∆t − 1

)
− Ln∆t

}
,

Vn =

(
e2Ln∆t − 1

)
2Ln

σ2

이고, y = ϕ(x)일때, f̃ (y) = f (x)/g(x) − 1/2g′(x)인 f̃에대하여,

Ln =
∂ f̃
∂y

(yn), Mn =
σ2

2
∂2 f̃
∂2y

(yn)

이다.

3. 시뮬레이션과그결과

시뮬레이션방법으로제시된추정방법을평가하기위하여 Shoji와 Ozaki (1998)에서는다음세가
지모형을사용하였다.

모형 1. dx =
(
α1x + α2x2 + α3x3

)
dt + σdw,

모형 2. dx =
(
α1x + α2x2 + α3x3 + α4x4 + α5x5

)
dt + σdw,

모형 3. dx =
(
α0 + α1x + α2x2 + α3x2

)
dt + σxγdw.

위의모형 1, 2, 3에서모형 1은모형 2에포함되는관계가있다. 뿐만아니라본연구에서시험해
본바에의하면모형 1과모형 2의결과가의미상별다른중요한차이점을보이지않았던이유로,여기
에서는모형 1의결과에대하여는별도로제시하지않고모형 2와모형 3에대한결과를중심으로제
시한다. 모형 1의결과는홍진영 (2009)에제시되어있다. 본연구에서관심있게살펴보고자하는사
항은 Shoji와 Ozaki (1998)의연구논문에서제시되지않은추정량의분산도함께살펴봄으로써, NLL
방법이기존방법에비하여편기(bias)를개선하는것뿐만아니라,추정량의분산도함께개선하는지를
알아보고자하는점이다.
위의 모형 2와 모형 3에 대한 모수의 참값은 표 1에 제시되어 있다. 시뮬레이션 방법은 먼저 원

자료를시간간격이매우작은경우(예를들어 0.005)인것으로가정하고이산적인방법으로생성하고,
생성된자료들중에서적당간격으로관측치를얻는다. 예를들어, 관측시간간격 ∆t가 0.05인경우라
면생성된자료매 10개간격마다하나씩을뽑아관측치로삼는다. 각경우에대하여관측치의개수는
2000개가되도록하였다. 즉 N = 2000이다. 시뮬레이션에서는 ∆t가 0.05, 0.10 0.15, 0.20경우들을살
펴보았다. 시뮬레이션의반복횟수는각경우 10000이되도록하였다.
표 2와 3은모형 2와모형 3에대한시뮬레이션결과를정리하여그추정값의평균과표준편차를

보여주고있다. 그림 1은이결과를알아보기쉽게상자그림형태로정리한것이다. 그림 1에서, E.05,
E.10, E.15, E.20은 오일러방법을 사용하고, ∆t가 각각 0.05, 0.10, 0.15, 0.20인 경우를 말하고, N.05,
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표 2: 추정값의평균과표준편차 (모형 2)

∆t 추정방법
σ2 α1 α2 α3 α4 α5

1 −3 0 4 0 −1

Euler
0.93 −2.01 0.008 2.52 −0.001 −0.63

0.05
(0.02) (0.48) (0.298) (0.39) (0.093) (0.08)

NLL
1.00 −2.36 −0.008 3.13 0.003 −0.79

(0.02) (0.49) (0.324) (0.41) (0.103) (0.09)

Euler
0.89 −1.62 −0.001 1.90 −0.001 −0.47

0.10
(0.02) (0.36) (0.237) (0.30) (0.072) (0.06)

NLL
0.97 −1.87 −0.012 2.45 0.002 −0.60

(0.02) (0.36) (0.237) (0.41) (0.071) (0.08)

Euler
0.87 −1.36 −0.007 1.49 −0.002 −0.37

0.15
(0.02) (0.28) (0.129) (0.21) (0.041) (0.04)

NLL
0.95 −1.42 −0.000 1.88 −0.001 −0.46

(0.02) (0.28) (0.172) (0.20) (0.053) (0.04)

Euler
0.85 −1.13 0.005 1.20 −0.003 −0.29

0.20
(0.14) (1.31) (0.547) (1.16) (0.174) (0.23)

NLL
0.93 −1.04 −0.012 1.41 −0.005 −0.35

(0.02) (0.21) (0.150) (0.16) (0.043) (0.03)

표준편차는 ()안에나타내었음.

표 3: 추정값의평균과표준편차 (모형 3)

∆t 추정방법
σ2 γ α0 α1 α2 α3

1 0.5 6 −11 6 −1

Euler
0.95 0.53 5.15 −9.15 4.94 −0.83

0.05
(0.02) (0.03) (0.59) (1.28) (0.77) (0.13)

NLL
1.01 0.49 5.86 −10.64 5.78 −0.97

(0.02) (0.03) (0.64) (1.40) (0.85) (0.15)

Euler
0.90 0.58 4.29 −7.32 3.85 −0.64

0.10
(0.01) (0.03) (0.44) (0.96) (0.60) (0.10)

NLL
1.00 0.50 5.28 −9.44 5.05 −0.84

(0.02) (0.03) (0.46) (0.97) (0.59) (0.10)

Euler
0.85 0.62 3.70 −6.08 3.15 −0.53

0.15
(0.02) (0.04) (0.35) (0.76) (0.46) (0.08)

NLL
0.99 0.52 4.85 −8.52 4.53 −0.75

(0.02) (0.04) (0.39) (0.84) (0.49) (0.08)

Euler
0.82 0.65 3.14 −4.93 2.52 −0.42

0.20
(0.02) (0.04) (0.33) (0.80) (0.52) (0.09)

NLL
0.98 0.53 4.29 −7.38 3.88 −0.64

(0.02) (0.03) (0.40) (0.87) (0.50) (0.08)

표준편차는 ()안에나타내었음.

N.10, N.15, N.20은이에대응하는 NLL 방법을말한다. 표와상자그림에서 ∆t가커질수록추정값의

정확성이점점떨어지는것을확인할수있다. 또한 NLL 방법이오일러방법보다추정량의편기가더
적은것을확인할수있다. 추정량의분산은 (마찬가지로표준편차)는오일러방법과 NLL방법의거의
동일한정도인것으로나타나고있다.

4. 실자료분석에의적용

미국의연방기금금리는(Federal Funds Rate)미국연방정부에서은행간매매형태로지급준비자금
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(a) σ2 (b) γ

(c) α0 (d) α1

(e) α2 (f) α3

그림 1: 모형 3의결과에대한상자그림(각그림에서실선은참값을의미한다. 전체적으로 NLL이오일러
방법에대하여더적은편기(bias)를갖는점을볼수있다.)

을거래할때적용하는단기시장금리로금융당국의금융정책의지와상업은행의차입비용을잘반영하

며미국내금리뿐아니라유로달러및전세계각국금리에도직접적인영향을주며,글로벌금융시장
의자금흐름을민감하게반영하는대표적단기금리이다. 자료는 1963년 1월부터 1998년 12월까지의
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그림 2: 미국연방기금금리(Federal Funds Rate)시계열그림

표 4: 미국연방기금금리(Federal Funds Rate)모형에대한모수추정값

모형 추정법 α−1 α0 α1 α2 σ γ

(1)
Euler . . 0.259 0.072 0.022 .
NLL . . 0.256 0.072 0.022 .

(2)
Euler . . 0.182 1.439 0.066 .
NLL . . 0.166 1.536 0.066 .

(3)
Euler . . 0.060 12.572 0.818 .
NLL . . 0.191 −6.566 0.818 .

(4)
Euler . . 0.012 0.395 0.765 1.477
NLL . . 0.058 0.115 0.793 1.494

(5)
Euler 0.0008 0.039 0.685 −3.478 0.814 .
NLL 0.0006 −0.026 0.537 −3.165 0.822 .

월별데이터를사용했으며, NLL방법과오일러방법을사용하여추정했다. Aı̈t-Sahalia (1999, 2002)에
서와마찬가지로월별자료라는의미에서 ∆t = 1/12을사용했다. 그림 2는이자료의시계열그림으로
1985년과 1990년사이에최고점을형성하고있는모습이다.
미연방금리자료해석을위해고려한확산모형은 Aı̈t-Sahalia (1999)에서와마찬가지로다음 5가지

모형을고려하였다.

모형 (1). dxt = α1 (α2 − xt) dt + σdwt

모형 (2). dxt = α1 (α2 − xt) dt + σ
√

xtdwt

모형 (3). dxt = xt

(
α1 −

(
σ2 − α1α2

)
xt

)
dt + σx3/2

t dwt

모형 (4). dxt = α1 (α2 − xt) dt + σxγt dwt

모형 (5). dxt =
(
α−1x−1

t + α0 + α1xt + α2x2
t

)
dt + σx3/2

t dwt

이며, 추정결과는표 4와같다. 모형 (1)에대한추정결과는 Aı̈t-Sahalia (1999)와매우동일한결과를
주는것을확인할수있는데비하여,다른모형들의경우는 Aı̈t-Sahalia (1999)의결과와다소차이를보
이고있다. 특히모형 (3)의경우 Aı̈t-Sahalia (1999)의결과는 Ahn과 Gao (1999)에서제시한경계값조
건을만족하지못하고있다. Aı̈t-Sahalia (1999)에제시된모형의수식에착오가있는것으로판단된다.
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그림 3: 국내은행간대출금리의시계열그림

표 5: 국내은행간대출금리모형에대한모수추정값

모형 추정법 α−1 α0 α1 α2 σ γ

(1)
Euler . . 0.083 −2.887 3.589 .
NLL . . 0.086 −2.888 3.594 .

(2)
Euler . . 0.031 −1.298 0.954 .
NLL . . −0.074 −1.261 0.955 .

(4)
Euler . . −0.575 −0.347 0.243 1.081
NLL . . −0.538 −0.766 0.244 1.078

(5)
Euler 6.281 17.333 −0.185 −0.373 0.971 .
NLL 6.281 17.333 −0.185 −0.373 0.971 .

국내은행간 대출금리는 미국 연방기금금리(Federal Funds Rate)와 비슷한 개념의 자료로서, 국내
은행간대출시적용되는금리이다. 그림 3은국내은행간대출금리에대한시계열그림이다. 자료는
1991년 1월부터 2009년 5월까지의월별데이터로총 221개의데이터이다. 그래프상으로 IMF시기에
금리가올라가는것을확인할수있다. Aı̈t-Sahalia (1999)의논문에서사용한 5개모형중문제가있
는것으로판단된모형 (3)을제외한 4가지모형을적용하여얻은추정값이표 5에제시되어있다. 미
국연방기금금리자료의경우 γ가약 1.5 정도의값을갖는것으로추정되는데비하여, 국내은행간대
출금리의경우 1.0정도의값을갖는것으로추정되고있다. 변동성을의미하는모수 σ의경우는모형

(4)를기준으로볼때,미국의경우는 0.7과 0.8사이의값을갖는것으로나타나는데비하여,국내은행
간대출금리는대략 0.25정도의값을갖는것으로나타나고있다.

표 4와 5는위에 Federal Funds Rate자료와국내은행간대출금리자료에대한분석에서,추정법으
로적용된 NLL방법과 Euler방법의차이를보여주고있다. 두추정법에서얻은추정량에는그차이가
크지는않으나다소의차이가있다. 위에서사용된두자료가시뮬레이션에의하여생성된자료가아
니고실제자료인이유로두방법에의한추정값중에어떤값이더좋은값인지는알수없으나,앞서의
시뮬레이션결과에서볼수있듯이 NLL 방법이다소편기(bias)가적은추정량을제공하는것으로보
아, NLL방법에의한추정량의신뢰성이더높은것으로판단된다.
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5. 검토와결론

금융현상을모형화하기위한방법으로확산모형이많이사용되고있고, 확산모형을추론하기위
하여다양한방법들이연구개발되고있다. 다양한추론방법들을평가할때결과의정확성과계산속
도와편의성등은매우중요한문제이다. 현재까지다양한추론방법들이제안되었지만, 그중 Shoji와
Ozaki (1998)이제안한 NLL 방법은이론적전개가지나치게복잡하지않으면서도, 그결과가매우정
확하고또한계산과정이빠르고안정적이며구현이쉽다는장점을갖고있고있어서매우현실적응용

성이높은추론방법이라고할수있다.

본연구에서는 NLL방법이이전에발표된바와같이추정량의편기(bias)를크게줄여주면서도추
정량의분산은그다지커지지않는다는것을시뮬레이션연구를통하여확인하였고, NLL방법을이용
하여미국연방기금금리자료와국내은행간대출금리자료를확산모형으로적합하고그추정값을알아

보았다. 이런과정을통해서 NLL방법이현실적으로매우응용성이높은추정방법임을확인할수있
었다.

본논문에서는 NLL방법과 Euler방법만을위주로비교하였으나, 다양한추정방법들이고려될수
있다. Hurn 등 (2007)의연구에는 NLL 방법을 MCMC 방법을포함한보다다양한추정방법들과함
께비교하였다. 시뮬레이션연구를통한비교에서, Hurn 등 (2007)은확산모형추정에특화되어개발
된다른방법들에비하여, NLL 추정법과 Euler 방법이그적용의편이성과계산의신속성에도불구하
고, 그결과의정확성에서도다른방법들에비하여그다지뒤처지지않고오히려더나은성질이있음
을보여주고있다. 물론 Hurn등 (2007)에서사용된확산모형과본논문에서다루고있는모형이정확
하게일치하는것은아니나, 그러한속성에큰차이가있을것으로생각되지는않으므로본연구에서
NLL과의비교대상이 Euler근사법으로한정된것이연구결과해석에그다지큰제약으로작용하리라
생각되지는않는다. 그러나보다일반적인틀에서의비교를수행하기위하여 NLL방법을보다다양한
추정방법들과더일반적인모형에대하여비교하는추후연구가필요하리라생각된다.
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Abstract
Many of financial data are explained via diffusion models in modern financial research. Various types of

estimation methods of diffusion processes were suggested by many authors. In this paper, we tested the properties
of the NLL estimation method, suggested by Shoji and Ozaki (1998), of diffusion processes in the view of the
bias and variance of the estimators and applied the method to estimate the model parameters for the U.S. fedral
funds rate data and Korean inter-bank exchange rate data. By simulation study we showed that the NLL method
provides relatively good estimators, in the meaning that the estimator has less bias than the Euler method, while
keeping the variance similar level. We also provide the NLL estimates of U.S fedral funds rate data and Korean
inter-bank exchange rate data.
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