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요 약

함수와 그 그래프는 수학교육에서 매우 중요한 개념이다. 그러나 함수의 개념에 대한 이해 없이 학습을 하거나

또는 함수에 대한 흥미 없이 함수를 학습을 하는 학생들이 많이 있다. 본 연구에서는 함수와 그 그래프의 개념

을 일상에서 볼 수 있는 다양한 형상 속에서 찾아보고, 형상과 함수의 그래프를 매칭하는 학습방법을 제시한다.

즉, 형상의 윤곽을 함수의 그래프로 생각하고, 그 그래프를 생성하는 함수를 추정하여 그래픽 기능이 내장된 계산

기의 스크린에 함수의 그래프를 그리는 학습방법을 제시한다.
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ABSTRACT

The functions and their graphs are very important parts in mathematical educations. But there

seems be a lot of students studying the functions and their graphs without grasping the meaning of

them and without interest with them. We present a learning method of how to match functions and

their graphs with outlines of various shapes. That is, outlines of the shapes are assumed to be the

graphs of the functions and the graphs will be plotted on the screen of a computer with help of the

computer algebra system.
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Ⅰ. 서 론

수학의 기원은 기하학과 대수학으로 이 둘은 서로

연관성이 없이 오랜 세월 동안 연구되어 오다가 데

카르트의 좌표의 도움으로 기하학에 대수적 해법을

적용한 연구(해석기하학)가 성공되면서 서로 결합하

게 된다. 해석기하학의 대표적인 실례는 고등학교에

서 배우는 2차원추곡선이라 할 수 있다. 2차원추곡선

은 두 개의 변수가 연산된 방정식(이변수방정식이라

고함)으로 표현되면, 방정식의 해를 좌표평면에 표시

하면 곡선(원, 타원, 포물선, 쌍곡선)을 얻는다. 이렇

게 얻은 곡선을 방정식의 그래프라고 한다. 이러한

과정으로부터 방정식의 그래프와 기하학은 직접적인

연관관계를 가지게 됨을 알 수 있다. 이러한 연유로

중학교에서는 대수학과 기하학의 학습에 초점을 두

고, 고등학교에서는 해석기하학에 초점을 두며, 대학



하준홍 : 함수의 그래프를 이용한 형상의 윤곽 그리기

50

에서는 방정식에 미분과 적분을 적용하여 곡선의 변

화를 학습하도록 하고 있다. 이를 정리하면 방정식과

그 그래프는 수학의 학습 및 응용에서 매우 중요한

내용 중 하나라는 결론에 이른다.

본 연구에서는 실존하는 형상의 윤곽, 즉 곡선을

방정식의 그래프와 연관시켜 학습하는 방법을 소개

한다. 즉, 형상의 윤곽을 기존에 학습한 방정식의 그

래프와 연결하여 그래프를 컴퓨터 스크린에 그리는

작업을 통하여 함수의 개념을 학습한다. 방정식의 그

래프를 컴퓨터 스크린에 표시하기 위해 컴퓨터대수

처리시스템(CAS)을 장착한 소프트웨어를 이용할 것

이다. 최근 수학교육 및 학습에 CAS의 활용이 점점

늘어나고 있는 추세이다. 수학 교육에서 CAS의 활

용이 득인지 실인지에 대한 논쟁은 아직도 진행 중

이지만, 이제 수학은 CAS의 도움으로 더욱더 강해

질 수 있다는 것이 공통된 의견이다([1,2,3]). 본 연구

에서는 Maple이라는 소프트웨어를 사용하는데([5]),

Maple의 최고의 장점은 칠판의 기능과 똑 같은 워크

시트를 제공하고, 계산및 그래픽을 필요한 그 위치에

서 자유롭게 실행할 수 있다는 점이다.

본 연구에서는 방정식의 특별한 형태인 함수에

국한한다. 즉, 실존하는 형상을 예로 취하여 그 형상

의 윤곽과 매칭할 수 있는 함수의 그래프를 찾고, 찾

은 그래프를 CAS를 사용하여 컴퓨터 스크린에 그려

그 형상을 재현함으로써 함수의 개념이 우리의 생활

깊숙한 곳에도 존재함을 배우게 된다. 본 연구 내용

은 학술발표회에서 발표한 “함수를 이용한 그래픽

아트” ([6])의 내용을 참고하였다.

Ⅱ. 본 론

함수와 그 그래프는 과학 및 응용과학(공학)에서

매우 중요하게 다루는 개념이다. 자연현상이나 물리

현상에서 어떤 양에 대한 변화를 구하고자 하는 경

우가 매우 종종 있다. 예를 들어, 어떤 물체의 온도

의 시간적 변화, 혼합물에서 어떤 물질의 시간적 변

화, 진자의 운동, 스프링의 진동운동, 전기회로에 흐

르는 전류는 각 현상에서 반드시 알아야만 하는 매

우 중요한 요소들이다. 이러한 요소들은 대부분 시간

변수에 대한 함수로 기술할 수 있다([7]). 따라서 공

학을 학습하는 학생들은 선수지식으로 함수와 그 그

래프는 반드시 숙지하고 있어야 한다. 그러나 불행히

도, 많은 학생들이 함수에 대한 개념을 올바로 숙지

하고 있지 못하거나, 함수의 개념과 그 그래프 사이

의 상호관계를 잘 이해하지 못하고 있는 경우가 많

거나, 이해 또는 도구로써의 숙지도가 매우 느린 경

우가 허다하다. 그 이유는 함수가 어디에 사용되는지

를 모르기 때문일 수 있다. 실제로 함수를 잘 활용하

기 위해서는 응용문제를 풀어봐야 하는데, 학생들의

수준에 적합한 실용적 응용문제를 제시하는 것은 그

렇게 쉬운 작업이 아닐 수도 있다. 따라서 본 연구에

서는 수학에 대한 매우 초보적인 지식만을 가진 학

생들에게 응용문제를 접하지 않고도 재미있게 함수

와 그 그래프를 배울 수 있는 방법을 소개하고자 한

다. 먼저 함수의 그래프를 사용하면서 획득할 수 있

는 이익들에 대하여 고찰하여 보자. 그리고 싶은 어

떤 형상의 윤곽을 함수의 그래프만을 사용하여 컴퓨

터 스크린에 그리기 위해서는 다음과 같은 일련의

계획이 필요하다는 점은 모두 동의할 것이다.

∙그리고 싶은 그림에 대한 설계도를 만들어야 하고

∙그리고 싶은 모양에 알맞은 함수를 스스로 찾아야

하고

∙여러 개의 함수의 그래프를 연결시켜 그려야 하므

로 각 그래프의 연결점에서 파생되는 방정식을 풀

어야 한다.

이러한 과정을 통하여 얻을 수 있는 장점을 정리

하면 다음과 같다.

∙사물에 대한 관찰력을 높일 수 있고

∙함수와 그래프에 대한 감각적 이해를 촉진하고

∙방정식의 필요성을 인식할 수 있고

∙방정식의 풀이에 대한 고민과 해법을 익히려는 동

기를 유발하고

∙위치의 개념에 익숙해지고

∙최종적으로 수학에 대한 흥미를 가속시킬 수 있다.

즉, 학습자의 취향에 맞는 대상을 선택하고 그것을

그래픽으로 표현하는 과정 중에 함수의 필요성과 방

정식의 중요성을 스스로 발견하고 학습할 수 있는

기회를 가질 수 있다. Bruner([4])에 의하면 모든 학

습자는 발견자가 될 수 있고, 학습자 스스로 발견한

결과는 강력한 영향력을 발휘하고 학습자의 학습동

기를 유발한다. 발견 학습의 가치는 기본 개념이나

원리를 의미 있게 이해하는데 도움이 되고, 탐구정신

과 탐구 기능을 학습하는데 도움이 되며, 학습하는

방법의 학습을 강조하고 자아 발견과 자아실현을 할

수 있다는 점이다.

그래픽이 가능한 계산기로 함수의 그래프를 이용

하여 그린 그래픽을 소개하기 전에 함수에 대한 개

념을 살펴보자. 두 집합  와  에 대하여 임의의

∈에 대하여   를 만족하는 원소 ∈
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가 오직 한 개 존재할 때 를 에서 로의 함수

라고 정의한다. 이를   →와 같이 나타낸다. 그

래프에 대한 개념을 정립하기 위해서는 보다 구체적

인 집합이 요구된다. 그래픽 아트에서는 수와 관련된

집합만 다룬다. 이 경우 ∈× ∈
가 의 그래프이다. 여기서는 평면에 그릴 수 있는

그래프에 한정한다. 이 경우 함수의 그래프는 집합

와 의 선택에 따라 그 형태가 결정된다. 예를

들어, 가 실수일 때, 가 자연수의 집합이면 함수

의 그래프는 평면상의 점으로 표시되며, 가 구간

이면 함수의 그래프는 평면상의 곡선으로 표시된다

(예 1 참조). 가 구간이고 가 평면의 부분집합인

경우 함수의 그래프는 공간상에 표현되지만, 정의역

의 변수를 매개변수로 취급하여 치역의 결과를 평면

(이를 위상 평면이라 함)에 포함되는 곡선(자취라고

함)으로 나타낼 수 있다. 일반적으로 자취는 일변수

함수의 개념으로 받아들이지 않지만 다양한 모양의

곡선을 표현하는데 매우 유용하다(예 2 참조). 예를

들어, 개미가 땅위를 기어 다니는 모습을 관찰해보

면, 개미가 움직인 경로는 일변수함수의 개념으로 설

명할 수 없지만 자취의 개념으로 설명 가능하다.

아래에서 두 가지 형태의 함수의 그래프를 이용하

여 간단하게 그릴 수 있는 예들을 제시한다. 물론,

함수의 그래프는 Maple을 사용하여 그리고, 그 사용

법에 대해서는 다음 절에서 간략하게 언급한다.

예 1.   (자연수 지합),  (실수집합)일 때

  → 의 그래프는 평면상의 점들로 구성된다.

  의 그래프는

  ∈ 이고, 이를 평면에 표시하면 그림
1과 같다. 이를 통하여 수열은 함수의 한 예임을 알

수 있고, 더 나아가 수열을 함수의 범주에서 취급하

는 것이 가능하다는 것을 알 수 있다. 이러한 작업은

미분적분학에서 종종 활용한다.

그림 1. 함수 의 그래프
Fig. 1. Graph of function 

예 2. 함수   ⊆→의 그래프는 평면에 그릴

수 있다. 아래의 웃는 얼굴은 원의 형태를 표현할 수

있는 함수   ±와 포물선의

형태를 표현할 수 있는 함수   의 그래프

를 사용하여 그린 것이다.

그림 2. 이차함수와 무리함수의 그래프를 이용한 얼굴 윤곽
그리기
Fig. 2. Plotting a face using graphs of quadratic and
radical functions

예 3. 함수   ⊂→ 의 그래프는 공간상에 그

려지지만, 의 정의역의 원소를 매개변수로 간주하

면 치역 는 평면 위의 자취의 형태로 표현할

수 있다. 따라서 매우 다양한 곡선을 생성할 수 있는

장점을 지니고 있다. 예를 들어,

  sin cos 는 타원의 자취를 그린다.

 인 경우 자취는 원이다.  를 매개변수 로

바꾸면, 즉   sin cos는 모든 에서 그
반지름이 변하므로 다음과 같은 자취를 얻는다.

그림 3. 함수의 자취를 이용한 나선모양 그리기
Fig. 3. Plotting the spiral using trace of function

예 4. 이 예는 예 3와 같은 종류의 함수를 이용하여

해바라기 꽃 모양을 그린 것이다. 이 예제를 통하여

  ⊂→ 의 그래프의 편리성을 충분히 알 수

있다. 다음 그림은 단 두 개의 함수

 coscos
cossin

 coscos cossin ≤  ≤
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만을 이용하여 그린 것이다.

그림 4. 평면상의 자취를 표현하는 함수의 그래프
Fig. 4. Trajectories on the plane

예 5. 이 예는 예 2와 예 3을 합성한 것으로 예 2의

아름 다음 꽃을 보고 즐거워하는 모습을 표현해 본

것이다. 단, 눈의 모양은 예제 1과 같이 원들 대신

원의 윗부분을 나타낼 수 있는 함수와 이차함수

  

의 그래프를 결합하여 생성한 것이다.

그림 5. 함수의 그래프와 자취의 합성
Fig. 5. Display of trajectories and graphs

III. 함수를 이용한 그래픽 그리기의 실예

이 절에서는 2절에서 언급한 그래픽 아트의 장점

을 설명할 수 있는 예를 제시한다. 첫 번째는 야구장

의 그라운드의 윤곽을 함수의 그래프만을 사용하여

그리는 과정을 소개한다. 이 과정에 나타나는 함수는

원, 포물선과 같은 이차곡선, 그리고 꺾인 직선으로

나타나는 절댓값 함수임을 다음 그림에서 관찰할 수

있다. 먼저 단계별 과정과 부연되는 학습 효과를 다

음과 같이 도표로 나타내 보자.

그림 6. 야구장
Fig. 6. Baseball ground

1단계
그림구상 및

치수결정

⇩

2단계 함수의 선택 ⇦⇨
함수의

그래프 이해

⇩

3단계
함수의 정의역

결정
⇦⇨ 방정식 이해

⇩

4단계 함수 코딩 ⇦⇨ CAS 소개

⇩

5단계 그래프 합성

∙ 1단계 : 그림 구상 및 치수 결정 (괄호 안은 실

제의 치수)

- 홈 플레이트에서 피처플레이트까지의 거리:

18(18.44 m)

- 홈 플레이트에서 펜스까지의 거리 :

- 좌우 97(97.534m), 중간 121(121.918m이상)

- 홈 플레이트에서 2루까지 : 40(38.795m)

- 투수판 중심의 둘레의 원 : 5(5.486m)

∙ 2단계 : 함수 결정

그림에서 나타내고자 하는 부분을 번호로 표기하고

번호에 알맞은 함수를 선택한다. 아래의 각 함수에

포함되어 있는 상수  와 은 결정되어야 하는 값

들이다.

  ①  1루선과 3루선     

  ②  투수판 원       

  ③  내야 그린 1     

  ④  내야 그린 2   

  ⑤  외야 그린       

  ⑥  1루베이스  ±   

  ⑦  2루베이스  ±      
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  ⑧  3루베이스  ± 

  ⑨  홈베이스         

  ⑩  포수  

함수에서 나타나는 계수와 정의역은 주어진 치수를

활용하고 측량되지 않은 치수는 수학공식을 사용하

거나 방정식을 풀어 결정한다. 방정식은 직접 손으로

풀 수 있지만 여기서는 Maple에서 제공하는 solve라

는 명령어를 사용하여 미지의 값을 결정한다. ①의

정의역은 삼각함수의 공식을 이용하였고 ④에서 계

수의 값은 개략적으로 잡은 값이다. ④의 정의역은

①과 ④가 만나는 방정식을 풀어 결정한 것이다. 실

제로

> solve(-x^2/50+50=abs(x),x);

 

⑤의 는 중간 펜스까지의 거리 121을 사용하였고,

  에서 ①과 ⑤이 만나는 것을 이용하여

를 결정한다. 실제로

> solve(subs(x=97/sqrt(2),a*x^2+121=x),a);








∙ 3단계 : 함수의 정의역 결정

① 1루선과 3루선   , 


≤ ≤



② 투수판 원  ± , ≤ ≤ 
③ 내야 그린   , ≤ ≤ 

④ 내야 그린  


,

≤ ≤

⑤ 외야 그린   



 ,
≤ ≤ 

⑥ 1루 베이스    , ≤ ≤ ;

  , ≤ ≤ 

⑦ 2루 베이스   , ≤ ≤;

   , ≤ ≤ 

⑧ 3루 베이스    ,

≤ ≤ ;

  , ≤ ≤ 

⑨ 홈베이스   , ≤ ≤ 

⑩ 포수  ± , ≤≤ 

∙ 4단계 : 함수 코딩

Maple 워크시트에 함수와 정의역을 코딩한다.

>y1:=plot(abs(x),x=-97*cos(Pi/4)..97*cos(Pi/4)):%:

>y2:=plot({sqrt(2.5^2-x^2)+18,-sqrt(2.5^2-x^2)+18},

x=-2.5..2.5,colour=red):%:

>y3:=plot(-abs(x)+36,x=-18..18,colour=green):%:

>y4:=plot(-x^2/50+50,x=25-25*5^(1/2)..

-25+25*5^(1/2),colour=green):%:

>y5:=plot((1/97*2^(1/2)-242/9409)*x^2+121,

x=-68.58..68.58, colour=green):%:

>y6:=plot(-abs(x)+40,x=-2..2):%:

>y7:=plot(abs(x)+36,x=-2..2):%:

>y8:=plot({-abs(x-20)+24,abs(x-20)+20},x=18..22,

colour=red):%:

>y9:=plot({-abs(x+20)+24,abs(x+20)+20},x=-18..-22,

colour=red):%:

>y101r:=plot(sqrt(5^2-x^2)-3,

x=-3/2+1/2*41^(1/2)..5, colour=red):%:

>y101l:=plot(sqrt(5^2-x^2)-3,x=-5..3/2-1/2*41^(1/2),colour

=red):%:

>y102:=plot(-sqrt(5^2-x^2)-3,x=-5..5,colour=red):%:

>y11:=plot(-abs(x)+4,x=-2..2,colour=red):%:

∙ 5단계 : 그래프 합성

> with(plots):display({y1,y2,y3,y4,y5,y6,y7,y8,y9,y101r,

y101l,y102,y11},xtickmarks=[],ytickmarks=[],

scaling=constrained,axes=boxed);

그림 7. 함수의 그래프로 생성된 야구장의 윤곽
Fig. 7. Baseball ground made by graphs

마지막으로 학생들이 함수의 그래프를 이용하여 생

성한 몇 개의 그림을 소개한다(사용된 함수와 코드

는 생략한다).
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그림 8. 함수의 그래프로 그린 거북, 나라 국, 얼굴, 당근, 꽃
Fig. 8. Some examples plotted by graphs of functions

IV. 결 론

함수는 수학에서 수와 연산 다음으로 기본이 되는

요소라 할 수 있다. 따라서 함수에 대한 개념을 명확

하게 이해하지 않고서는 수학을 배워 타 분야에 잘

활용할 수 없다는 것은 자명하다. 이러한 함수를 습

득하는 방법은 여러 가지가 있을 수 있겠지만, 함수

를 흥미롭게 습득할 수 있는 방법은 흔치 않는 것

같다. 함수의 개념을 흥미롭게 습득할 수 있도록 하

는데 초점을 맞추고자 물체의 윤곽을 함수의 그래프

와 매칭시켜 그 윤곽을 컴퓨터 화면에 그리는 방법

을 제시하였다. 이러한 방법은 학생들의 동기유발을

자극하는 한편 상상력을 매우 풍부하게 만들 수 있

다고 생각한다. 본 논문에서 제안된 방법은 학생들의

함수에 대한 이해를 촉진할 수 있는 하나의 도구가

될 수 있을 것으로 생각한다.
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