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Efficient Hausdorff Distance Computation for Planar Curves

Yong-Joon Kim*,  Young-Taek Oh*  and Myung-Soo Kim*

ABSTRACT
We present an efficient algorithm for computing the Hausdorff distance between two planar curves. 

The algorithm is based on an efficient trimming technique that eliminates the curve domains that make 
no contribution to the final Hausdorff distance. The input curves are first approximated with biarcs 
within a given error bound in a pre-processing step. Using the biarc approximation, the distance map of 
an input curve is then approximated and stored into the graphics hardware depth-buffer by rendering the 
distance maps (represented as circular cones) of the biarcs. We repeat the same procedure for the other 
input curve. By sampling points on each input curve and reading the distance from the other curve 
(stored in the hardware depth-buffer), we can easily estimate a lower bound of the Hausdorff distance. 
Based on the lower bound, the algorithm eliminates redundant curve segments where the exact Haus- 
dorfF distance can never be obtained. Finally, we employ a multivariate equation solver to compute the 
Hausdorfif distance efficiently using the remaining curve segments only.

Key words: Hausdorff distance, biarc approximation, distance map, depth buffer, trimming, solution of
multivariate equation

L 서 론

인류는 유사이래 거리측정을 정확하게 하기 위해서 

뿐만 아니라 거리의 개념을 일반화하기 위하여 많은 

노력을 들여왔다. 상대성원리의 이론도 기존의 

Euclidean 거리개념을 Riemann 거리의 개념으로 일반 

화하는 과정 에서 개발되었다.

기하모델링 분야의 연구에 있어서 두 물체들 사이 

의 최단거리계산에 관한 효율적인 알고리즘들이 지금 

까지 많이 개발되었다〔5. 이에 비하여 두 물체들 사 

이의 유사성을 측정하는데 적합한 Hausdorff 거리계 

산에 관한 알고리즘의 개발은 아직도 거의 초보적인 

단계에 머물러 있다㈣기. Hausdorff 거리 계산에 대한 

이전의 연구결과들에 비하여 Tang 등冋의 최근 연구 

결과는 아주 획기적인 방법으로서 정확한 Hausdroflf 

거리의 상한값과 하한값을 효율적으로 찾는 새로운 

기법에 근거를 두고 있다. 하지만, 삼각형의 특성에 

기반을 둔 이 결과를 곡선이나 곡면으로 둘러싸인 

자유 형상의 물체들에 적용하기는 쉽지 않다.

최근 Elber and Grandine叫은 두 곡선사이의 

Hausdorff 거리를 계산하는 알고리즘을 개발하였다. 

하지만, 알고리즘의 중간단계에서 계산되는 많은 연 

립다항식들의 해들이 최종결과에는 영향을 주지 않는 

경우가 많으므로, 전반적으로 알고리즘의 효율성이 크 

게 떨어진다. 본 연구에서는 최종 결과에 영향을 미치 

는 부분곡선들을 빨리 찾아내어 알고리즘의 효율성을 

높이는 가속화 기법을 제안한다.

Aichholzer 등皿은 최근의 연구에서 평면 곡선분들 

의 Vbronoi diagram을 아주 안정적임과 동시에 오차 

가 적게 계산하는 알고리즘을 제시하였다. 이 새로운 

접근방법은 주어진 입 력곡선들을 biarc들로 근사하여 

arc 들에 대한 Vbronoi diagram 계산을 안정적으로 

수행하는 아주 획기적인 결과이다. 본 논문에서는 이 

에 착안하여, Hausdorff 거리계산의 중간단계에서 

biarc들을 이용하여 알고리즘의 효율성과 안정성을 동 
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시 에 높이는 접근방법을 제시한다.

\bronoi 영역의 계산에 비하여 Hausdorlf 거리계산 

은 보다 간단한 문제일 수 있다. 왜냐하면, Hausdorff 
거리는 하나의 실수 값으로 주어지는데 비하여, 

Vbronoi 영역은 평면을 여러 개의 복잡한 영역으로 분 

할하고 이를 데이터구조로 표현하는 일련의 과정을 

거쳐서 계산되기 때문이다. 반면 Hausdorff 거리는 본 

질적으로 M)ronoi 영역을 구하지 않고는 그 계산을 

제대로 수행하기 어렵다는 관계로 서로 복잡하게 얽 

혀 있다.

본 연구에서는 이와 같은 문제를 해결하기 위한 현 

실적인 방안으로, 그래픽스 하드웨어 렌더링 기능을 

이용하여 Vbronoi 영역의 근사계산을 효율적으로 수 

행하는 깊이 buffer 기반의 알고리즘"I을 중간단계에 

서 이용한다. 이에 기반하여 Hausdorff 거리 계산의 최 

종해를 효율적으로 구하는 가속화 기법을 개발하며, 

그 구체적 인 방법은 아래의 단계에 따라 진행된다(여 

기서 주어진 입력곡선들은 전처리 단계에서 biarc 들 

로 이미 근사되어 있다고 가정한다.)

1. 각 arc의 거리 함수를 나타내기 위하여, 이 원호 

를 포함하고 xyz-공간상에서 정의된 circular 
cone을 만든다.

2. 거리함수를 나타내는 circular cone들을 2축의 

-8 시점으로부터 양의 방향으로 보면서, 그래픽 

스 깊이 버퍼에 렌더링한다.

3. 그래픽스 깊이 버퍼의 각 pixel에 저장된 깊이값 

이 바로 n 점으로부터 주어진 곡선까지의 최단 

거리를 나타낸다.

4. 깊이 버퍼의 값으로 예측한 Hausdor任거리를 이 

용하여 곡선의 불필요한 부분을 트리 밍하고 나 

서 후보로 남은 곡선 구간에 대해서만 Elber and 
Grandine冋에서 사용된 연립방정식을 풀어서 정 

확한 Hausdorff 거리를 효율적으로 계산한다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. 먼저 제 2절에서 본 

연구의 기초가 되는 기본 개념들을 설명한다. 제 3절 

에서는 biarc로 근사된 곡선의 거리 함수를 깊이 버퍼 

에 렌더링하여 저장하고 이를 이용하여 Hausdorff거리 

의 하한값을 계산하는 기법을 소개한다. 그리고 이러 

한 하한값을 이용하여 곡선 구간 중 실제 Hausdorff 
거리에 기여하지 않는 부분을 안전하게 트리밍하는 

방법에 대해 논의한다. Hausdor任거리를 정확하게 계 

산하는 방법은 제 4절에서 설명하고, 본 논문에서 제 

안하는 접근방법의 효율성을 입증하기 위하여 여러 

가지의 실험 결과를 제 5절에서 보인다. 마지막으로 

제 6절에서 본 연구의 결론을 내리고. 추후 연구과제 

에 대해서 논한다.

2. Preliminaries

2.1 Hausdorff 거리
임의의 두 집합 A, 君와 이들에 속한 임의의 원소 

xed 와 사이의 거리함수 d(x疗)가 주어져 

있을 때, 집합 /로부터 B까지의 Hausdorff 거리 

h(A,B) 는 다음과 같이 정의된다怛

h(A,B) = max min(y(6z, b)
a^A,bEB

집 합 B로부터 /까지 의 Hausdorff• 거 리 h(B,A) 도 

마찬가지로 정의되며 일반적으로 

이다.

이로부터 N와 B 사이의 Hausdorff 거리 H{A,B) 

는 양쪽의 거리 h{A,B) 와 h(B,A) 를 모두 고려하여

= max 方{以,8)0(3,以)}

로정의된다.

2.2 Biarc 근사
두 점과 각 점에서의 접선 방향 벡터가 주어 졌을 

때 각 점을 지나고 점에서 주어진 접선방향을 가지는 

곡선을 두 개의 G1 연속인 원호를 이용하여 만들 수 

있는데 이를 biarc라고 한다. 본 연구는 주어진 곡선을 

여러 개의 biarc로 근사한 뒤 이를 이용하여 곡선간의 

Hausdorff거리를 계산한다. 곡선을 biarc로 근사하는 

여러 가지의 방법들이 있다"-2。1. 본 논문에서는 sir 
등"〕이 제안한 방법을 이용하여 임의의 오차 범위 내 

로 주어진 곡선을 근사한다. Fig. 1은 biarc의 한 예를 

나타낸다. 그림에서와 같이 두 원호의 교점을 joint라 

고 하자.
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Fig. 2와 같이 어떤 curve segment의 양 끝점과 접 

선방향이 주어졌을 때 이러한 경계조건을 만족하는 

biarc에는 여러 가지가 있는데 Sir 등冋은 이러한 

biarc중 joint가 curve segment 위에 있는 biarc가 적 

어도 하나 존재함을 보였다. Fig. 3은 이러한 biarc의 

한가지 예를 나타낸다.

Fig. 2. End points and their tangent directions.

Fig. 3. Biarc approximation of Sir et a/.I17].

이와 같은 Sir 등叫의 biarc근사 방법은 다른 결과 

들에 비해 실제곡선과의 오차가 작고, 각각의 원호마 

다 이에 대응하는 curve segment의 구간이 잘 정의되 

어 곡선을 원호 단위로 처리하기가 편리하다. 이러한 

성질은 뒤에 소개할 곡선 트리 밍 에 아주 유용하게 사 

용된다.

3. Hausdorff 거리 예측

3.1 원호까지의 거리 함수

Hoff 등］'&은 깊이 버퍼를 이용하여 Vbronoi diagram 
을 계산하는 방법을 제안하였다. 평면 상의 한 점 尸를 

생각하자. Fig. 4와 같이 점 J를 꼭지점으로 하고 중 

심축이 평면에 수직인 원뿔을 그리면 평면상의 임의 

의 점 X로부터 점 2까지의 거리 快는 淼 의 길 

이와 같게 된다.

마찬가지로 p와는 다른 점。에서도 원뿔을 그리자. 

이 두 원뿔을 아래 쪽에서 평면에 수직인 방향으로 보 

면 Fig. 5의 오른쪽과 같은 형태로 보이게 된다. 두 

원뿔이 평면상에 투영된 영역은 두 점 F와 0사이의 

bisector 직선에 의하여 이등분되는데 만일 점 乂升 F 
의 원뿔이 만든 영역에 속한다면 점 P에 더 가까운 

것이고 Q의 원뿔이 만든 영역에 속한다면 점 0게 더 

가까운 것이다. 즉 원뿔을 평면에 수직인 방향으로 정 

사영 시킨 그림이 바로 Vbronoi diagram이 된다.

이러한 사실에 착안하여 Hoff■ 등明은 각 V)ronoi 
site에 해당되는 원뿔을 렌더링하여 Vbronoi diagram 
을 근사하였다. 이렇게 렌더링을 하면 Vbronoi 
diagram을 근사할 수 있을 뿐만 아니라 각 픽셀에 저 

장된 깊이 값이 픽셀에 해당하는 점으로부터 가장 가 

까운 Vbronoi site까지의 최단 거리가 된다. 본 연구에 

서는 이러한 거리 함수를 원호에 적용시킨다.

Fig. 6. Minimum distance between a point and an arc.

Fig. 4. Distance from an arbitraiy point X to the point P.

Fig. 6과 같이 점 O를 중심으로 하는 원호 PQ 를 

생각해보자. 두 개의 반직선 OP^ OQ 사이의 영 

역에 있는 점 K와 원호 사이의 최단거리는 원호의 양 

끝점이 아닌 F와 Q 사이에 있는 원호 상의 한 점에 

서 구해진다. 반면에 반직선의 밖에 있는 점들 K Z와 

원호 사이의 최단거리는 각각 끝 점인 F와。에서 구 

해진다.

우리는 원래의 곡선을。연속인 biarc들로 근사했 

기 때문에 다른 두 개의 원호들이 부드럽게 연속적으
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로 연결된 원호의 연결점에서 일어나는 최단거리에는 

신경을 쓰지 않아도 된다. 왜냐하면 원호의 한 끝점에 

서 최단거리가 구해진다는 것은 우리가 지금 측정하 

고.있는 원호가 아닌 다른 인접한 원호에서 최단거리 

가 구해진다季 의민旦기 때문이다.

반직선 0Q 사이의 색칠된 부분에 해당하

는 거리함수를 그려보면 Fig. 7와 같이 잘려진 원뿔의 

부분곡면들로 이루어져 있으며 이들은 각각 NURBS 
곡면으로 정확하게 표현 가능하다. 따라서, 이를 이용 

하여 거리함수를 렌더 링 하는 것도 오차가 아주 작게 

할 수 있다.

Fig. 7. Distance field of an arc PQ .

3.2 깊이 버퍼 값 을卩|

이제 biarc로 근사 된 곡선에 속한 모든 원호에 대 

해서 앞에서 설명한 거리함수를 렌더링 한다. 이때 임 

의의 점이 어느 원호로부터 최단거리를 갖는지 알기 

위해서 각각의 원호마다 다른 색을 이용하여 그려준 

다. Fig. 8은 이렇게 렌더링 된 한가지 예를 보여준다.

Fig. 8. Distance field rendering.

렌더링이 끝나면 상대 곡선을 따라가면서 Fig. 9과 

같이 그 곡선 위의 점을 sampling 하면서 그 점에 해 

당하는 pixel의 깊이 버퍼를 읽어나간다. 이 값이 원래 

주어진 곡선까지의 최단거리의 근사값이 된다.

한쪽 곡선에 대한 최단거리 근사가 끝나면 반대 곡 

선에 대해서도 똑 같은 방법으로 거리 함수를 렌더 링 

하고 최단거리의 근사값을 계산한다. 이와같이 두 곡 

선을 차례로 따라가면서 상대방 곡선까지 측정한 최 

단거리 중에서 가장 큰 값을 Hausdorff 거리의 근사 

값으로 사용.한다.

Fig. 9. Pixels on a curve.
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4. Hausdorff 거리계산

설명의 편의를 위해서 두 개의 곡선을 각각 C(t), 
£>(s)라 하고 이들의 biarc 근사 곡선을 각각 

财(s)라고 하자. 그리고 以功을 구하는 방법

과 h(D(s), C。))를 구하는 방법이 동일하므로 여기서 

는 h(D(s), C(t))를 계산하는 경우만 설명한다.

4.1 계산오차의 처리

위에서 구한 Hausdorff 거리의 근사값을 이용하여 

실제 Hausdorff 거리의 범위를 쉽게 구할 수 있다. 본 

연구에서 사용하는 방법에서 발생하는 오차는 크게 

세 가지로 분류할 수 있다. 한가지는 실제 곡선을 

biarc로 근사 할 때 발생하는 오차 £1, 두 번째 오차는 

거리 함수를 렌더링 할 때 발생하는 오차 s2, 그리고 

마지막으로 거리 함수를 읽을 때 곡선의 실제 좌표가 

아닌 픽셀 단위로 읽음으로 인하여 발생하는 오차 s3 
가 있다.

첫 번째 오차 &는 사용자가 원하는 만큼 줄일 수 

있다. 하지만 오차를 줄이면 biarc segment의 개수가 

증가하므로 그만큼 계산 시간이 더 걸리게 된다. 두 

번째 오차 £2는 원뿔을 렌더링하는 과정에서 발생하 

는 triangulation 오차이다. 본 연구에서는 Hoff 등"句 

이 제안한 오차분석법을 사용하였다. 원뿔은 꼭지점 

을 공유하는 여러 개의 삼각형으로 triangulation된다. 

또한 삼각형의 개수를 늘려서 오차를 원하는 만큼 줄 

일 수 있다.
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그리고 마지막 오차 %는 픽셀의 한 변의 길이를 I 

이라고 했을 때 다음과 같은 부등식을 만족시킨다.

s3<^Z (1)

따라서, 깊이 버퍼를 이용하여 구한 Hausdorff 거리 

의 근사값을 appJID 라고 하면 실제 Hausdorff 거 

리 HD의 범위는 다음과 같다.

app_HD -(Ej + 82 + 83)^ HD (2)

즉 础顼刀-咼 + 勿 + 心)는 Hausdorff 거리의 

lower bound가 된다. 이 값을 LBJ1D 라고 하자.

Fig. 11과 같이 원호의 control point에 해당하는 픽셀 

의 색상정보를 읽으면 EC’S의 원호들 중 어느 원호가 

그 control point와 가장 가까운지 알 수 있다.

Fig. 10. Offset curve of C(?).

4.2 곡선 트리밍

위에서 구한 Hausdorff 거리의 lower bound 
LB項D 를 이용하여 Z>(s)의 구간 중 Hausdorff 거 리 

에 기여하지 않는 구간을 찾아내어 제외시킴으로써 

불필요한 계산을 최소한으로 줄일 수 있다.

반지름 LB_HD 인 CQ)의 offset 영역을 생각해보 
자(Fig. 10). 即의 그림에서 D(s)의 구간 중에 붉은 

색으로 표시된 부분은 Hausdorff 거리에 기여를 하지 

않는다. 왜냐하면 붉은 부분에 있는 모든 점들은 C(t) 

와의 최단거리가 Hausdorff 거리의 lower bound인 

LBJiD 보다 작기 때문이다. 그러면 우리는 이 구간 

을 안전하게 제거할 수 있다.

이와 같이 제거할 수 있는 구간을 찾기 위해서 

D(s)가 지나는 모든 pixel을 검사하는 것은 비효율적 

이다. 따라서, 계산의 효율성을 높이기 위하여 C(”와 

Z)(s)의 biarc 곡선을 이용한다. 公顷)와 砍>(s)는 여러 

개의 원호로 이루어져 있다. 이 원호들 중에서 불필요 

한 원호들은 비교적 간단한 기하학적 검증을 통하여 

쉽게 제거할 수 있다는 것을 보이는 것이 본 논문의 

핵심이다. BD(s)를 이루고 있는 원호중 하나를 

如cD(s)라고 하자. 원호는 2차 NURBS curve이므로 

이에 해당하는 control points를 찾을 수 있다.

원호의 control point가 세 개이므로 BC(£)의 원호 

들중 최대 세 개의 원호가 가까운 원호로 선택된다. 

이중에서 거리가 가장 가까울 것으로 보이는 원호를

라고 하자. 4以粉는 BC。)의 원호들 중 비교 

적 4rcD(s)와 가까우므로 /rcC0)를 LB项D만큼 

offset 해서 구해진 영역은 ArcD(s)를 그 내부에 완전 

히 포함할 가능성이 상대적으로 높다(Fig. 12 참조).

Fig. 12. Offset curves of an arc.

NrcC。)의 offset 영역은 세가지 부분으로 나뉜다. 

Fig. 13에서 점 左를 중심£로 하고 반지름이 LBJ1D 

인 반원 ①번 영역, 그리고 반직선 OA^-OB 사이

Fig. 13. Regions of an offset curve.
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에 있는 ②번 영역, 그리고 점 B를 중심으로 하고 반 

지름이 LB项D인 반원 ③번 영역이 있다.

우선 의 control「point가 모두 반직선 

OA^r OB 사이에 있는지 검사한다. 만약 모든 

control point가 두 반직선 사이에 있다면 control 
point가 ②번 영역에 들어가는지 확인한다. Control 
point를 C], C2, C3 라고 했을 때 control point가 ② 

번 영역에 속하는지 여부는 아래와 같이 확인해 볼 수 

있다. (아래 수식에서의 XB 기호는 점 X와 점 ！를 

잇는 선분의 길이를 나타낸다.)

max ｛施-列，况2-0aI,I0C3-0aI｝< LB_HD

(3)

하지만 control point가 모두 ②번 영역 안에 있다 

고 하더라도 4rcZ)(s)는 Fig. 14와 같이 offset curve 
에 포함되지 않을 수도 있다.

Fig. 14. Region ② does not completely contain ArcD(s), 
but it contains control points of ArcD(s).

이러한 경우를 고려하기 위해서 biarc를 생성할 때 

Fig. 15처럼 원호의 e 값을 측정해서 저장해 둔다.

그러면 时의 값은 다음과 같이 구할 수 있다.

Control point가 모두 ②번 영역 안에 들어갈 경우 

원호를 포함하는 control .polygon은 최 대 时만큼 ②번 

offset 영역을 벗어날 수 있다. 만약 모든 control 
point가 Fig. 16의 붉은 영역과 같이 반지름이 

LB皿X 1/cos。인 offset 영 역 안에 들어가면 

control polygon은 반드시 ②번 offset 영역 내에 속하 

게 된다.

max｛况 1-羽|, 必-瓦 I, 况3-0죄｝ <

LB (5)
- cos0

따라서 control point가 (5)을 만족시키면 원호의 

offset 영역이 를 완전히 포함한다.

이제 control point중 반직선 ON 와 OB 사이의 

영역에 속하지 않는 것이 존재할 경우를 생각해보자. 

이 영역에서 벗어난 최초의 점이 0/의 왼편에 존재 

하면』rc£)(s)의 control point들이 점 /를 중심으로 

하고 반지름이 LB糜인 원안에 들어가는지 검사한 

다. 즉 다음 식을 계산한다.

max｛疝,AC7,AC3｝ <LBJiD (6)

마찬가지로 주어진 영역에서 벗어난 최초의 점이 

OB 의 오른편에 존재하면 다음 식을 체크한다.

max｛无卩BC2,BCj｝ <LBJID (7)

만약 drc〃(s)의 control point들이 수식 (6)나 (7)를 

만족하면 ArcC(t)^｝ offset 영역은 convex hull 성질 

에 의하여 /rc£>(s)를 모두 포함한다.

위에서 제시한 방법만으로는 ArcC(f)^\ offset 영역 

내에 /rcQ(s)가 포함되는 모든 경우를 완벽하게 검사 

했다고 말할 수는 없다. 예를 들어서 control point가 

①, ②, ③에 각각 하나씩 걸쳐 있으면 비록 ArcD(sy\ 

4cC0)의 offset 영역안에 포함된다고 하더라도 위의 

알고리즘으로는 이를 정확하게 판단할 수 없다. 하지 
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만 4rc」D(s)는 매우 작은 원호이기 때문에 이러한 예 

외적인 경우는 거의 일어나지 않는다고 볼 수 있으므 

로 전반적인 계산 효율성을 높이기 위하여 이러한 경 

우들을 검사하지 않는다.

마지막으로 ArcD(sy\ 아닌 이에 대응하는 실제 

D(s)의 구간을 제거하기 위해서는 수식 (5), (6), (7)에 

서 biarc 근사할 때 사용된 오차 tolerance인 巳만큼을 

빼주어야 한다.

따라서 수식 (5), (6), (7>은 다음과 같이 변형된다.

max{| 况1-瓦I,应2-瓦况3-羽|}<

LB (8)~ COS0 1

max{AC[,AC2,AC^} <LBJID-zx (9)

max {阿瓦*,瓦方}〈財—如_饥 (10)

위의 트리 밍조건들을 切(S)의 원호 각각에 적용하

면 D(s)에서 안전하게 제거될 수 있는 구간을 쉽게 

찾아낼 수 있다. Fig. 17은 이러한 곡선 트리밍의 예 

를 보여준다.

4.3 방정식의 해

우선 곡선을 Hausdorff거리를 결정할 수 있는 중요 

한 후보구간들만 남기고 나머지는 트리밍하여 제거한 

다. 이렇게 트리밍 되고 남은 두 곡선을 각각 C。)와 

Z>(s)라고 하자. 두 곡선들 사이의 Hausdorfi거리는 다 

음과 같이 세가지 경우들 중 한 가지에서 구해진다卩勺. 

첫 번째 경우는 곡선 끝점으로부터 다른 곡선 까지의 

최단거리가 Hausdorff거리인 경우이다(Fig. 18(a)). 이 

를 방정식으로 표현하면 아래와 같다.

<%)_",")> = 0”
(11) 

<"-*),$)>  = 0

두 번째 경우는 두 곡선이 법선을 공유할 때이다 

(Fig. 18(c)와 18(d)). 이를 마찬가지로 방정식으로 표 

현해 보면 다음과 같다.

<C(f)-Z)(s), C'{t)> = 0, and
<C(t)-D(s),D'(s)> = 0 '

마지막 경우는 한 곡선이 다른 곡선의 selfbisector 
와 만나는 경우이다(Fig. 18(b)). 이를 마찬가지로 방 

정식으로 표현하면 다음과 같다.

<C(t)-D(r)yD'(r)> = 0, and
<C(t)-D(s),Df(s)> = 0, and

vc(r)—z)(s),c(f)—z)(s)>-
=0 (13)

Hausdorff 거리를 가질 수 있는 후보 곡선들에 대해 

서 위의 (11), (12), (13)에 해당하는 해들을 모두 찾 

은 후 이 중에서 가장 거리가 큰 값을 택하여 정확한 

Hausdorff 거리를 결정 한다.

5. 실험 결과

본 실험은 2.40GHz Intel Pentium4 CPU와 

2.0GB RAM의 시스템에서 수행되었다. 제 4.3절의 

알고리즘에서 소개한 연립방정식을 푸는 부분은 IRIT 
solid modeling system 의 multi-variate equation 
solver^를 이용하여 구현되었다.

Fig. 18은 이 실험에서 사용한 입력 곡선들을 각 

각 노란색과 파란색으로 나타낸 것이고 두 곡선간의 

Hausdorff거리는 붉은 선분으로 표시하였다. Fig. 
18(a), 18(b), 18(c), 18(d)의 곡선들은 모두 3차 B- 
Spline 곡선들이며 각 그림의 곡선들은 각각 5개, 

10개, 15개, 30개의 control points를 가진다. Fig. 
18(a)는 Hausdorff 거리가 곡선의 끝점과 다른 곡선 

의 내부 점에서 일어나는 경우를 보이고 있고, Fig. 
18(b)는 Hausdorff 거리가 한 곡선의 self-bisector 
와 나머지 곡선의 교점에서 구해지는 경우를 보이고 

있다. Fig. 18(c)와 18(d)는 일반적으로 Hausdorff 
거리가 내부 점들 사이에서 구해지는 경우를 보이고 

있다.

Table 1은 Hausdorff 거리를 Elber and Grandine凹 

과 같이 트리밍 과정을 거치지 않고 처음부터 방정식 

들을 모두 푸는 방법으로 계산했을 때와 본 논문에서 

제안한 알고리즘으로 트리 밍을 하고 난 후에 남은 부 

분곡선분들에 대해서만 방정식을 풀었을 때의 계산시 

간을 비교하여 나타낸다.

실험 결과에서 알 수 있듯이 본 논문에서 제안한 

알고리즘을 사용하면 속도의 향상을 적게는 5배에서
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Fig. 18. Test examples.

Table 1. Computation time comparison with Elber and 
Grandine[141 (ms)

Control point # Elber and Grandine[14] Our Algorithm
5 2,953 146
10 10,156 1,572
15 15,502 1,306
30 35,725 2,215

많게는 20배까지 얻을 수 있음을 알 수 있다.

6.결 론

본 논문에서는 평면곡선의 biarc근사와 이들의 

circular cone으로 주어지는 거리함수의 근사값을 깊이 

버퍼에 저장하여 Hausdorff 거리를 효율적으로 근사 

하고 이를 이용하여 Elber and Grandine网의 알고리 

즘을 가속화 시키는 기법을 소개하였다. 또한 이 기법 

을 실제 평면곡선들에 적용하여 알고리즘의 수행시간 

이 크게 개선되었음을 보였다.

향후 연구에서는 본 결과를 공간 곡선들과 곡면들 

에 대한 결과로 확장할 계획이다. 하지만 이러한 경우 

들에는 본 연구에서 사용한 평면곡선의 기하학적 특 

성에 기반을 둔 개념들 즉 biarc 근사와 이의 거리함 

수를 렌더링하여 깊이 버퍼에 저장하는 방식 등을 그 

대로 적용하기 어려워 이들을 대체할 수 있는 새로운 

접근방법을 개발해야 할 것으로 보인다.
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