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일반적으로 시스템 인식 방법은 입출력에 잡음이 없거나, 출력에만 잡음이 있는 경우를 주 대상으로 한다. 본 논문은 입력 

및 출력이 모두 잡음으로 오염되었을 뿐만 아니라 입력에 비해서 출력에 같거나 더 많은 양의 잡음이 개입된 환경에 노출된 

Finite Impulse Response 형태의 시스템을 인식하는 새로운 방법을 제안한다. 이를 위해서 입출력의 잡음 수준이 같을 

때 최적인 완전최소자승 기법과 출력에만 잡음이 있을 때 최적인 최소자승 기법을 서로 볼록 결합 (convex combination) 
하여 앞에서 언급한 것과 같은 좀 더 일반화된 잡음 환경에서도 향상된 결과가 나오도록 하였다. 또 제안한 방법이 다양한 

잡음 환경에서 응용 가능함을 모의 실험을 통해서 확인하였다.

핵심용어: 잡음 변수를 갖는 FIR 시스템 인식, TLS, LMS
투고분야: 음향 통신기술 분야 ⑹

FIR type system identification with noisy input and output data can be solved by a total least squares (TLS) estimation. 
However, the perforwnce of the TT^ estimation is very sensitive to the ratio between the variances of the input 

and output noises. In this paper, we propose an iterative convex combination algorithm between TLS and least squares 

(LS). This combined algorithm shows robustness a^inst the noise variance ratio. Coiwequently, the practical 
workability of the TLB method with noisy data has been significantly broadened.

Keywords： Noisy FIR System Identification, Total Least Squares, Least Squares, Convex Combination
ASK subject classification^ Acoustic Communication (6)

L 서론

일반적으로 시스템 인식 방법은 입력과 출력에 잡음이 

없거나, 출력에만 잡음이 있는 경우를 주 대상으로 한다. 

가장 많이 사용하는 LS (Least Squares) 를 바탕으로 하는 

인식 방법은 출력만 잡음에 오염된 경우에 적합한 방법이 

다. 또 입력과 출력이 모두 잡음에 오염된 경우는 ITS 

(Total Least Squares) 를 바탕으로 하는 인식 방법을 사 

용하여 좋은 결과를 얻고 있다 그러나 좀 더 정확히 말하 

면, TL遞방법은 입력과 출력에 개입된 잡음의 분산량이
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같을 경우에 최적인 방법이고, 이 분산량에 차이가 생기 

면 결과의 정확도가 열화 된다. 실제 시스템 인식의 경우 

출력 신호에 입력 신호보다 더 많은 잡음이 개입되는 경 

우가 많다. 따라서 이 런 경우 TLS를 사용하면 기대하는 

좋은 성능을 얻지 못한다 [1][2].

본 논문 입력 신호 및 출력 신호가 모두 잡음으로 오염 

된 환졍에서 FIR (Finite Impulse Response) 형태의 시스 

템을 인식하는 새로운 방법을 제안한다. 특히 출력 신호 

에 부가된 잡음의 수준이 입력 신호에 부가된 잡음의 수 

준에 비해서 같거나 더 많은 경우에 적용 가능한 방법을 

제안한다. 이와 비슷한 환경을 가정한 시스템 인식 방법 

으로, Zheng은 일반화된 TLS를 사용하여 미리 가정된 

입력과 출력간 잡음의 분산비를 서로 달리하는 두 경우에 
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대해서 시스템 변수를 추정하고 그 결과를 산술 평균하는 

방법을 제안하였다 [3], 그러나 이 방법은 설정된 구간을 

미리 정하기 쉽지 않다.

본 논문에서는 좀 더 일반적인 환경에서 적용을 할 수 

있도록 출력에만 잡음이 부가되는 경우, 즉 입력과 출력 

의 잡음 분산비가 '무한대'인 경우에 사용하기 좋은 IS방 

법과 입력 신호와 출력 신호에 모두 같은 수준의 분산량 

을 갖는 잡음이 부가되었을 경우 즉 입력과 출력의 잡음 

분산비가 T인 경우에 적합한 n方방법을 결합하는 방법 

을 사용한다 [1][2]_ 본 논문에서는 제차적인 형식의 알고 

리즘을 만들기 위해서 제차적인 &의 해를구하는 방법 

의 하나인 TIW와제차적인 LS의 해결법이라고 할 수 있 

는 LMS를 결합하는 방법을 제안한다 [4-7], 또 제안한 

방법이 다양한 잡음 환경에서 응용 가능함을 모의 실험을 

통해서 확인한다.

II. Total Least S冬iares와 Least 
Sqiares 방법간 Convex Combination

2.1. 제차 Least Squares 방법과
재차 Total Least Squares 방법

어떤 미지의 FIR 시스템 인식에서, 입력과 출력에 잡음 

이 부가된 경우는 그림 1과 같이 모델링 할 수 있다.

미지의 시스템은 식 ⑴과 같은 계수들로 이뤄진 FIR 

시스템을 가정한다.

h = [h0,hl,-,hN_l]H^CM ⑴

여기서 h는 시불변인 것으로 가정한다. 그리고 그림 1의 

미지 시스템의 출력은 다음과 같이 모델링 할 수 있다.

d{n) =x^(n)h+n0(n) (2)

여기서 출력 잡음은 평균이 'o'이고, 분산이 尻인 정규분 

포이며, 입력 신호와 서로 독립이다. X(n)은 잡음 없는 

입력 신호 벡터이고, 다음과 같은 형식이다.

x(„) = [x(m),x(n -1),---x{n - TV +1)]r (3)

그림 1 과 같은 입력과 출력에 모두 잡음이 있는 경우 

일반적으로 맞는 비용함수는 다음 식과 같다 [1][2].

j =%您展)

OTLS 7 + ^GTLS (O^GTLS (0 (4)

여기서 eGLS^ =d(fc)-w|t5(fc)x(fc), wGTLS(k) = 

〜 〜 a2
w : M (&)/(-w GTLS(N+\) (fe)) 그리고 1=그・ 

이다. 따라서 TLS를 위한 비용함수는 7= 1 일 때 이고, 

출력에만 잡음이 부가되는 LS를 위한 비용함수는 7=°° 

인 경우라고 할 수 있다 T攻를 위한 제차 형식의 알고리 

즘은 여러 연구자들에 위해서 연구되었다. Feng이 제안' 

한 T[蓝는 전형적인 방법들 중 하나라고 할 수 있다 [4], 

弱를 위한 간단한 제차 형식의 방법은 특별히 연구되지 

않았으나, Cichoki에 위해서 구해진 식 (4)의 제차 형식 

해인 다음 식을 살펴보면, 알 수 있다.

eTLs (¥) = d(k) -wjis (k)x(k) (5,a)

wTLS (t + 1) =、NTLS (") + ^TLHSeTLS (*)

(5.b)
[x0)-e 传)Wzzs0)]

그림 1. 입출력에 잡음이 부가된 시스템

Fig. 1. Th읂 model of a noisy FIR system.

여기서 Z(A：)= 丄 辭:"——7~7 위 식에서〔78 

l + ^TLS^^TLsW

로 접근시키면, 沧) = 汽" 가 '。'으로 

1^~^TLsWWTLsW

수렴하고, 위 제차식은 Widrow가 Least Mean Squares 

문제를 위해 구한 제차식인 LM密알고리즘과 같아진다 

[5], 따라서 Widrow의 LMS 알고리즘이 원래 출발은 

Least Squares의 제차 형식 해를 위한 것이 아니 었으나, 

위의 기술로부터 LS를 위한 제차식으로 쓸 수 있음을 알 

수 있다
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이제 LS방법으로 미지의 시스템을 추정하기 위해 식 

⑸로부터 유동한 Wdow의 LMS와 같은 제차식 접근법을 

사용한다면, 추정 출력과 실제 출력간의 오차는 다음과 

같다.

Sis (k) = d(k) - w；s (^)x(t) = d(k)~yLS (k)⑹

위 식의 해는 다음 비용함수를 최소화함으로써 얻는다.

minE｛e方(幻｝ (7)

위 비용함수를 최소화하기 위해, 비용함수의 최소점을 

향하는 구배를 구할 때 평균 구배를 구하지 않고, 매 단위 

입력마다 구한다면, 그 제차 식의 형태는 다음과 같다.

= 盼 (8. a)

Wws侬 +1) = Wws(*) + 如MS얺时 - yLMS(ky)x(k)(8.b) 

또 입력에 잡음이 부가된 경우는 아래와 같이 입력 신호 

를 모델링할 수 있다.

x(n) = x(») + n; (n) e CWxl ⑼

a2
이 때 만약 T= Y= 1 이라면, W 방법을 사용하여 시스 

템의 최적의 해를 구할 수 있다 [1][2], Feng은 TLS를 제 

차적 방법으로 구하는 식 ⑻과 유사한 형식의 알고리즘 

을 제안하였다 [4], 그 방■법을 TLMS (total least mean 

squares) 라고 한다 [4], 이 알고리즘은 아래와 같은 비용 

함수를 제차적인 방법으로 최소함을 통해서 구하였다.

min 硏*胡击｝, ||w||2 = a 그리고

w心 = 畝1 ： N) /(-유(N +1)) (10)

여기서 x(m) = [戈'(幻"(幻]' e C,v+lxl 이고

万=硏气fc)｝이다. 7WS 알고리즘은 다음과 같은 

정리할 수 있다.

yTLMS 伍) = 시TLMS 徳 )x(幻 (11. a)

锹左+1)=讦&)+/弓成奇。)네宥(쎄3臧(伊佝)(u.b) 

Wrws (左 +1) = W(1：w) (k +1) /(-wpv+1) (k +1)) (H. c)

US 방법은 앞에서 언급한 것 같이 입력과 출력 신호에 

잡음이 부가된 경우에 최적의 결과를 주는 것으로 알려졌 

지만, 좀 더 엄격하게 말하면, 입력 잡음 분산량과 출력 

잡음 분산량의 비가 1인 경우, 즉 十 = 음= 1 인 경우에 

%

최적이다 이 조건을 벗어나면 그 성능이 열화된 

다. 여기서 沽는 입력 잡음의 분산량이다.

2.2. Least Squares 과 Total Least
Squares 방법의 Convex Combination

그림 1 과 같은 입력과 출력에 모두 잡음이 있는 경우 

일반적으로 입력은 측정 장비 관련 잡음 경우가 많고 출 

력의 경우는 측정 장비 관련 잡음과 주변 환경에서 오는 

잡음이 동시에 부가되어 출력 잡음의 분산량이 더 큰 경 

우가 많다. 그러나 양이 얼마인지 알 수가 없는 경우도 

일반적이다. 즉 입력 잡음 분산량과 출력 잡음 분산량의 

^2

비, 7=-< 가불확정적인 경우가 일반적이다. Zheng은

TLS의 이런 단점을 만회하는 한 방법으로 식 (12)과 같은 

일반화된 TLS의 비용함수에서, 두 서로 다른 분산량 비, 

7 = 읗 값에 대해서 일반화된 依의 해 둘을 각각 얻어 

이 둘의 평균을 구하는 방법을 제안하였다 [3],

— (、 (')
g ' Y + 戒瘁(t)^GTLS (0 (12)

여 기 서 %肅 侬) 二』(幻 _ w如 (為)双左) , WGTLS (幻 = 

WG7LS(1:^) 侬)/(-讦G"S(N+1)(*)). 그러나 이 방법도 여전히 

7의 경계값을 미리 정해야 한다. 본 논문에서는 이런 경 

계값을 미리 정하지 않아도 되는 방법을 제안하고자 한 

다. 이를 위해서 7= 1 인 경우의 해와 7= 8 경우의 해를 

기본으로 하고 추정 오차를 바탕으로 서로의 해를 적당 

히 혼합하는 방법을 제안한다. 이 방법은 Garcia 등이 

心必의 스텝 사이즈에 대한 불확정성을 해소하기 위해서 

두 개의 서로 다른 스텝사이즈를 사용하는 두 盆의 결 

과를 추정 오차를 바탕으로 혼합하는 방법을 기본으로 
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한다 [6].

본 논문에서 제안하는 방법이 T = 1 에서 최적인 TLS와 

7= 8 에서 최적인 LMS을 각각 혼합하여 1 M 了 < 8 인 

일반적인 경우에 적용함으로써 잡음 분산량의 비에 대한 

적용 범위를 넓힐 수 있으리라 기대한다.

제안하는 방법의 핵심인 糜의 결과와 LM把의 결과를 

결합하는 것은 다음과 같다,

w”糖 0) = V(幻 Wfws(*) + (1 一 v@))w ws (k)(紀)

여기서 결합 계수 V統) 는 l/(l+eF사)인 함수를 사용하 

여 0에서 1사이의 값을 갖는다. 위와 같은 결합을 사용하 

여 출력을 추정할 경우 얻는 결합 추정 오차는 식(14)와 

같다.

%赫(*) = v(k)eTLUS (Ar) + (1 - v(ky)eLMS (k) (14)

여기서 eTLMS W = d(k)-w；ws (幻 X(K) = d{k)- yTLUS (k) 

이고, eLMs (k) = d(k)- '祖ms(幻 x0) = d(k)- yLUS (k) 

이다. 식 (13)의 결합계수는 a(盼 값에 의해서 조절된다. 

따라서 이 계수를 식 (14)의 결합 오차가 최소가 되는 방 

향으로 조절되도록 한다면 식 (13)의 결합을 통해서 향상 

된 정확도의 결과를 예상 할 수 있다. 아래 식은 a 催) 의 

갱신식을 기술하였다.

a(k + 1)- a(k)-
!丄°施如侬) 

2 da(k)

=噸 + fJecamb(k)(yTLMS (k) 一 yLS (k))v(k)(l - v(k))

(15)

여기서 쓰쁩 = 礼普Ml") 이고

eTLMS(*) — eLS 侬) = YLS (左) — yTLMS (*) 이 다.

in 모의 싴헌 밊 겸과

본 절에서는 앞 절에서 제안한 새로운 알고리즘의 성능 

을 모의 실험을 통해서 검증하려고 한다. 이를 위해서 

Feng이 TLMS의 성능을 검증 할 때와 같은모의 실험 환경 

을 사용하였다. 즉, 목표 MR 시스템은 다음과 같은 계수 

를 갖도록 하고,

h = [-0.3, -0.9, 0.8,-0.7, 0.6]t (16)

참 입력 신호도 평균이 '0'이고 분산이 T인 정규 분포 

를 갖는 불규칙 신호를 사용하였다. 또 추정한 결과의 성 

능 검증용 인덱스로써 다음의 시스템 인식 오차를 사용하 

였다.

")1。凱匕％』 (]7)

|h 시

본 알고리즘이 넓은 범위의 잡음비, 7= 으芸, 하에서 

C切

사용 가능함을보이기 위해서 7= [1,2,- 19,2이인 잡음 

비 범위를 설정하였다. T = 1 인 환경을 만들기 위해서 입 

력 부가 잡음의 분산을。& = 0.1 이고 출력 부가 잡음의 

분산을 b九 =0.1 로 설정하였다. 그 후에 7〉1인 경우 

는 입력 부가 잡음의 분산값을 고정하고 출력 부가 잡음 

의 분사값을 늘려나가도록 하였다. 이로써 TLS 방법이 

최적의 해를 제공하는 7= 1 인 환경으로부터 점점 LMS 

가 최적의 해를 내는 了 = 8쪽으로 옮아가도록 하였다. 

단 了= [1,2, … 19,2이의 범위는 완벽하게 LS에 맞는 환 

경까지는 도달하지 않고, TLS와 LMS의 중간에 위치하는 

환경을 만들어 ‘庭를 적용할 때 만나기 쉬운 환경을 상정 

하였다.

알고리즘의 성능을 비교 검증하기 위해서 전형적인 

TLS와 전형적인 LM耍의 결과들과 서로 비교하였다 

[4][5]. 뿐만 아니라, 앞 절에서 예를 들은 Zheng의 평균 

応 방법을 변형하여 전형적인 TLS와 전형적인 LM把의 

결과를 서로 평균을 내어 그를 추정치로 사용하는 방법도 

같이 비교하였다 [3]. 다음 그림 2는 7=【1,2, ••• 19,2이 

에서 각 알고리즘에 의해서 얻은 시스템 인식 오차를■ 서 

로 비교하도록 만든 결과이다. 본 결과를 보면 7 = 1 에서 

는 제안한 알고리즘이 전형적 인 TLS에 가까운 결과를 내 

었다* 그리고 7<16 경우는 함께 비교하는 다른 방법에 

비해서 우수한 결과를 내었다.그러나 이 범위를 벗어나 

면 L1瞄의 결과보다 열화 되는 것을 볼 수 있다. 그러나 

이 경우도 LMS의 제외한 다른 두 방법에 비해서 우수한 

결과를 제공하고 있다. 따라서 제안한 방법이 입력과 출 

력에 잡음이 부가되는 경우라는 것만으로 전형적인 ITS 

를 적용하는 것 보다는 보다 넓은 적용 범위를 제공할 

수 있음을 알 수 있다. 그리고 그림 3은 了= 1 일 때와 

了 = 20 일 때의 결합 계수의 추이를 보였다 그림 3의 (a)
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그림 2. 시스템 인식 오차를 사용한 추정 성능 비교 (실선 제얀한 

알고리즘, 파선 LMS의 경우, 일점쇄선: Zheng의 평균법 

을 적용한 경우, 실선과 삼각형: TLMS방법의 경우)

Fig. 2. The estimation error against the ratio between 

input and output noise variances (solid line： the 

prop퍙옪ed method, dashed line： LMS, dash and 

dotted line： Zheng' s method [3], solid line with 

triangles： TLMS [6])

는 7= 1일 때의 결합 계수인데, 그림에서 알 수 있듯이 

결합 계수가 1에 가깝게 수렴하여 摩에 더 가중치를 두 

는모습을볼수 있고 그림 3의 (b)는1=20일 때의 결합 

계수인데, 그림에서 알 수 있듯이 결합 계수가。에 가깝 

게 수렴하여 LS에 더 가중치를 두는 모습을 볼 수 있다.

<h
s0
3°

시간 [샘플1

(b)

그림 3. 결합 계수 비교: (a) 丁=1일 때* (b) 丁=20일 때

Fig. 3. Combination Coefficient Comparison：

(a) When 7=1, (b) When 7=20

IV. 결론

본 논문에서 입력과 출력에 잡음이 부가되는 환경에 

서 FIR 타입의 시스템을 인식하는 좀 더 견실한 방법을 

제안하였다. 본 방법을 입력과 출력의 부가잡음비가 전 

형적인 T任를 적용하기 부적당한 경우에도 상당히 넓은 

범위에 걸쳐 우수한 정확도의 시스템 인식 결과를 제공 

하였다.
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