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PERT 요소공정의 주경로 확률 산정 모델 개발

Development Model for Estimating Critical Path Probability of Element Path in PERT
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ABSTRACT
The PERT is one form of probabilistic network and can have many critical paths in the concept of each work has dispersed 

complete time. Here we propose two operators to estimate the probabilistic complete time about serial and parallel connections, and 
in each junction node, probability of critical path is estimated by new operator. Then we compare the estimated results with 
robability of critical path with deterministic CPM and Monte Carlo simulation (MCS). Our results show that all paths in PERT can 
be critical path, and proposed operators are efficient and accurate probabilistic calculators compare MCS result.
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프로젝트 관리에 필요한 예상 완료시간, 여유시간과 각 공정

의 우선순위를 판단하는 데에는 Process Estimation and 

Review Technique (PERT)가 가장 널리 이용되고 있다 

(Robillard and Trahan, 1977; Soroush, 1994; Chen and 

Chang, 2001). PERT는 가장 긴 완료시간을 나타내는 경로인 

주경로 (critical path)를 파악하고 주경로를 기준으로 다른 경

로에 속한 노드별 여유시간을 산정한다. 따라서 PERT의 연구

에 있어 주경로의 산정은 완료시간 및 여유시간의 계산에 영

향을 줄 뿐만 아니라 (Chen et al., 1997), 프로젝트의 병목현

상과 과부하 등을 사전에 예측하여 방지하도록 도움을 준다 

(Van Slyke, 1963). 또 주경로 상에 있는 공정의 지연은 전체 

프로젝트 완료시간을 지연시키므로 (Chen et al., 1997; Yang 

and Chen, 2000), 주경로를 분석하는 것은 PERT의 중요한 

과정 중 하나라 할 수 있다 (Chen et al, 1997; Elmaghraby, 

2000). 

주경로의 중요성은 저수지가 만들어지는 과정을 통해 생각해 
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볼 수 있다. 저수지가 만들어 지기 위해서는 댐, 취수탑, 여수

토 등의 구조물과 그 구조물을 구성하는 요소들의 단계별 작

업이 모두 완료되어야 한다. 이 때 주경로가 되는 작업이 확률

적으로 발생하고, 이 공정의 지연은 전체 작업의 지연을 초래

하여, 이를 만회하기 위해 불필요한 프로젝트의 비용이 발생하

게 된다 (Gong and Rowing, 1995). 

주경로 산정에는 Critical Path Method (CPM)이 가장 많이 

이용되고 있다 (Chen et al., 1997; Elmaghraby, 2000). CPM

은 각 공정별 완료시간을 상수로 가정하고, 이를 순차적으로 

더하여 가장 긴 완료시간을 갖는 경로를 주경로로 정의하므로 

단일한 값이 산출 된다 (Dodin, 1984; Liang and Han, 2004). 

그러나 공정별 완료시간은 확률적 성격을 갖기 때문에 주경로

는 확률의 문제가 될 수밖에 없고, 모든 경로가 주경로가 될 

확률이 있는 데도 불구하고 CPM은 이를 반영하지 못하고 있

다.(Dodin, 1984; Dodin and Sirvanci, 1990; Williams, 1992; 

Soroush, 1994; Yang and Chen, 2000). 

CPM의 단점을 극복하고자 Van Slyke (1963)이 Monte 

Calros Simulation (MCS)로 산출한 확률적 주경로를 이용하

는 노력이 꾸준히 계속 되었다. 이런 노력은 Sigal (1979) 등

을 중심으로 한 난수의 발생량을 줄이면서 정확도를 유지하는 

분야 (Burt and Garman, 1971)와 Dodin과 Elmaghraby 

(1985)을 중심으로 간편식을 이용하여 계산량을 줄이면서 정

확도를 개선하는 연구 (Fulkerson, 1962; Dodin, 1984; Williams, 

1992; Soroush, 1994; Elmaghraby, 2000; Fatemi Ghomi 

and Teimouri, 2001)로 대별 된다. 그러나 두 방법 모두 근
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(a) (b)

Fig. 2 Series reduction process : node i and j at (a) are reduced to node i, j at (b)

사 값을 산출하게 되므로 오차가 전파될 수 있어 (Burt, 1970) 

전체 공정에 대한 확률적 고려만 가능 할 뿐 국부적인 문제의 

해결에는 이용 할 수 없는 약점이 있다. 따라서 여러 복합공정

이 결합하여 시스템을 이루는 현대의 대규모사업은 확률적 고

려가 필요함에도 이를 적용하기 어려운 것이 사실이다.

기존의 연구들이 보였던 결과 값의 근사적 결점을 보완하기 

위해서는 확률연산을 통하여 계산을 줄이면서 정해를 얻는 방

법을 생각 할 수 있다. 본 연구에서는 효율적인 확률연산 방법

과 직렬 또는 병렬로 연결되는 공정 간의 확률계산을 종합할 

수 있는 방법을 SP-네트워크를 대상으로 고안하고자 하였다.

SP-네트워크는 일방향적이고 순환이 없이 직렬과 병렬로만 

구성되는 네트워크이다. 시점과 종점이 단일하고 측면 유입이 

없는 PERT는 SP-네트워크 또는 SP-네트워크가 중첩된 복합 

SP-네트워크가 된다. 먼저 복합 SP-네트워크의 내부 SP-네

트워크를 Parallel Reduction Operator (PRO)과 컨볼루션을 

이용하여 단순 병렬연결 된 SP-네트워크로 축약 변환하고, 단

계적으로 단순 병렬연결 된 SP-네트워크를 Probabilistic 

Critical Path Calculator (PCPC)로 경로별 확률을 계산하면 

모든 경로의 주경로가 될 확률을 계산할 수 있다. 본 연구에서

는 복합공정으로 계획된 네트워크에서 경로의 확률적 주경로를 

계산할 수 있도록 하기 위하여 복합 SP-네트워크의 PCPC 확

률계산방법을 제안하고, 타당성을 검증하였다.

확률적 주경로를 산정하기 위하여 본 연구에서는 PCPC를 이

용하였다. PCPC를 이용한 확률적 주경로를 산정하기 위해서는 

대상이 되는 네트워크의 형태가 Fig. 1과 같은 단순 병렬연결

이어야 한다.

따라서 PCPC의 적용이 불가능한 병렬연결은 컨볼루션, PRO

을 이용하여 분기점과 합일점 사이의 노드연결을 단순 병렬연

Fig. 1 Pure Parallel Reduction

결로 만들 필요가 있다.

Fig. 2(a)와 같이 분기점과 합일점 사이에 두 개의 직렬로 

연결된 노드 i, 노드 j 가 있는 네트워크의 경우, 단순 병렬연

결이 아니므로 PCPC를 이용한 확률적 주경로를 산정할 수 없

다. 따라서 노드 i, 노드 j의 완료시간-확률 분포를 단일 확

률분포로 나타내어 분기점과 합일점 사이의 연결을 단순 병렬

연결로 만들어야한다. 본 연구에서는 Ringer (1969, 1971)가 

제안한 컨볼루션을 이용하여 직렬로 연결된 노드를 하나의 동

일한 노드로 축약하였다. Ringer가 제안한 직렬 축약에 의한 

완료시간-확률 분포는 식 (1) (4)와 같다.

직렬로 구성되어 있는 임의의 노드 i의 완료시간-확률 분

포와 노드 j의 완료시간-확률 분포가 있고, 노드 i의 완료시

간을 ti라 하면, 연속된 두 노드 i와 노드 j에서 소요되는 완료

시간 tij는,

tij=ti+tj (1)

가 된다. 이 때 노드 i의 완료시간이 ti가 될 확률을 Pi(ti)라 

하면, 노드 i와 j가 완료시간 tij에 끝날 확률 Pij(tij)는,

 



×   (2)

이다. Pij(tij)는 tij가 발현할 수 있는 모든 조합의 합으로 이루

어진다. 다시 말해 tij가 만들어 질 수 있는 ti+tj의 조합은 매

우 많다. 이 조합의 발현 확률을 모두 합한 결과가 tij가 발현

할 확률 Pij(tij)가 된다. 이를 컨볼루션을 이용한 확률밀도함수 

(PDF: Probability Density Function)로 나타내면, 식 (3)과 

같이 표현 할 수 있다.

     




∞

 × 

(3)

이를 n개의 직렬로 연결된 노드에 대해 확장하면 식 (4)와 
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Fig. 4 Parallel reduction process : (a) parallel reduction (b) series reduction (c) pure parallel model

Fig. 3 Series Reduction based on Convolution

같다.

∙∙∙




∞




∞

∙∙∙


∞






 ∙∙∙
(4)

식 (4)를 이용하면 직렬로 연결된 노드별 완료시간-확률 분

포를 하나의 동일한 완료시간-확률 분포가 된다 (Fig. 3).

Fig. 4의 (a)와 같이 분기점과 합일점 사이에 하위 병렬연결

이 있는 경우에, 확률적 주경로를 산정하기 위하여 i) 병렬연

결을 구성하고, ii) 직렬로 변환한 뒤 iii) 직렬 연결을 한 노드

로 축약하는 단계를 거쳐야 한다. Fig. 4는 (a)의 하위 병렬연

결을 (b)의 직렬연결로 축약하고, 그다음 (b)의 직렬연결을 (c)

의 단순 병렬연결로 축약하는 과정을 보이고 있다.

병렬로 연결된 노드의 완료시간-확률 분포를 동일한 하나

의 완료시간-확률 분포로 나타내는 방법 (PRO)은 다음과 같

다.

병렬연결에서 모든 노드의 시작 시간은 같으며, 각 노드의 

소요시간 중 가장 긴 시간이 병렬연결의 완료시간을 결정한다 

(Ringer, 1971). 따라서 병렬로 연결된 노드들이 시간 t에 완

료될 확률은 하나의 노드가 시간 t에 완료되었을 때 (PDF[t]), 

다른 작업들이 이미 모두 완료되었을 확률 (∫PDF[t]dt)의 곱으

로 구해진다.

두 노드 i, j에 관해 확률밀도함수와 확률누적함수 (CDF: 

Cumulate Density Function, 식 (5))를 이용하여 병렬로 연결

된 두 노드의 완료시간-확률 분포를 단일 완료시간-확률

분포로 나타내면 다음 식 (6)과 같다.






  (5)

 ××  (6)

위의 식 (6)을 이용하여, n개의 병렬로 연결된 노드에 대해 

확장하면 식 (7)을 얻을 수 있다.

∙∙∙ 
 ×××∙∙∙×

×


















 


(7)

본 연구에서는 식 (7)을 PRO로 정의하고, 이를 이용하여 병

렬로 이루어진 완료시간-확률 분포를 동일한 하나의 완료

시간-확률 분포로 나타내었다.

앞 절에서 설명한 바와 같이 컨볼루션, PRO를 이용하여 분

기점 s와 합일점 t사이의 연결을 Fig. 1과 같은 단순 병렬연결

로 나타낼 수 있다. 이 네트워크에서 s 1 t가 주경로가 되

려면 노드 1이 그 외의 노드보다 소요시간이 길어야 한다. 즉 

s 1 t가 주경로가 될 확률은 노드 1이, 노드 1을 제외한 다

른 노드보다 늦게 끝날 확률로 계산 할 수 있다.

노드 r의 완료시간을 t라 하고, 이 시간의 출현확률을 PDFr 

[t]이라 하자. 이 때, 경로 s 1 t가 주경로가 될 확률은 식 

(8)과 같이 표현 된다.
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Table 2 Calculation for Probability of Critical Path based on PCPC

Solution for probability of Critical Path Network

step1




∞

     




∞

     




∞

       




∞

       




∞

       

step2




∞

     




∞

     

 


∞

 




 (8)

이를 임의의 s r t 경로에 대하여 주경로가 될 확률은 식 

(9)와 같이 표현 할 수 있다.

 


∞

 ×






 






 





 (9)

이 연구에서 식 (9)을 PCPC로 정의하고, 이 연산자를 이용

하여 분기점이 되는 노드마다 각 경로별로 주경로가 될 확률

을 계산하였다. 

임의의 네트워크를 구성하여 2절에서 구한 컨볼루션 PRO, 

PCPC의 적응성을 검토하였다 (Fig. 5). 이 PERT 네트워크는 

한번 완료된 경로는 반복되지 않으며 (acyclic), 에서 시작

되어 로 진행된다 (direction). 제안된 네트워크는 폐쇄되어

있고, 순수직렬과 병렬연결로 구성된 SP-네트워크 (Series 

Parallel - Network)로서, 각 노드들이 가지는 확률적인 평균

소요시간과 표준편차, 분포형태를 Table 1과 같이 가정하였다.

확률적 주경로를, 분기점이 되는 노드 1, 2, 3을 대상으로 

PCPC를 이용하여 계산하였다 (Table 2). 그리고 Fig. 6과 같

이 컨볼루션과 PRO를 이용하여 step 1의 네트워크를 step 2

의 네트워크로 축소하였다.

Fig. 5 Network Diagram

Table 1 Complete time distribution of each node

Node No. Distribution Type Mean Std.

1 Normal 5 1

2 Normal 6 

3 Normal 2 1

4 Normal 4 1

5 Normal 6 1

6 Normal 9 1

7 Normal 7 

8 Normal 6 

9 Normal 6 1

10 Normal 5 1

11 Normal 3 
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Fig. 6 Reduction based on Convolution and PRO

Fig. 6에서 ( , ) 경로 중 

이 주경로가 될 확률은 노드 가 보다 늦게 끝날 확률

로 계산할 수 있다. 이를 계산하면 다음 식 (10)과 같다.




∞

    (10)

이 결과는 만약 100번의 동일한 공정이 반복이 될 경우 

가 주경로가 될 경우는 약 8회, 가 주경로가 

될 확률은 약 92회가 된다고 해석할 수 있다.

마찬가지로 ( , ) 를 등가의 노드인 로, 

( , , ) 을 등가의 노드인 로 축소한 뒤에 

, 을 대상으로 PCPC을 이

용하여 확률적 주경로를 계산하였다.

Table 3 Critical path probability of each Method

Path No. Path CPM PCPC MCS

Path 1 1 2 4 9 11 0% 2.7506% 2.7621%

Path 2 1 2 5 9 11 100% 32.1834% 32.2773%

Path 3 1 3 6 10 11 0% 48.6931% 48.6098%

Path 4 1 3 7 10 11 0% 12.9804% 12.9801%

Path 5 1 3 8 10 11 0% 3.3926% 3.3707%

Van Slyke (1963), Burt (1970), Dodin (1984) 등은 일반

적으로 의사난수가 난수에 가까운 경우 MCS의 결과를 신뢰할 

수 있다고 하였다. 따라서 본 연구의 결과를 의사난수를 이용

한 MCS 결과를 비교하여 검증하였다. 또, Malcom et al. 

(1959)이 제안한 방법에 따라 CPM 방법과도 비교하였다. MCS

에서 사용되는 난수는 1,000,000회 계산을 기준으로 하여 결
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Table 4 Comparison the probability of critical each path PCPC and MCS with random number (%) 

Path No. PCPC
MCS

100 1,000 10,000 100,000 1,000,000 10,000,000 100,000,000

Path 1 2.7506 0.0000 1.6500 2.8350 2.8379 2.8032 2.7578 2.7651

Path 2 32.1834 30.0000 31.3500 32.1650 32.1121 32.4258 32.2501 32.2741

Path 3 48.6931 42.0000 49.5800 48.8150 48.9371 48.5336 48.6281 48.6028

Path 4 12.9804 21.0000 12.7300 13.3900 12.9124 12.8149 12.9667 12.9675

Path 5 3.3926 7.0000 4.6900 2.7950 3.2005 3.4225 3.3973 3.3905

과를 도출하였다.

Yao와 Chu (2007)가 MCS와의 비교오차를 구한 방법에 따

라 본 연구의 오차를 구하면 식 (11) 및 0.8423 %로 나타났다.










 



×



(11)

Table 3의 결과는 기존 CPM에 의할 경우 단일 Path 2를 

주경로가 되는데 반하여 본 연구의 결과는 모든 경로가 주경

로로 될 수 있음을 보이고 있다는 것을 확인 할 수 있다. 이 

결과는 MCS에서도 공히 확인할 수 있어서 결정론적 CPM의 

한계를 잘 보여주고 있으며, 결정론이 path 2를 주경로로 채택

하고 있으나 본 연구 및 MCS는 오히려 path 3이 주경로가 될 

확률이 가장 높은 것으로 나타나 CPM으로 구한 주경로가 가

장 중요한 경로가 아닐 수도 있음을 보이고 있다. 이는 각 노

드의 평균적인 완료시간 뿐만 아니라 분산이 전체 공정에 미

치는 효과에 의해 발생한다고 판단된다.

Table 4는 난수가 적을 경우 MCS에서 신뢰도가 낮은 결과 

값이 도출됨을 보여준다. 이런 한계 때문에 MCS를 이용한 신

뢰도가 높은 결과 값을 도출하기 위해서는, 매우 큰 난수를 발

생시켜야 하고, 이로 인하여 결과 값 도출을 위한 시간이 기하

급수적으로 증가한다 (Linger, 1969; Soroush, 1994; Lee et 

al., 2005; Yao and Chu, 2007). 본 연구에서 PCPC를 이용

한 결과 값의 도출 시간과 동일한 시간 안에 MCS를 마치기 

위한 난수의 값은 약 50,000번으로 측정 되었다. 반면, 본 연

구의 결과 값을 검증하기 위해 설정한 1,000,000번의 난수는 

PCPC보다 더 많은 계산 소요시간을 나타냈다. 따라서 PCPC

는 MCS보다 계산시간의 면에서 유리함을 알 수 있다. 또한 

난수가 크더라도 MCS의 결과 값은 신뢰도가 높은 근사 값이

라는 한계를 가지고 있다. Fig. 7부터 Fig. 9는 MCS가 난수가 

커짐에 따라 PCPC에 근사하고 있음을 나타낸다. 이로부터 모

든 경로의 확률적 주경로를 검토함에 있어 PCPC가 MCS에 비

하여 적은 계산시간 동안에 신뢰도가 높은 수준의 결과 값을 

도출 할 수 있음을 알 수 있었다.

Fig. 7 Probability of critical for path1 with random number 
and PCPC value

Fig. 8 Probability of critical for path2 with random number 
and PCPC value

Fig. 9 Probability of critical for path4 with random number 
and PCPC value
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여러 공정이 결합된 프로젝트는 모든 공정이 완료되어야 비

로소 전 공정이 완료된다. 이 때문에 모든 공정경로는 잠재적

으로 주경로가 될 수 있다. 그러나 CPM은 결정론적 방법에 의

해 한 공정경로만을 주경로로 선정한다. 이로 인해 CPM은 단

일 주경로 외의 다른 노드의 확률적인 요소를 반영하지 못하게 

된다. 이를 극복하고자 본 연구에서는 컨볼루션, PRO, PCPC

을 이용하여 SP 네트워크를 순수 병렬연결로 만든 뒤 확률적 

주경로를 구하였고, 결과 값을 MCS을 이용하여 검증하였다. 

이를 통해 다음과 같은 결과를 얻었다. 

1. 컨볼루션과 PRO을 이용하여 네트워크의 각 노드별 확률

분포를 하나의 동일한 완료시간-확률 분포로 나타내었다. 이

를 이용하여 내부 SP-네트워크를 PCPC 계산을 위한 단순 병

렬연결로 축소하였다.

2. CPM은 결정론적 방법으로 단일 주경로를 구하고 있다. 

그러나 이것은 네트워크 전체 노드의 완료시간-확률 분포 성

격을 반영하지 못한다. 이를 개선하기 위해 본 연구에서는 컨

볼루션, PRO, PCPC를 이용하여 모든 경로에 대하여 주경로가 

될 확률을 구하였다. 

3. 본 연구에서 구한 확률적 주경로는 MCS에 의한 결과에 

1 % 미만의 오차로 근접하였다. 이를 통해 본 연구에서 제시

한 컨볼루션, PRO, PCPC을 이용한 확률적 주경로 산정이 유

의한 수준에서 정확하다고 판단된다.

4. 각 노드의 평균 완료시간 뿐만 아니라 분산도 확률적 주

경로를 산정하는데 있어 중요한 영향을 미친다.

5. 본 연구에서 제안한 연산자는 MCS보다 능률적으로 주경

로 결과 값을 도출하였다. 

본 논문은 농림기술관리센터에서 시행한 ‘고병원성 조류

인플루엔자(HPAI)의 유입 및 전파확산 경로예측을 위한 가

금 산업의 유통 감시 네트워크 시스템개발(500-20090144)’ 

결과의 일부임.
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